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摘  要 

本文考虑带有非线性阻尼的Kirchhoff型Berger方程解的长时间行为，运用收缩函数和渐近先验估计的方

法证明了上述问题在空间 ( ) ( )( ) ( )2 1 2
0H H LΩ ∩ Ω × Ω 中一致吸引子的存在性。 
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Abstract 
In this paper, we consider the long-time behavior of solution for Berger equation of Kirchhoff-type 
with nonlinear damping, and prove the existence of uniform attractor for the above problem by 
using the method of contractive function and asymptotic priori estimation in the space 

( ) ( )( ) ( )2 1 2
0H H LΩ ∩ Ω × Ω . 
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1. 引言 

本文考虑带有非线性阻尼的 Kirchhoff 型非自治 Berger 方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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一致吸引子的存在性，其中 nΩ⊂ � 是一个具有足够光滑边界的有界域，函数 ( ),u x t 代表板的挠度，β 是

一个常数，它与作用在板上的压力成正比， ( ),h x t 描述板的横向负载，函数 ( )a x 表示环境阻力，µ 和α
是大于 0 的常数。 

假设函数 ( ),h x t 、 ( )sϕ 、 ( )g s 和 ( )a x 分别满足如下条件 
(W1) 函数 ( )a L∞∈ Ω ，并且存在正常数 0α ，使得 

( ) 0 0,a x xα≥ > ∈Ω .                                (4) 

(W2) 函数 ( )1Cϕ∈ � ，满足以下条件 

( ) ( ),  lim0 0, inf 0s sϕϕ ϕ →∞ ′= >是严格增的 ,                      (5) 

( ) ( )1 qs C sϕ ≤ + ,                                  (6) 

其中当 4n ≤ 时，1 q≤ < ∞；当 4n > 时，
41
4

nq
n
+

≤ ≤
−

。 

(W3) 函数 ( )1g C∈ � , ( ) ( )
0

d
u

G u g s s= ∫ ，满足如下条件 

( ) ( )1 1 pg s C s′ ≤ + ,                                 (7) 

( )
1liminf s

g s
s

λ→∞ > − ,                                (8) 

其中当 4n ≤ 时，1 p≤ < ∞；当 4n > 时，
41

4
p

n
≤ ≤

−
。 1λ 是满足 Poincáre 不等式( 2

1
2 uu λ∇ ≥ )的适

当常数。 
(W4) 外力项 ( ),h x t 满足条件 

( ) ( )( )2, ;h x t L L∞∈ Ω� ,                                (9) 

( )( ) 2; ,
4

r r
t b

nh L L r
n

∂ ∈ Ω >
+

� .                            (10) 
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Berger 方程起源于飞机在空中飞行的过程中，金属表面遇到气流时的非线性振动现象以及能量耗散，

它描述板的非线性振动情况，这类方程较早地可以追溯到 Berger 的理论中，参见文献[1] [2]。 
当 0β α= = 时，即方程(1)不具有 Kirchhoff 型且 ( )t tu uϕ = 时，文献[3] ( ( )a x ξ≡  (常数))和文献[4]

都研究了自治的Berger方程在无界域上全局吸引子的存在性，文献[5]研究了方程(1)在空间 ( ) ( )2
0
2H LΩ × Ω

中一致吸引子的存在性；若 ( )tuϕ 为非线性阻尼时，文献[6]研究了自治的Berger方程在空间 ( ) ( )2
0
2H LΩ × Ω

中全局吸引子的存在性。 
当 ,β α 均不为 0 时，文献[7]研究了方程(1) ( ( ) 0,  0,  1g u µ α= = = )解的长时间动力学行为，并且在空

间 ( ) ( )( ) ( )2 1 2
0H H LΩ ∩ Ω × Ω 中证明了该方程紧的一致吸引子的存在性。 

受此启发，本文试图运用收缩函数和渐近先验估计的方法证明问题(1)~(3)在空间 

( ) ( )( ) ( )2 1 2
0H H LΩ ∩ Ω × Ω 中一致吸引子的存在性。特别地，非线性阻尼项和 Kirchhoff 项的引入给一致有

界吸收集的存在性和过程渐近紧性的证明带来了本质性的困难。 
本文的结构如下，第二部分，介绍本文相关的预备知识；第三部分，在所给的函数空间中证明问题

(1)~(3)所对应过程的一致有界吸收集的存在性；第四部分，首先运用能量不等式进行先验估计，其次根

据定理 A 证明过程的渐近紧性，进而得到问题(1)~(3)在空间 ( ) ( )( ) ( )2 1 2
0H H LΩ ∩ Ω × Ω 中一致吸引子的存

在性。 
在本文中，C 和 ( )0,1,2,iC i = � 都表示正常数，在不同之处可表示不同的值。 

2. 预备工作 

为了方便起见，给出如下简写： ( )p pL L= Ω ， ( )k kH H= Ω ， 2H L= ， 1
1 0V H= ， 2 1

2 0V H H= ∩ ，其

中 1p ≥ ， 0k > 。这里 kH 是Sobolev空间， 0
kH 是 ( )0C∞ Ω 在 kH 中的闭包。 

用 , 和 ( ), 分别表示空间 H 中的范数和内积， 2V− 表示 2V 的对偶空间，, 表示对偶空间之间的对偶积。 
定义算子 2 2:A V V−→ ， 

2, , , ,Au v u v u v V= ∆ ∆ ∀ ∈ , 

( ) { } { }4 1
0,D A u H Au H u H u u H= ∈ ∈ = ∈ ∆ ∈ , 

则 A 是空间 H 中的自伴算子，且在空间 2V 中是严格正的。因此可以定义算子 A 的能量为 ( )sA s∈� ，于

是空间 4
s

sV D A
 

=  
 

是Hilbert空间，并且具有如下的内积和范数 

( ) 4 4 4, , ,  
s

s s s

s Vu v A u A v u A u
 

= = 
 

. 

显然，
2 1

1 1
2 4,V Vu A u u u A u u= = ∆ = = ∇ 。 

下面介绍一些非自治动态系统的基本概念和定理，至于更详细的理论可参考文献[8] [9]。 
空间 ( )( ) ( )loc ; , 1r kL L r kΩ ≥� 中的平移有界函数空间 

( )( ) ( )( ) ( )1
loc ( )

; ; : sup , dk

rtr k r k
b t t L

L L h L L h x s s
+

∈ Ω

 Ω = ∈ Ω < ∞ 
 ∫�� � . 

假设X是Banach空间，∑是参数集。如果对任意的σ ∈∑，τ ∈�， 

( ) ( ) ( ), , , ,U t s U s U t t sσ σ στ τ τ= ∀ ≥ ≥� ,                           (11) 
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( ) ( ), Id Uσ τ τ = 恒等算子 ,                                (12) 

则称算子 ( ){ } ( ),  , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 为 X 中的带有符号空间∑的过程族。  

假设 ( ){ } 0s
T s

≥
是作用于∑的平移半群，如果 

( ) ( )( ), , , , , , 0T sU t s s U t t sσ στ τ σ τ τ+ + = ∀ ∈∑ ≥ ∈ ≥� ,                  (13) 

( ) , 0T s s∑ = ∑ ∀ ≥ ,                                  (14) 

则称过程族 ( ){ } ( ),  , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 满足平移恒等式。 
用 ( )X 表示 X 中所有有界集的集合， { },t tτ τ= ∈ ≥� � 。 
定义1 [8]设 ( )0B X∈ ，如果对任意的τ ∈� , ( )B X∈ ，存在时刻 ( )0 0 ,T T B τ τ= ≥ ，使得 

( ) 0 0, ,U t B B t Tσσ
τ

∈∑
⊂ ≥∪ , 

则称 0B 是过程族 ( ){ } ( ),  , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 的一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集。 
定义2 [8]设 X⊂ ，如果对任意固定的τ ∈�，以及每一个 ( )B X∈ ， 

( )( )( )lim sup dist , , 0t U t Bσ σ τ→+∞ ∈∑ = , 

则称是过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 的一致(关于σ ∈∑ )吸引集，其中 ( )dist ,⋅ ⋅ 表示 X 中两个集

合的Hausdorff半距离。特别地，如果闭的一致吸引集 X∑ ⊂ 包含在任何封闭的一致吸引集中(最小性)，
则称为过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 的一致(关于σ ∈∑ )吸引子。 

定义3 [9]设 X 是Banach空间，B 是 X 的有界子集，∑是符号空间，若对任何序列{ } 1n n
x B∞

=
⊂ 和每个

{ }nσ ⊂ ∑，都存在子序列{ } { } 11kn n nk
x x

∞ ∞

==
⊂ 和{ } { } 11kn n nk

σ σ
∞ ∞

==
⊂ ，使得 

( ), ;m 0,li lim
k l k lk l n n n nx xφ σ σ→∞ →∞ = , 

则称 ( ) ( )X X× × ∑×∑ 上的函数 ( ), ; ,φ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 是定义在 B B× 上的收缩函数。 

( )contr ,B ∑ 表示所有定义在 B B× 上收缩函数的集合。 
定理A [9]设 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 是Banach空间 ( ),X ⋅ 中的一个过程族，满足平移恒等式(13)

和(14)，并且有一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集 0B X⊂ 。进一步，假设对任意的 0ε > ，存在 ( )0 ,T T B ε= 和

( )contr ,T Bφ ∈ ∑ ，使得 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2 0 1 2,0 ,0 , ; , , , , ,TU T x U T y x y x y Bσ σ ε φ σ σ σ σ− ≤ + ∀ ∈ ∀ ∈∑ , 

则称 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 在 X 中是一致(关于σ ∈∑ )渐近紧的。 
非线性阻尼函数ϕ 满足以下结果 
引理1 [10]设非线性函数 ( )sϕ 满足(W2)，则对任意的 0δ > ，存在 0Cδ > ，使得 

( ) ( )( )( )2 , , .u v C u v u v u vδδ ϕ ϕ− ≤ + − − ∀ ∈�  

类似于文献[7]中定理3.1，可以得到问题(1)~(3)解的存在性和唯一性结果如下： 
定理1 设(W1)~(W4)成立，则对任意的初值 ( )0 1

2,u u V Hτ τ ∈ × ，问题(1)~(3)有唯一的解 ( )u t 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2, ; ;t tt locu t u t C V H u t L Hτ τ

−∈ × ∂ ∈ Ω� �和 . 

设 ( ) ( ) ( )( , )ty t tu u t= ， ( )0 1,y u uττ τ= ， 0 2E V H= × ，其范数为 

0

22
tEy u u= ∆ + . 
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系统(1)~(3)等价于如下系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 1

, , ,

0, , , , ,

t t t

t

u a x u u u u u g u h x t t

u u u x u x u x u xτ τ

ϕ β α µ τ

τ τ
ν∂Ω ∂Ω

∂ − − − ∇ ∆ −∆ − − + ≥

∂
=



= = =

=

∂






 

该系统的算子表示形式如下 
( )( ) ,t t ty A y y yσ ττ=

∂ = = ,                                  (15) 

其中 ( ) ( ),t h x tσ = 是方程(15)的符号。现在定义方程(15)的符号空间，取固定的符号 ( ) ( )0 0 ,t h x tσ = ，

( )( ) ( )( )2
0

1, 2; ;
4

r r
b

nL L W r
n

h L∞  Ω ∩ Ω > +
∈


� � 和集合 

( ){ }0 0 , :h x t s s∑ = + ∈� ,                                 (16) 

( )( ) ( )( )2 1,
0 ; *;r r

bL L W L∞ Ω ∩ Ω∑ ∑ � �符号空间 是 在 中的弱 闭包 .             (17) 

于是有如下性质成立。 
命题1 ∑在空间 ( )( ) ( )( )2 1,; ;r r

bL L W L∞ Ω ∩ Ω� � 中是有界的，并且对任意的σ ∈∑，有以下估计成立 

2 1, 2 1,( ; ( )) ( ; ( )) ( ; ( )) ( ; ( ))0r r r r
b bL L W L L L W Lhσ ∞ ∞Ω ∩ Ω Ω ∩ Ω

≤
� � � �

. 

因此，由定理1可知，问题(1)~(3)对所有的σ ∈∑是适定的，并且产生了一个由公式 ( ) ( ),U t y y tσ ττ = 给出

的 过 程 族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 。 ( )y t 是 问 题 (1)~(3) 满 足 条 件 (W1)~(W4) 的 解 ， 并 且

( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 满足(11)~(12)。同时，由唯一可解性知， ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 满足

平移等式(13)~(14)。 
用 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 表示由(15)~(17)产生的过程族。 
应用文献[11]中命题7.1，可以得出如下结果： 

命题2 设 ( )( ) ( )( )2 1, 2; ;
4

r r
b

nh L L W L r
n

∞  ∈ Ω ∩ Ω > + 
� � ，则存在常数 0M > ，使得 

( ) 2 ( )
sup , ,t L

h x t s M s∈ Ω
+ ≤ ∈� �  

命题3 设 ( ) 1,2,is i∈ =� � ， ( )( ) ( )( )2 1, 2; ;
4

r r
b

nh L L W L r
n

∞  ∈ Ω ∩ Ω > + 
� � ， ( ){ }: 0, 1,2,nu t t n≥ = � 在

空间 ( ) ( )2 1
0H HΩ ∩ Ω 中有界，并且对每个 1 0T > ， ( ){ }1,2,

tnu t n = � 在空间 ( )( )2
10, ;L T L∞ Ω 中有界，则对

任意的 0T > ，存在子序列{ } { } 11kn n nk
u u

∞ ∞

==
⊂ 和{ } { } 11kn n nk

s s
∞ ∞

==
⊂ ，使得 

( ) ( )( )( ) ( )
0

lim lim , , d d d 0
k l k l

T T
k l n n n ns t

h x s h x s u u x sτ τ τ τ→∞ →∞ Ω
+ − + − =∫ ∫ ∫ . 

3. 一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集的存在性 

定理 2 假设(W1)~(W4)成立，若 ( )( ) ( )( )2 1,
0

2; ;
4

r r
b

nh L L W L r
n

∞  ∈ Ω ∩ Ω > + 
� � ，且∑是由(17)所定义

的，则问题(1)~(3)对应的过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 在空间 0E 中有一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集。 

证明 用方程(1)与 tu 在空间 H 中作内积，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )d d , ,
d t t ta x u uE t x h t u

t
ϕ

Ω
+ =∫                            (18) 
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其中 

( ) ( )2 2 2 4 21 1 .
2 2 2 2

d
4tE t u u u u G u xuµ α β

Ω
= + ∆ + + +∇−∇ ∫                  (19) 

联立(4)和(5)可知，存在 1 0δ > 和
1

0Cδ > ，使得 

( ) ( )( ) ( )
1

2
1 meas, 2 ,t t ta x u u u Cδϕ δ≥ − Ω                            (20) 

( ) ( ) ( )
1

21
1

3 , meas .
4 2t t t ta x u u u u Cδ

δϕ δ − ≥ Ω 
 

−                         (21) 

由(8)式可知，存在 1 0λ λ′> > 和 0C ，使得 

( )( ) ( )2
0, meas ,g u u u Cλ′≥ − − Ω                                (22) 

( ) ( )2
0meas .

2
dG u u Cx λ

Ω

′
≥ − − Ω∫                               (23) 

根据 Poincáre 不等式和(23)，可以推出 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2
0

4
0

1meas meas ,
2 2 282t

mC u u u C E tαβ β
α α

− − Ω ≤ + ∆ + ∇ − − Ω ≤            (24) 

其中 ( ]0,1m∈ 是一个常数，若 µ λ′≥ ，则 1m = ；若 0 µ λ′< < ，则 ( )1
11m λ λ µ− ′≤ − − 。 

由(5)和(6)可知 

( )
( )

1            , 1,

2 , 1.

q
q

C s
s

C s s s
ϕ

ϕ

+  ≤≤ 
≥

                                (25) 

运用 Hölder 不等式和 Young 不等式，结合(4)，(5)和(25)，可以得到如下估计 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )
1 1

1
11 1

1 1 1

d

d d

d 2 d d

t t

t t t

t

t tu u

q
qq q

t tu u u

a x u u x

a x u u x a x u u x

Ca x u x Ca x u u x a x u x

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

Ω

Ω ≤ Ω ≥

++ +

Ω ≤ Ω ≥ Ω ≥

≤ +

≤ +

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( )
( )

( ) ( ) ( )

111 11 1
21 1 1

1 1
2 1

22
22 1 11

1 0 1 2

2

0
1

1 1 1 111 ( 1) 2
2 0

d 1 2 d d

d

meas
4

2 1

t t t

t

q
q qqq t tu u u

q q

u

q

q q q
q q q q qq t

qC a x u x q q Ca x u u x a x u x

a x u x

C a a C u

Cq q a C u a x u u

λ

λ

ε ϕ

ε

ε λ ε
ε

ε ϕ

−
  − +− + + 
 

Ω ≤ Ω ≥ Ω ≥

+ +

Ω ≥

− −+

− −  −− −− +  +
 

+ +

+

 
≤ Ω + + ∆  

 
 

+ + ∆

≤


  

∫ ∫ ∫

∫

( ) ( )2

12 ,

d

d

t

q
q t t

x

C u C u a x u u xηη ϕ

Ω

−

Ω
= + ∆ + ∆

∫

∫

     (26) 

其中 ( ){ }0 supa a x x= ∈Ω ，由紧嵌入 2 1qH L + 可知，
2 2

1qu C uλ +
∆ ≥  ( Cλ 为正常数)。 

将 1tv u uδ= +  ( 1δ 如(20)所定义)代入方程(1)，可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
1 ,t t tv u a x u u u u u g u h x tδ ϕ µ β α− + + ∆ + + − ∇ ∆ + = .              (27) 

用 v与(27)式在空间 H 中作内积，有 

( ) ( )
1

d 0
d

E t K t
t δ + = ,                                   (28) 

其中 

( ) ( )
1

2 2 2 2 4 22
1

1 1 1 ,
2 2 2 2 4 2

dE t v u u u u u G u xδ
µ α βδ

Ω
= − + ∆ + + ∇ − ∇ + ∫          (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

4
1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 1

3 1, , ,
4 4

, , , .

t t t t t t

t

K t a x u u u a x u u a x u u u

u u u g u u h t u h t u

ϕ δ ϕ δ ϕ δ α

δ β δ µδ δ δ

 = − + + + ∇ 
 

− ∇ + ∆ + + − −

       (30) 

运用 Poincáre 不等式并结合(23)式，有 

( ) ( )

( )

1

2 2

3

2
1

1

2

0

2 2

4

4
2

0

1
2 2

C ,

8
meas

2 2

m a
4

e s
2

E t v u
m u C

v u u C

δ

δ
λ

β
α

β

α

α
α

≥ + − ∆

−≥

   
+ ∇ − + Ω   

  
  + ∆ + ∇ + Ω  

   

                (31) 

其中 1 0δ > 足够小，使得 ( ) 11 2
1 12 02 m λ δ−− − > 。 

运用 Young 不等式、Poincáre 不等式，再结合(21)~(22)和(26)，能够得出下列估计 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

1

12 21
1

2
2 22 2 2 31 1

1 1 1 0
3

2 223

4

1
3

2

1
2

1meas , d
2 4

meas
2 2 2

2
1

2

q
qt t t t t

t

K t u C a x u u C u C u a x u u x

u u u u C h t u

h t u

δ η
δ ϕ δ η ϕ

εδ δ β δ µδ δ λ
α ε
ε δ

ε

α

−

Ω

 ≥ − Ω + + − ∆ ∆ 
 

′+ ∇ − + ∆ + − Ω

− −

+ − − −

− −

∫

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

2 2 21 3 3 1
1 1 1 ( )

2
21 1

1 1 0
4

4
5

4

3

22 21

4

3 1

2 2
5

1
3

2

3

1 d
2 2 4

meas m

1

1
2

11 C
2

1

ea

2

4

2

C

s

t E t t

t

t

C

u u u C a x u u x

u C C h t

u u u h t

u u u h t

m

C

τ

δ

δ ε ε δδ δ µ λ δ ϕ

δ δ βδ δ
α ε

δ ε δ

η

α

α

α

δ
ε

ε

η

Ω

−  + − + + − 
 

 
+ + 

 
 −

+ ′ − +  


 ′≥ ∆ − − 



 + +  



∇ − Ω + + Ω +

≥ ∆ ∇ − +

≥


∇ −


∆ +


∫





         (32) 

其中 ( )EC τ 是依赖于 ( ),C Eη τ 的常数； 1 3, , 0δ ε η > 足够小，使得 ( )1
1 3 1 ( )

12 0, 1 0, 4 0EC τδ ε η δ− −− − −> >> ；

( ]0,1m′∈ 是一个常数，若 1
3 12µ λ ε δ−′≥ + ，则 1m′ = ；若 1

3 10 2µ λ ε δ−′< < + ，则 

( ) ( )11 1
1 3 11 1 2m λ η λ ε δ µ−− −′≤ − − × + −′ 。 

2 2 24 4
6

2

4
,

4tu u u C u uvα α ∆ ∇ ≤ ∆ ∇+


+ + 


+                     (33) 

其中 { }16
2 1

1max 2,2 1C δ λ−= + 。 
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令 

( ) ( ) ( ) ( )2 42

4tu u uY t t t tα
= ∇+ +∆ , 

联立(28)~(33)可得 

( ) ( ) 2
1 2 3

d
d

Y t rY t r r h
t

+ ≤ + , 

其中 1 1 1 1
1 4 6 3 2 5 6 3 3 6 3 3, ,r C C C r C C C r C C ε− − − −= = = 。 
运用 Gronwall 引理可以计算出 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2
21 1

1 1 2 3 1exp 1
bLY t Y r t r r r r hτ τ − −≤ − − + + + . 

结合σ 的定义、命题 1 及命题 2 可知，对任意的σ ∈∑，有 2 2
22

0b bL Lhσ ≤ ，即 2 2
22

0b bL Lh h≤ 。 

因此，就得到了 0E 中的一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集 0B ， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0 0

4
0 4

, E t v t tB u v u uα ρ 
= ∈ ∆ ∇ ≤+


+ 


, 

其中 ( ) 2
21 1

1 2 3
2

1 02 2 1
bLr r r r hρ − −+= + 。即对于 0E 中的任意有界子集 B ，存在 ( )0 0 ,t t Bτ τ= ≥ ，使得 

( ) 00, .,  h h t tU t B Bτ∈∑ ⊂ ∀ ≥∪  

4. 一致(关于σ ∈∑ )吸引子的存在性 

在本节中，首先运用能量不等式进行先验估计，其次根据定理 A 证明空间 0E 中过程族 

( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 的一致(关于σ ∈∑ )渐近紧性，最后给出问题(1)~(3)所对应的过程族一致(关
于σ ∈∑ )吸引子存在的结论。 

用 0B 表示空间 0E 中过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 的一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集，并且设 

( ) ( ) ( )2 21 1 .
2 2w tE t w t w t= ∆ +  

4.1. 先验估计 

对任意的 ( )0 0 0,i iu v B∈ ，设 ( ) ( )( ),
ti iu t u t 是对应于时间符号 iσ 且依赖于初值 ( )0 0,i iu v 的解， 1,2i = ，即

( ) ( )( ),
ti iu t u t 是如下方程的解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2

0 0

, , (34)

0, (35)

0 , , . (360 )

tt t i

i i
t

u a x u u u u u g u x t

u

u

u
v

u vu

ϕ β α µ σ

∂Ω ∂Ω

+ + − ∇ ∆ + ∆ + + =

∂
=




 =

=
∂




 

为了方便起见，记 ( ) ( ),i ih t x tσ= ， 0t ≥ ， 1,2i = ， ( ) ( ) ( )1 2w t u t u t= − ，则 ( )w t 满足下面的方程组 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2 22
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2
0 0 0 0

, (37)

0, (38)

, , . (39)0 , 0

t tt

t

tw a x u u w u u u u

w w g u g u h

t t t t t t t t

t t t t t t

w w

h

w w
v

u v u v

ϕ ϕ α

µ β

∂Ω ∂Ω

+ − + ∆ − ∇ ∆ − ∇ ∆

+ + ∆ + − = −

∂
= =
∂

−








 =
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首先，用 ( )w t 乘以(37)式，并对其在 [ ]0,T ×Ω上积分，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2

0 0 0 0

1 2 1 20 0

2 2
1 1 2 2 1 20 0

d 0 0 d d d d d

d d d d

d d d d .

t t

T T T T
t t t

T T

T T

w t t w w x w T w T x w t t w t t w t t

a x u t u t w t x t g u t g u t w t x t

u t u t u t u t w t x t h t h t w t x t

β µ

ϕ ϕ

α

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

∆ = − + ∇ + −

− − − −

+ ∇ ∆ − ∇ ∆ + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 (40) 

在 [ ]0,T 上对 ( )wE t 关于 t 积分，再结合(40)式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

22 2

0 0 0 0

1 2 1 20 0

2 2
1 1 2 2 1 20 0

1 1d 0 0 d d ( ) d ( ) d ( ) d
2 2 2 2
1 1d d d d
2 2

1( ) d d d d .
2 2

t t

T T T T
w t t t

T T

T T

E t t w w x w T w T x w t t w t t w t t

a x u t u t w t x t g u t g u t w t x t

u t u t u t u t w t x t h t h t w t x t

β µ

ϕ ϕ

α

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

= − + ∇ + −

− − − −

+ ∇ ∆ − ∇ ∆ + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 (41) 

其次，用 ( )tw t 乘以(37)式，并对其在 [ ] ( ),  0s T s T×Ω ≤ ≤ 上积分，得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2

2 2 2
1 2

2 2
1 1 2 2 1 2

d d
2

d d
2 2 2

+ d d ( ) ( ) d d .

t t

T
w t

T
w t

T T
t

s

s

ts s

E T w T a x u t u t w t x t

E s w s w T w s g u t g u t w t x t

u t u t u t u t w t x t h t h t w t x t

µ ϕ ϕ

µ β β

α

Ω

Ω

Ω Ω

+ + −

= + + ∇ − ∇ − −

∇ ∆ − ∇ ∆ + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

      (42) 

对(42)式在 [ ]0,T 上关于 s 积分，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2 2
1 1 2 20

1 2 1 20 0

d d d
2 2 2

+ d d d

d d d d d d .

T T T

s

w w

T T
ts

T T T T
t ts

TTE T E s s w s s w T w s s

u t u t u t u t w t x t s

h t h t w t x t s g u t g u t w t x t s

µ β β

α
Ω

Ω Ω

≤ + + ∇ − ∇

∇ ∆ − ∇ ∆

+ − − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

     (43) 

进一步，取 0s = ，则由(42)式可知 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2

2 2 2
1 2

2 2
1 1 2 2 1 20

0

0

0

d d

0 0 0 d d
2 2 2

+ d d d d .

t t

T
t

T
w t

T T
t t

a x u t u t w t x t

E w w T w g u t g u t w t x t

u t u t u t u t w t x t h t h t w t x t

ϕ ϕ

µ β β

α

Ω

Ω

Ω Ω

−

= + + ∇ − ∇ − −

∇ ∆ − ∇ ∆ + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

      (44) 

进而结合(4)和引理 1 可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2

0
0 0 0 0

1 2 1 20
0 0

2 2
1

0

1 2 20
0

d meas + 0 0 0
2 2 2

d d d d

+ d d .

T
t w

T T
t t

T
t

C C C Cw t t T E w w T w

C Cg u t g u t w t x t h t h t w t x t

C u t u t u t u t w t x t

δ δ δ δ

δ δ

δ

µ β βδ
α α α α

α α
α
α

Ω Ω

Ω

≤ Ω + + ∇ − ∇

− − + −

∇ ∆ − ∇ ∆

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

      (45) 

下面估计 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0 1 2 d d

t t

T
a x u t u t w t x tϕ ϕ

Ω
−∫ ∫ 。 

先用方程(1)与 ( )
ti

u t 在空间 H 中作内积，然后结合一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集存在性的证明过程，

https://doi.org/10.12677/pm.2021.117152


张娟娟，徐玲 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.117152 1357 理论数学 
 

可知 

( ) ( )( ) ( ) ,0
d d

t t

T
i i Ta x u u xt t Ct ρϕ

Ω
≤∫ ∫ ,                         (46) 

其中 ,TCρ 是一个与空间 0E 中一致(关于σ ∈∑ )有界吸收集 0B 的大小和T 有关的常数。 
类似于(26)的估计方法，运用 Hölder 不等式，结合(5)、(25)和(46)可得，当 1,2i = 时有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1 1
,0 0 0

d d 2 d d d d
t

T T Tq q
i Ta x u w t x t CC a x w t x t C a x w t x tt ρϕ

+ +

Ω Ω Ω
+≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .   (47) 

联立(41)、(45)、(47)、(43)，可以推出 

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
0 0 0 0 1 2

1 , , , ; ,T
w T

CE T u v u v
T T

φ σ σ≤ +                        (48) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0

2

0

meas 0 0
2 2

1 10 d 0 0 d ,
2 2 2

T w

t t

C C CC T E w T w

C w w T w T x w w x

δ δ δ

δ

β βδ
α α α

µ
α Ω Ω

= Ω + + ∇ − ∇

+ − +∫ ∫
              (49) 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
0

1 1 2 2
0 0 0 0 1 2

1
1 21

, 0 0

1 2 1 20 0

1 2 1 20
0 0

, , , ; ,

d d d d
2

1 d d d d d
2

d d d d

T

T Tq q
T

T T T
t

T T
t t

s

u v u v

TCC a x w t x t C a x w t x t w T

h t h t w t x t g u t g u t w t x t s

C Ch t h t w t x t g u t g u t w t x t

ρ

δ δ

φ σ σ

β

α α

+ +

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

= + ∇

+ − − −

+ − −

+

−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 1 20 0

2 2
1 1 2 20

2 2
1 1 2 20

2 2
1 1 2 20

0

1d d d d d
2

d d d

d d
2

d d .

T T T
ts

T T
ts

T

T
t

h t h t w t x t s g u t g u t w t x t

u t u t u t u t w t x t s

u t u t u t u t w t x t

C u t u t u t u t w t x tδ

α

α

α
α

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

+ − − −

+ ∇ ∆ − ∇ ∆

+ ∇ ∆ − ∇ ∆

+ ∇ ∆ − ∇ ∆

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

            (50) 

4.2. 渐近紧性 

定理 3 假设(W1)~(W4)成立，若 ( )( ) ( )( )2 1,
0

2; ;
4

r r
b

nh L L W L r
n

∞  ∈ Ω ∩ Ω > + 
� � ，且∑是由(17)所定义

的，则问题(1)~(3)对应的过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 在空间 0E 中是一致(关于σ ∈∑ )渐近紧的。 

证明 因为过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 有一致有界吸收集，所以对任意固定的 0ε > ，取

( )( ) 1
2measδ ε

−
≤ Ω ，取T 足够大，使得 1

TT C ε− ≤ 。因此，根据定理 A，下面只需证明对于每一个固定的

T ，函数 ( ) ( )0, ; , contr ,T Bφ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ ∑ 。 
根据定理 2 的证明过程可以推断出，对于每一个固定的T ， 

( ) 0 0[0, ]
,0

t T
U t B Eσσ∈∑ ∈∪ ∪ 在 中是有界的                         (51) 

并且界依赖于T 。 
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设 ( ),
tn nu u 是对应于时间符号 nσ ∈∑且依赖于初值 ( )0 0 0,n nu v B∈ 的解， 1,2,n = �依据(51)，假设 

[ ]( )20, ; *n L Tu V u∞在空间 中弱 收敛于 ,                         (52) 

[ ]( )0, ; *
tn tL T Hu u∞在空间 中弱 收敛于 ,                         (53) 

[ ]( )2 0, ;n L T Hu u在空间 中收敛于 ,                           (54) 

[ ]( )1 10, ;q q
n L T Lu u+ +在空间 中收敛于 ,                          (55) 

( ) ( )1n T Tu V u在空间 中强收敛于 ,                           (56) 

其中有紧嵌入 1
2H V ； 2 1qH L + ，

4
4

nq
n
+

<
−

。 

下面计算(50)中每一项。首先，由命题 2 和(55)可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

lim lim , , d d 0
T

n m n m n mh x t h x t u t u t x t→∞ →∞ Ω
− − =∫ ∫ ,                (57) 

且根据命题 3 有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0
lim lim , , d d 0

t t

T
n m n m n mh x t h x t u t u t x t→∞ →∞ Ω

− − =∫ ∫ ,               (58) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0
lim lim , , d d d 0

t t

T T
n m n m n ms

h x t h x t u t u t x t s→∞ →∞ Ω
− − =∫ ∫ ∫ .             (59) 

其次，结合(4)，(52)和(55)，有 

( ) ( ) 2
lim lim 0n m n mu T u T→∞ →∞ ∇ −∇ = ,                        (60) 

( ) ( ) ( )
0

lim lim d d 0
T

n m n ma x u t u t x t→∞ →∞ Ω
− =∫ ∫ ,                     (61) 

( ) ( ) ( )( )
1

11

0
lim lim d d 0

qT q
n m n ma x u t u t x t

++

→∞ →∞ Ω
− =∫ ∫ .                  (62) 

因为 ( ){ }
1

,
tn n n

u u
∞

=
在空间 ( )00, ;C T E 中是有界的，且有紧嵌入 ( )2H C Ω ，根据 Arzela 定理，{ } 1n n

u ∞

=
在空

间 ( )( )0, ;C T C Ω 中是紧的；另一方面， { } 1n n
u ∞

=
在空间 ( )20, ;L T V∞ 中弱*收敛于 u ，因此 { } 1n n

u ∞

=
在空间

( )( )0, ;C T C Ω 中强收敛，于是有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
, (0, ; ( ))0

d d .
T

n n m m n m R T n m C T C
u t u t u t u t u t u t x t C u t u t

ΩΩ
∇ ∆ − ∇ ∆ − ≤ −∫ ∫    (63) 

由上式可知 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2

0
lim lim d d 0.

T
n m n n m m n mu t u t u t u t u t u t x t→∞ →∞ Ω

∇ ∆ − ∇ ∆ − =∫ ∫       (64) 

最后，由于解的光滑性，则有 

( ) ( ) ( ) ( )2 41 dd .
4 dtu t u t u t x u t

tΩ
∇ ∆ = − ∇∫                         (65) 

根据上式，可以计算出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2

0

2 2

0 0

4 4 4 4

d d

d d d d

1 0 0 .
4

t t

t t

T
n n m m n m

T T
n n m m m n

n n m m

u t u t u t u t u t u t x t

u t u t u t x t u t u t u t x t

u u T u u T

Ω

Ω Ω

∇ ∆ − ∇ ∆ −

= − ∇ ∆ − ∇ ∆

+ ∇ − ∇ + ∇ − ∇

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫             (66) 
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结合(52)~(53)及(56)，先让m →∞，再让 n →∞，可以推出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0

4 4 2

0

lim lim d d

1 0 2 d d 0.
2

t t

T
n m n n m m n m

T
t

u t u t u t u t u t u t x t

u u T u t u t u t x t

→∞ →∞ Ω

Ω

∇ ∆ − ∇ ∆ −

= ∇ − ∇ − ∇ ∆ =

∫ ∫

∫ ∫
        (67) 

类似地，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

4 4 4 4

d d

d d d d

1 .
4

t t

t t

T
n n m m n m

T T
n n m m m n

n n m m

s

s s

u t u t u t u t u t u t x t

u t u t u t x t u t u t u t x t

u s u T u s u T

Ω

Ω Ω

∇ ∆ − ∇ ∆ −

= − ∇ ∆ − ∇ ∆

+ ∇ − ∇ + ∇ − ∇

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫            (68) 

同时，对于每个固定的T ， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
d d

t ts

T
n n m m n mu t u t u t u t u t u t x t

Ω
∇ ∆ − ∇ ∆ −∫ ∫ 是有界的，于是

结合 Lebesgue 控制收敛定理，可以计算出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
2 2

0

2 2

0

0

lim lim d d d

lim lim d d d

0d 0.

t t

t t

T T
n m n n m m n ms

T T
n m n n m m n ms

T

u t u t u t u t u t u t x t s

u t u t u t u t u t u t x t s

s

→∞ →∞ Ω

→∞ →∞ Ω

∇ ∆ − ∇ ∆ −

= ∇ ∆ − ∇ ∆ −

= =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

    (69) 

由(54)可知 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
0

lim lim d d 0.
T

n m n m n mg u t g u t u t u t x t→∞ →∞ Ω
− − =∫ ∫               (70) 

结合文献[12]中的引理 4.4，类似地，可以推出 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )0
lim lim d d 0,

t t

T
n m n m n mg u t g u t u t u t x t→∞ →∞ Ω

− − =∫ ∫               (71) 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )0
lim lim d d d 0.

t t

T T
n m n m n ms

g u t g u t u t u t x t s→∞ →∞ Ω
− − =∫ ∫ ∫             (72) 

因此，结合(57)~(72)，有 ( ) ( )0, ; , contr ,T Bφ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ ∑ 。 

4.3. 一致(关于σ ∈∑ )吸引子的存在性 

由定理 2 和定理 3 可以得到一致(关于σ ∈∑ )吸引子的存在性，结果如下 

定理 4 假设(W1)~(W4)成立，若 ( )( ) ( )( )2 1,
0

2; ;
4

r r
b

nh L L W L r
n

∞  ∈ Ω ∩ Ω > + 
� � ，且∑是由(17)所定义

的，则问题(1)~(3)对应的过程族 ( ){ }( ), , ,U t tσ τ τ τ σ≥ ∈ ∈∑� 在空间 0E 中有紧的一致(关于σ ∈∑ )吸引子。 
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