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摘  要 

本文主要研究一类新的二重积分不等式并用于时滞系统的稳定性分析。首先，通过引入零等式得到新的

二重积分不等式。然后，利用增广向量构造李雅普诺夫泛函(LKF)，再通过不等式对泛函导数中的积分

项进行处理，得到保守性更低的稳定性条件。接着用更加宽松的二次函数负决定引理得到新的稳定条件。

最后，通过一个数值例子验证所得结果的有效性和优越性。 
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Abstract 
This article is concerned with a novel double integral inequalities applied to time-delay systems. 
Firstly, two zero-value equations have been introduced to estimate the upper bound of double 
integral inequality. Secondly, augmented vectors are used to construct Lyapunov function, and the 
inequality is utilized to estimate the derivative of functional, and then relax quadratic function 
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negative-determination lemma is used to obtain stability criterion. Finally, examples are given to 
show the effectiveness of the obtained result. 
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1. 引言 

时滞是现实世界中不可避免的一种自然现象。我们在很多领域都会遇到时滞，例如信号处理，模式

识别，组合优化等等[1] [2] [3]。很多相关研究表明时滞会导致不良的动态行为，这些行为会使得系统的

性能下降甚至不稳定[4]，因此研究时滞系统的稳定性是非常有意义的。 
到目前为止，研究具有低保守性稳定性标准的时滞系统依旧是个热门话题。学者们针对时滞系统的

稳定性研究主要采用李雅普诺夫函数方法。通过利用李雅普诺夫稳定性理论[5]，构造恰当的 LKF 以及尽

可能紧密地估计泛函的导数来得到低保守性的稳定性标准。对于构造 LKF 方法，目前比较常见的是构造

带有增广的 LKF [6]，以及利用时滞分割方法构造泛函[7]和构造带有多重积分项的泛函[8]。对于估计泛

函的导数，主要是估计求导后产生的积分项，力求获得求导后更严格的下界。为了处理这些积分，学者

们研究了许多估计技术，例如 Jensen 不等式[9]，基于 Wirtinger 的积分不等式[10]，基于自由矩阵的积分

不等式[11]，改进的自由矩阵积分不等式[12]以及互凸不等式[13]等等。虽然这些不等式有效地降低系统

的保守性，但是还有改进的空间，文献[14]中通过引入增广的 LKF 并应用于 wirtinger 不等式中，得到了

保守性较低的时滞相关稳定性标准，文献[15]利用零等式改进具有增广的一重积分不等式，与直接使用

Jensen 不等式放缩相比，运用零等式可以巧妙加入自由矩阵，从而提供更大的自由度进而得到更紧的时

滞上界。然而，在目前的工作中利用零等式构造具有增广的二重积分不等式，目前尚未被考虑。事实上，

高阶积分项对降低时滞系统的保守性扮演着十分重要的作用，例如构造带有三重积分的 LKF，在对这个

泛函求导后会产生二重积分项，估计这个二重积分项会将一重积分状态信息以及系统的状态信息引入并

使它们与二重积分状态信息相互交叉，因此建立一个新的带有自由矩阵的具有增广的二重积分不等式对

降低时滞系统的保守性具有深远的意义。此外，值得一提的是在增广向量中引入 s 相关项能有效克服系

统的保守性，因为它将一重积分放入增广向量中并把这个增广向量放入带有一重积分的 LKF 中，在对这

个泛函求导后能够获得更多状态信息。因此，本文拟通过新的积分不等式处理技巧结合更符合系统的 LKF，
获得保守性更低的稳定性条件。 

为了简化表述，我们有必要做如下的符号说明： nR 表示 n 维欧式空间； n mR × 代表 n m× 的矩阵值；

{ } Tsym X X X= + ； { }diag  表示对角矩阵； { }col  表示列向量； TX 和 1X − 分别矩阵的转置和逆矩阵；

*表示矩阵的对称项。 

2 预备知识 

2.1. 系统描述 

考虑一般的带有时变时滞的线性系统 
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]

,

, ,0

x t Ax t Bx t h t

x t t t hϕ

 = + −


= ∈ −



                               (1) 

其中 ( ) nx t R∈ 是系统的状态向量； n nA R ×∈ 和 n nB R ×∈ 是已知的实数矩阵；初始条件 ( )tϕ 是连续的

微分函数，h 和 u 是已知的常数，且满足如下条件： 

( )0 h t h< < ， ( )h t u< .                                  (2) 

2.2. 引理 

在分析系统(1)的时滞依赖稳定性判据之前，本节首先引入如下一些重要的引理： 
引理 1 [16] 给定一个二次函数 ( ) 2

2 1 0f y a y a y a= + + ，当 [ ]0,1β ∈ 时，如果有 

( ) ( )1 0 1,2iT f h i= < = ， ( )2 2
2 12 2 1 0T h a f hβ= − + < ， ( ) ( )2 2

3 12 2 21 0T h a f hβ= − − + < ，      (3) 

那么 ( ) ( )1 20f y h y h< ≤ ≤ 成立，其中 12 2 1h h h= − 。 
引理 2 [12] ( )w t 是一个可微函数： [ ], na b R→ ，若存在对称正定矩阵 n nH R ×∈ ，对于任意矩阵 L，

M，则下列的不等式成立： 

( ) ( ) { } ( )
1 T 1 T

T T T T
0 1 0 2 0 0

3d sym
3

b

a

LH L MH Mw s Hw s s L M b aσ σ σ σ σ σ
− − +

≥ − + − −  
 

∫         (4) 

其中
( )

( ) ( )
1

d
b

a
x s s

x b x a
σ

 
 =
 − 

∫ ，
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2d d d

2 d

b b b

a a s

b

a

x s s x u u s
b a

x b x a x s s
b a

σ

 − + −=  
 + − − 

∫ ∫ ∫

∫
， 0σ 是任意向量。 

引理 3 [9] 若对称正定矩阵 0R > ， ( )x t 是一个可微函数： [ ], na b R→ ，则下列不等式成立 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )T
T T

1 1
1 3d d d

b b b

a a a
x s x s s x s s R x s s R

b a b a
Ω ≥ + Ω Ω

− −∫ ∫ ∫ ， 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )T
T

2

2d d d d d d
b b b b b b

a a a
x s Rx s s x s s R x s s

b aβ β β
β β β≥

−
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

其中 ( ) ( )1
2d d d

b b b

a a
x s s x s s

b a β
βΩ = −

−∫ ∫ ∫ 。 

引理 4 若正定对称矩阵 ( )1,3n n
iY R i×∈ = ， ( )1, 2n n

iX R i×∈ = ，任意矩阵 2
n nY R ×∈ ， ( )x t 是一个可微

函数： [ ], na b R→ ，满足： 

1 2
0

3

0
*
Y Y

Y
 

Ω = ≥ 
 

， 1 2 1
1

3

0
*
Y Y X

Y
+ 

Ω = ≥ 
 

， 1 2 2
2

3

0
*
Y Y X

Y
+ 

Ω = ≥ 
 

， 

那么，对任意向量 [ ],c a b∈ ，下面的不等式成立 

( ) ( )T T
0 d d

b b

a
W s W s s

θ
θ ξ ξ− Ω ≤ Ω∫ ∫                              (5) 

其中 

( ) ( ) ( ){ }col ,W s x s x s=  ， ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2col , , , , , ,x b x c x a w w v vξ = ， ( )1
1 d

b

c
w x s s

b c
=

− ∫ ， 

( )2
1 d

c

a
w x s s

c a
=

− ∫ ，
( )

( )1 2

1 d d
b b

c
v x s s

b c θ
θ=

−
∫ ∫ ，

( )
( )2 2

1 d d
c c

a
v x s s

c a θ
θ=

−
∫ ∫ ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ){ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
( ) ( )

T T T T T
2 2 2 1 1 1 4 1 4 5 2 5 4 1 4

2 T 2T T T
6 1 6 6 1 1 1 4 1 4 3 1 4 7 1 7

TT T
7 2 2 2 5 2 5 3 2 5 4 2 1 2

T
1 2 3 1 2

sym 2

2

,

c a e X e b c e X e b c e X e c a e X e c a b a e Y e

b c e Y e b a e Y X e e e e Y e e c a e Y e

c a e Y X e e e e Y e e c a e Y e e

c a e e Y e e
b a

Ω = − + − − − − − − − −

− − + − + − + − − + −

+ − + − + − − + − −

−
− − −

−

 

( ) ( ) ( ), 1 , 70 0 1,2, ,7i nn i n n i ne I i− −
 = =   。 

证明：对于对称半正定矩阵 ( )1,2n n
iX R i×∈ = ，有下面的零等式成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
1 1 10 2 d d ( ) d

b b b

c c
x s X x s s b c x b X x b x s X x s s

θ
θ= − + − −∫ ∫ ∫ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
2 2 20 2 d d d

c c c

a a
x s X x s s c a x c X x c x s X x s s

θ
θ= − + − −∫ ∫ ∫ 。 

将上面两个零等式加入 ( ) ( )T
0 d d

b b

a
W s W s s

θ
θ− Ω∫ ∫ 。 

可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T T
0 1 1 1

T T T
2 2 2

d d 2 d d d

2 d d d

b b b b b

a c c
c c c

a a

W s W s s x s X x s s b c x b X x b x s X x s s

x s X x s s c a x c X x c x s X x s s

θ θ

θ

θ θ

θ

Φ = − Ω − + − −

− + − −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫





 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
0 0 0d d d d d d

b b c b b b

a a c
W s W s s W s W s s W s W s s

θ θ θ
θ θ θ− Ω = − Ω − Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cT T T
0 0 0d d d d d d

c b c c b

a a a c
W s W s s W s W s s W s W s s

θ θ
θ θ θ− Ω = − Ω − Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
0 0 0d d d d d d

b b b c b b

c c c c
W s W s s W s W s s W s W s s

θ θ
θ θ θ− Ω = − Ω − Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

合并同类项后可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T
1 2 0

T T T T
1 2 1 2

d d d d d

d d .

b b c c b

c a c
b c

c a

W s W s s W s W s s c a W s W s s

x s X x s s x s X x s s b c x b X x b c a x c X x c

θ θ
θ θΦ = − Ω − Ω − − Ω

− − + − + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

利用 Jensen 不等式可得 

( ) ( ) ( )T T
1 1 1 1d

b

c
x s X x s s b c w X w− ≤ − −∫  

( ) ( ) ( )T T
2 2 2 2d

c

a
x s X x s s c a w X w− ≤ − −∫  

由引理 3，可以得到 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

T
1 2 11 1T

1
31 1

d d 2
*

b b

c

Y Y Xb c v b c v
W s W s s

Yx b w x b wθ
θ

+ −   −  
− Ω ≤ −     − −    
∫ ∫  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

T
1 2 22 2T

2
32 2

d d 2
*

c c

a

Y Y Xc a v c a v
W s W s s

Yx c w x c wθ
θ

+ −   −  
− Ω ≤ −     − −    
∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

T
1 21 1T

0
3

T
1 21 1 1 1

31 1

1d
*

2 23
*2 2

b

c

Y Yb c w b c w
c a W s W s s c a

Yx b x c x b x cb c

Y Yb c w v b c w v
Yw x b x c w x b x cb c

  −   −  − − Ω ≤ − −      − −−     
 − −   − −   +     − − − −−     

∫
 

整理可得 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

T T
1 2 1 1 2 21 1 2 2

3 31 1 2 2

T
1 21 1

3

T
1 21 1

31

2 2
* *

1
*

23
*2

Y Y X Y Y Xb c v b c v c a v c a v
Y Yx b w x b w x c w x c w

Y Yb c w b c w
c a

Yx b x c x b x cb c

Y Yb c w v
Yw x b x cb c

+ + −   −   −   −    
Φ ≤ − −          − − − −          

  −   −  − −      − −−     

 − − 
+  − −−  

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

T T T T
1 2 1 1 1 2 2 2

2
2

.

b c w v
w x b x c

b c x b X x b c a x c X x c b c w X w c a w X w

 − −   
   − −   

+ − + − − − − −

 

同时加上和减去 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T
3 2 3 23 2 2x c x a Y x c x a w x c x a Y w x c x a− − + − − − − ，运用互凸组

合可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

T2 T T
1 1 1 1 1 2 1 1 3 1

T2 T T
2 1 2 2 2 2 2 2 3 2

TT T
1 1 1 1 2 3

T T
1 1 1 1 1 1 1 2 1

1

2 4 2

2 4 2

2

3 2 2 6 2 2

3
2

b c v Y v b c v Y X x b w x b w Y x b w

c a v Y v c a v Y X x c w x c w Y x c w

c ac a b c w Y w c a w Y x b x c x b x c Y x b x c
b a

c a b c w v Y w v c a w v Y w x b x c

c a
w

b c

Φ ≤ − − − − + − − − −

− − − − + − − − −

−
− − − − − − − − −

−

− − − − − − − − − −

−
−

−
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T
3 1 1

T T T
2 1 1 1 2 2 2

2x b x c Y w x b x c b c x b X x b

c a x c X x c b c w X w c a w X w

− − − − + −

+ − − − − −

 

因此，结论成立，证毕。 
目前已有的文献中，处理带增广的二重积分不等式都是直接用 Jenson 不等式处理，带有很强的保守

性。在本篇文章中，结合前人研究以及所学知识，通过引入两个零等式来估计积分的上限，引入自由矩

阵让这个积分拥有更多的自由度。 
为了便于后面的研究，需要对带有分母的积分项进行处理，因此在这个不等式中，引入

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T
3 2 3 23 2 2x c x a Y x c x a w x c x a Y w x c x a− − + − − − − 让 它 与 后 面 这 一 项 组 合 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T
3 1 3 1

1 3 2 2c a x b x c Y x b x c w x b x c Y w x b x c
b a b c

 − − − − + − − − − 
− − 

，然后巧妙地  

运用互凸组合进行化简和放缩。通过这一系列的处理后，我们可以得到一个拥有多个松弛矩阵和大量状

态向量交叉信息的具有增广的二重积分不等式。利用这个不等式对二重积分进行放缩，在降低保守性具

有非常良好的效果。 

3. 理论结果及证明 

在这个部分当中，基于上面提到的二重积分不等式引理，我们通过恰当地构造李雅普诺夫泛函得到
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关于系统(1)的新的稳定标准。 
为了简化向量和矩阵表示给出以下术语： 

( ) ( ) ( ){ }1 col , d
t

t h
t x t x s sξ

−
= ∫ ， ( ) ( ) ( ){ }2 col ,t x t x tξ =  ， ( ) ( ) ( ){ }3 col , d

t

s
t x s x u uξ = ∫ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }4 1 1 1col , 2 , 6 12t x t x t h t x t x t h t w x t x t h t w vξ = − − + − − − − + − ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }5 2 2 2col , 2 , 6 12t x t h t x t h x t h t x t h w x t h t x t h w vξ = − − − − + − − − − − + − ， 

( ) ( )( )1
1 d

t

t h t
r x s s

h t −
= ∫ ，

( ) ( )( )
2

1 d
t h t

t h
r x s s

t h t
−

−
=

− ∫ ， 

( )
( )( )1 2

1 d d
t t

t h t
t x s s

h t θ
θ

−
= ∫ ∫ ，

( )( )
( )( )( )

2 2

1 d d
t h t t h t

t h
t x s s

t h t θ
θ

− −

−
=

−
∫ ∫  

定理 1 对于给定的实数 h 和 u，若存在对称正定矩阵 2 2n nU R ×∈ ， ( )2 2 1, 2,3, 4n n
iQ R i×∈ = ， n nR R ×∈ ，

2 2n nP R ×∈ ， ( )1,2,3n n
iZ R i×∈ = ， 1 2 2 2

3*
n nZ Z

Z R
Z

× 
= ∈ 
 

， ( )1,2n n
iM R i×∈ = ，任意矩阵 3 3n nS R ×∈ ，

( )9 2 1, 2n n
iL R i×∈ = ， ( )9 2 3, 4n n

jM R j×∈ = ，使得下列线性矩阵不等式成立： 

1 0
R S
S R
 

Γ = > 
 

                                    (5) 

( )1 2
2

3

0 1,2
*

iZ Z M
i

Z
+ 

Γ = > = 
 

                             (6) 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 3 2 4

T

3

* 0 0 0
1* * 0 00 03

* * * 0
1* * * *
3

h t h t L h t M h h t L h h t M

P

Ph t

P

P

δ δ⊥ ⊥

 Ξ − −
 

− 
 
 −Γ = = < 
 − 
 

−  

     (7) 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 3 2 4

T

4

* 0 0 0
1* * 0 0 03

* * * 0
1* * * *
3

h t h t L h t M h h t L h h t M

P

Ph t h

P

P

δ δ⊥ ⊥

 Ξ − −
 

− 
 
 −Γ = = < 
 − 
 

−  

     (8) 

( ) ( )( )T 2 2
5 2 2 3 0h Jδ β δ⊥ ⊥Γ = − + Γ <                             (9) 

( ) ( )( )( )T 2 2
6 2 2 41 0h Jδ β δ⊥ ⊥Γ = − − + Γ <                         (10) 

则时变时滞系统(1)是渐近稳定的，其中 
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( )( )
6

1
n

n
h t

=

Ξ = Π∑ ， ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1 2 1 2col , , , , , , , ,t x t x t h t x t h w w v v x t h t x t hξ = − − − −  ， 

{ }diag ,3 ,5R R R R= ， ( ) ( ) ( ), 1 , 90 0 1,2, ,9i nn i n n i ne I i− −
 = =   ， 0 1 2f Ae Be= + ， { }4 2 8col ,G e e= ， 

( ) ( )( ){ }1 1 4 5col ,G e h t e h h t e= + − ， { }2 0 1 3col ,G f e e= − ， { }3 1 0col ,G e f= ， { }19 0 4col ,G e e= ， 

{ }5 3 9col ,G e e= ， { }6 1 0col ,G e e= ， ( ){ }2
7 2 4col ,G e h t e= ， ( ) ( )( ){ }8 3 4 5col ,G e h t e h h t e= + − ， 

{ }9 0 1col ,G e e= ， ( ) ( ){ }10 4 6col ,G h t e h t e= ， ( )( ) ( )( ){ }18 5 7 2 3 5col 2 , 2G h h t e h h t e e e e= − − + − + − ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }22
11 4 5 6 7 4col ,G h t e h h t e h t e h h t e h t h h t e= + − + − + − ， { }20 0 4 5col ,G e e e= − ， 

{ }12 1 2 1 2 4 1 2 4 6col , 2 , 6 12G e e e e e e e e e= − + − − + − ， ( )( ){ }17 5 2 3col ,G h h t e e e= − − ， 0 90n ne ×= ， 

{ }13 2 3 2 3 5 2 3 5 7col , 2 , 6 12G e e e e e e e e e= − + − − + − ， ( ) ( ){ }16 4 6 1 2 4col 2 , 2G h t e h t e e e e= − + + − ， 

{ }14 1 2 3 4 5 6 7 8 9col , , , , , , , ,G e e e e e e e e e= ， ( ){ }15 4 1 2col ,G h t e e e= − ， { }21 0 6 7 4col ,G e e e e= + − ， 

{ }1 1 2sym G UGΠ = ， ( )T T T T
2 3 1 3 4 1 4 3 2 3 5 2 51G Q G u G Q G G Q G G Q GΠ = − − + − ，

2
T

6 3 3 12
h G ZGΠ = + ϒ ， 

( ) { }T T T T T T
3 6 3 6 7 3 7 6 4 6 8 4 8 10 3 9 11 4 91 symG Q G u G Q G G Q G G Q G G Q G G Q GΠ = − − + − + + ， 

T
12 122

4 0 0 1
13 13

G G
h f Rf

G G
   

Π = − Γ   
   

， { }T T T T T
5 3 3 0 1 1 0 3 2 0 2 3 0 4 4symhG PG L M L Mη η η η η η η ηΠ = + + + + ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ){ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

( ) ( ) ( )

T T T T T
1 2 2 2 1 1 1 4 1 4 5 2 5 4 1 4

22 TT T T
6 1 6 6 1 1 1 4 1 4 3 1 4 7 1 7

TT T
7 2 2 2 5 2 5 3 2 5 4 2 1 2

T
1 2 3 1 2

sym 2

2

,

h h t e M e h t e M e h t e M e h h t e M e h t h h t e Z e

h t e Z e h t e Z M e e e e Z e e h h t e Z e

h h t e Z M e e e e Z e e c a e Z e e

h h t
e e Z e e

h

ϒ = − + − − − − −

− + + − + − − + −

+ − + − + − − + − −

−
− − −

 

( ) ( )( )
1 1 1 1

T T1 1 3 3 2 2 4 4
2 14 14 14 14

3 3sym
3 3

L P L M P M L P L M P Mh t G G h h t G G
− − − −    + + ϒ = + −   

    
     (11) 

证明：构造如下李雅普诺夫泛函 

( )
6

1
d

d
V t V

=

= ∑  

( ) ( ) ( )T
1 1 1V t t U tξ ξ=  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )T T
2 2 1 2 2 2 2d d

t t

t h t t h
V t s Q s s s Q s sξ ξ ξ ξ

− −
= +∫ ∫  

( )( ) ( ) ( ) ( )T T
3 3 3 3 3 4 3, , d , , d

t t

t h t t h
V t s Q t s s t s Q t s sξ ξ ξ ξ

− −
= +∫ ∫ ， ( ) ( )4 d d

t t

t h
V h x s Rx s s

θ
θ

−
= ∫ ∫   ，  

( ) ( )T
5 2 2 d d

t t

t h
V s P s s

θ
ξ ξ θ

−
= ∫ ∫ ， ( ) ( )

2 1

T
6 2 2 1 2d d d

t t t

t h
V s Z s s

θ θ
ξ ξ θ θ

−
= ∫ ∫ ∫  

对 ( )V t 求导，可得 
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( ) ( ) ( )T T
1 1 22V t t G UG tξ ξ=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T
2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 21V t Q t u t h t Q t h t t Q t t h Q t hξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ≤ − − − − + − − −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )
( )

( )

( ) ( )

T T T T
3 3 3 3 3 3 3 3 4 3 3 4 3

3 4

, , 1 , , , , , ,

d d0 0
sym ,

d d d d

t t

t h t t h
t t t t

t h t s t h s

V t t Q t t u t t h t Q t t h t t t Q t t t t h Q t t h

x s s x s s
Q Q

x t x tx u u s x u u s

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− −

− −

≤ − − − − + − − −

    
       + +                 

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



 

( ) ( ) ( ) ( )2
4 d

t

t h
V h x t Rx t h x s Rx s s

−
= − ∫

    ， ( ) ( ) ( ) ( )T T
5 2 2 2 2 d

t

t h
V h t P t s P s sξ ξ ξ ξ

−
= − ∫   

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
T T

6 2 2 2 2 2d d
2

t t

t h

hV t Z t s Z s s
θ

ξ ξ ξ ξ θ
−

= − ∫ ∫  

运用 Jensen 不等式以及互凸组合对 ( )4V t 中的积分项进行放缩，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
4 4 5 5

T
4 4

1
5 5

d d d

.

t t t h t

t h t h t t h
h x s Rx s s h x s Rx s s h x s Rx s s

h ht R t t R t
h t h h t

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

−

− − −
− = − −

≤ − −
−

   
≤ − Γ   

   

∫ ∫ ∫     

 

为了考虑更多的积分信息，利用时滞分割方法将一重积分区间 [ ]0, h 划分成 ( )0, h t  和 ( ) ,h t h  两个

部分，并运用引理 2 中的自由矩阵不等式， ( )5V t 中的积分项进行放缩可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T T
2 2 2 2 2 2d d d

t t t h t

t h t h t t h
s P s s s P s s s P s sξ ξ ξ ξ ξ ξ

−

− − −
− = − −∫ ∫ ∫  

( ) ( )( ) { } ( )
1 1

T T T T 1 1 3 3
2 2 0 1 1 0 3 2 0 0

3
d sym

3
t

t h t

L P L M P M
s P s s L M h tξ ξ η η η η η η

− −

−

 +
− ≤ + +  

 
∫  

其中 

( )0 14G tη ξ= ，
( )

( ) ( )( )
1

1

h t r
x t x t h t

η
 

=  − −  
，

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
2

1

2
2

h t r h t t
x t x t h t r

η
− + 

=  + − −  
  

( )( )
( )( ) ( )

2
3

h h t r

x t h t x t h
η

 −
=  

− − −  
，

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

2 2
4

2

2

2

h h t r h h t t

x t h t x t h r
η

 − − + −
=  

− + − −  
 

运用引理 4 提出的新二重积分不等式，对 ( )6V t 中的积分放缩得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

T T
2 2 2 1d d

t t

t h
s Z s s s s

θ
ξ ξ θ ξ ξ

−
− ≤ ϒ∫ ∫  

取 ( )( ) ( )( ) 2h t h tΨ = Ξ + ϒ ，由于 ( )h t 在是二次的，因此可以改写成 ( )( ) ( ) ( )2
2 1 0h t J h t J h t JΨ = + + ，其中

0J ， 1J ， 2J 和都是常数矩阵，且 

( ) { }T T T T T T
2 4 1 4 19 3 19 20 3 20 6 1 6 7 1 7 21 3 91 symJ e Z e u G Q G G Q G e Z e e Z e e Q e= − − − − + +  

利用 Finsler’s 引理[17]，让 ( ) 0tδξ = ，如果(5)~(10)的条件满足，我们可以得到 ( ) ( )( )( )T
0h tδ δ⊥ ⊥Ψ <

成立，这就暗示 ( ) ( )( ) ( )T 0t h t tξ ξΨ < 成立。因此，如果(7)~(10)的条件满足，那么通过引理 1，可以得

到 ( )( ) 0h tΨ < 成立。从而定理 1 的结论成立，证毕。 
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需要说明的是， ( )3V t 是在增广向量中引入 S 相关的单重积分项 ( )dt

s
x u u∫ ，对 ( )3V t 求导后能产生二

重积分 ( )( )
d d

t t

t h t s
x u u s

−∫ ∫ 和 ( )d d
t t

t h s
x u u s

−∫ ∫ ，可以看到更多的时滞信息和相互交叉的状态向量，这些都可

以为降低保守性提供帮助。 

( )6V t 求导后产生的二重积分就是利用引理 4 的积分不等式进行放缩的，值得注意的是利用互凸组合

巧妙的化解分母为零的现象，并且可以看到利用新的积分不等式能产生更多的时滞信息和自由矩阵。 

4. 数值实例 

我们通过了下面的例子证明本文所提方法的有效性和优越性。 

0 1
1 2

A  
=  − − 

，
0 0
1 1

B  
=  − 

 

 
Table 1. Upper bound of the maximum allowable delay of h when u takes different values 
表 1. 当 u 取不同值时 h 最大允许的时滞上界 

u 0.1 0.2 0.5 

[10] 6.5906 3.6728 1.4118 

[14] 7.1250 4.4133 2.2430 

[11] 7.1480 4.4660 2.3521 

[12] 7.1672 4.5175 2.4158 

[7] 7.1905 4.5275 2.4473 

[15] 7.2611 4.6380 2.5898 

定理 1 ( )0.5β =  8.1018 5.4514 2.7180 

定理 1 ( )0.7β =  9.5063 6.1771 2.8181 

 

 
Figure 1. State response diagram 
图 1. 状态响应图 
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这个例子主要用来验证时滞系统的稳定性和计算最大允许时滞上界 h，通过图 1 我们可以看到，当

取 0.5β = ， 0.2u = 时，令 5.4514h = ，取 ( ) ( )10.9028sin 2h t t= ，我们可以清楚看到系统是渐近稳定的，

这证明我们所提方法的有效性。运用定理 1 通过表 1 中的数据对比可以的出我们所提方法的确具有优越

性，能有效降低时滞系统的保守性，且可以通过控制调节参数 β 找到最优解。当 0.7β = ， 0.2u = 时，

运用定理 1 可以得到最大允许时滞上界 h 的值是 6.1771，它比文献[7] [10] [11] [12] [14]以及[15]分别大

68.18%，39.96%，38.31%，36.73%，36.43%，33.18%，11.7%。 

5. 结语 

本文探讨了时滞系统的稳定性问题，首先通过两个零等式引入自由矩阵改进具有增广的二重积分不

等式，然后在充分考虑各个状态向量的基础上构造带有增广的李雅普诺夫泛函，并利用提出的二重积分

不等式以及广义的自由矩阵积分不等式处理泛函的导数。最后，通过一个数值例子来说明所得结论的有

效性和优越性。本文的方法还可以扩展到具有马尔科夫跳跃的时滞神经网络系统的稳定性以及控制问题

的研究中。 
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