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摘  要 

本文研究二维Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (Fisher-KPP)方程的显式差分格式，运用能量

分析法证明了在满足 2 1 4r h= ≤τ 时，差分格式的解是有界的，且在无穷范数意义下有 ( )2O h+τ 的收

敛阶。然后，通过发展一类Richardson外推法，在无穷范数意义下得到了收敛阶为 ( )2 4O h+τ 的外推解。

最后，数值结果验证了格式的有效性和理论结果的正确性。 
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Abstract 
In this paper, an explicit difference scheme is investigated for two-dimensional Fisher-KPP equation. 
Under the condition of 2 1 4r h= ≤τ , the boundedness of the solution of the difference scheme is 

proven using the energy analysis method. It is proved that it has a convergence order of ( )2O h+τ  
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in maximum norm. Then by developing a class of Richardson extrapolation method, the extrapola-
tion solution with convergence order of ( )2 4O h+τ  in maximum norm is obtained. Finally, numeri-
cal results confirm the efficiency of the schemes and the correctness of theoretical results. 
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1. 引言 

Fisher 方程是一类非线性反应扩散方程。在 1937 年由 R. A. Fisher [1]和 Kolmogorov 等人[2]提出，用

于描述雄性突变体在无限长的栖息地中的繁殖，因此也被称为 Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov 
(Fisher-KPP)方程。本文研究如下二维 Fisher-KPP 方程的初边值问题 

( ) ( )1 p
t xx yyu a u u bu u= + + − , ( ),x y ∈Ω , ( ]0,t T∈ ,                      (1) 

( ) ( )0, ,0 ,u x y u x y= , ( ),x y ∈Ω ,                               (2) 

( ) ( ), , , ,u x y t x y tϕ= , ( ),x y ∈Γ , ( ]0,t T∈ ,                          (3) 

其中 0a > ， 0b > ， p Z +∈ ， ( ) ( )0,1 0,1Ω = × ，Γ为Ω的边界，且当 ( ),x y ∈Γ时有 ( ) ( )0 , , ,0u x y x yϕ= 。 
许多学者已经对 Fisher 型方程进行了理论研究(见文献[3] [4] [5] [6]及其参考文献)。方程的数值求解

也引起了数学工作者的广泛关注。近年来，发展了许多数值方法用于求解 Fisher 型方程。例如，伪谱方

法[7]、Petrov-Galerkin 有限元方法[8]、指数 B 样条 Galerkin 方法[9]等等。有限差分法[10] [11] [12] [13]
是偏微分方程常用的，最受欢迎的数值解法之一。文献[14] [15] [16] [17]已经建立了相关的显式或隐式差

分格式，它们的精度为时间一阶或二阶，空间二阶。为提高计算效率，本文对二维 Fisher-KPP 方程建立

显式差分法及其 Richardson 外推算法，得到了收敛阶为 ( )2 4O hτ + 的数值解。 

2. 差分格式 

2.1. 预备知识 

首先对求解区域 [ ]0,TΩ× 进行网格剖分，取正整数 M 和 N，使得 1h M= ， T Nτ = 。这里 h，τ 分

别是空间网格步长和时间网格步长。令 ix ih= ， jy jh= ( )0 ,i j M≤ ≤ ， kt kτ= ( )0 k N≤ ≤ ， 

( ){ }, 0 ,h i jx y i j MΩ = ≤ ≤ ， { }0kt k NτΩ = ≤ ≤ ， ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0, , , 0 ,0 , , 0j M j j M i i M i Mγ = ≤ ≤ ≤ ≤∪ ，

记 h hτ τΩ = Ω ×Ω 。 

设{ }0 , ,0k
ijv i j M k N≤ ≤ ≤ ≤ 为 hτΩ 上的网格函数，定义差分算子如下： 

( )+11k k k
t ij ij ijv v vδ

τ
= − , ( )2 1 +1

2

1 2k k k k
t ij ij ij ijv v v vδ

τ
−= − + ,  

( )2
1, 1,2

1 2k k k k
x ij i j ij i jv v v v

h
δ − += − + , ( )2

, 1 , 12

1 2 .k k k k
y ij i j ij i jv v v v

h
δ − += − +  
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设 { }0 ,ijw w i j M= ≤ ≤ 为 hΩ 上的网格函数，引进如下范数：
0 ,
max iji j M

w w
∞ ≤ ≤
= 。 

引理 1 [18] 设{ }0kF k ≥ 为非负序列，且满足 ( )1 1k kF c F gτ τ+ ≤ + + ， 0,1,2,k = �，其中 c 和 g 为非

负常数，则有 0ek ck gF F
c

τ  ≤ + 
 

， 0,1,2,k = �。 

2.2. 差分格式解的收敛性及有界性 

定义 hτΩ 上的网格函数 ( ), ,k
ij i j kU u x y t= ， 0 ,i j M≤ ≤ ， 0 k N≤ ≤ 。设 ( ) ( ) [ ]( )4,4,2, , 0,u x y t C T∈ Ω× 。 

在结点 ( ), ,i j kx y t 处考虑微分方程(1)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1

2 2, , , , , , , , , , , 1 1, 0 1.
p

i j k i j k i j k i j k i j k
u u ux y t a x y t x y t bu x y t b u x y t i M k N
t x y

+ ∂ ∂ ∂  = + + − ≤ ≤ − ≤ ≤ −   ∂ ∂ ∂ 
 

 (4) 

分别用向前差商和二阶中心差商离散时间和空间导数，得到 

( ) ( ) 12 2 pk k k k k k
t ij x ij y ij ij ij ijU a U U bU b U Rδ δ δ

+
= + + − + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1.k N≤ ≤ −            (5) 

其中 

( ) ( ) ( )
2 2 4 2 4

2 4 4, , , , , ,
2 12 12

k k k k
ij i j ij ij j k i ij k

u ah u ah uR x y y t x t
t x y

τ ξ η ζ∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
,  

1
k

k ij kt tξ +< < , 1 1
k

i ij ix xη− +< < , 1 1
k

j ij jy yζ− +< < . 

由初边值条件(2)和(3)，有 

( )0
0 ,ij i jU u x y= , 0 ,i j M≤ ≤ ,                                (6) 

( ), ,k
ij i j kU x y tϕ= , ( ),i j γ∈ , 1 k N≤ ≤ .                             (7) 

此外，存在常数 1c ，使得 

( )2
1

k
ijR c hτ≤ + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1k N≤ ≤ − .                          (8) 

在(5)式中略去小量项 k
ijR ，并用数值解 k

iju 代替解析解 k
ijU ，得到如下显式差分格式： 

( ) ( ) 12 2 pk k k k k
t ij x ij y ij ij iju a u u bu b uδ δ δ

+
= + + − , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1k N≤ ≤ − ,                (9) 

( )0
0 ,ij i ju u x y= , 0 ,i j M≤ ≤ ,                               (10) 

( ), ,k
ij i j ku x y tϕ= , ( ),i j γ∈ , 1 .k N≤ ≤                             (11) 

2.3. 差分格式的收敛性分析 

定理 1 设 { }0 , ,0k
ijU i j M k N≤ ≤ ≤ ≤ 是方程(5)~(7)的解， { }0 , ,0k

iju i j M k N≤ ≤ ≤ ≤ 是差分格式

(9)~(11)的解。令 k k k
ij ij ije U u= − ，0 ,i j M≤ ≤ ，0 k N≤ ≤ 。记 ( )

0 , 1
0

max , ,
x y
t T

L u x y t
≤ ≤
≤ ≤

= 。则当网格比 2

1
4

ar
h
τ

= ≤ 且

满足 

22
L
c

τ ≤ , 
22

Lh
c

≤                                     (12) 
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时，有如下误差估计 

( )2
2

ke c hτ
∞
≤ + , 0 k N≤ ≤ ,                              (13) 

3
ku c

∞
≤                                          (14) 

成立。这里 ( ) }{ ( )
1 1

2 1
exp 1 2 1

1 2 1
p p

p p

cc L bT
L b

+

+
 = + −   + − 

， 3 2c L= 。 

证明 将(5)式~(7)式分别和(9)式~(11)式相减，得到误差方程 

( ) ( ) ( )1 12 2 p pk k k k k k k k
t ij x ij y ij ij ij ij ij ije a e e bU b U bu b u Rδ δ δ

+ +
= + + − − + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1k N≤ ≤ − ,    (15) 

0 0ije = , 0 ,i j M≤ ≤ ,                                   (16) 

0k
ije = , ( ),i j γ∈ , 0 k N≤ ≤ .                                 (17) 

由(16)式可知，当 0k = 时， 0 0e
∞
= 显然成立。 

由三角不等式可得 
0 0 0

32u U e L L c
∞ ∞ ∞
≤ + ≤ ≤ = .                               (18) 

因而(13)式和(14)式对 0k = 都成立。 

假设(13)式对 0 k l≤ ≤  ( 0 1l n≤ ≤ − )成立，即 

( )2
2

ke c hτ
∞
≤ + , 0 .k l≤ ≤  

由(12)式，有 ( )2
2 32k k ku U e L c h L cτ

∞ ∞ ∞
≤ + ≤ + + ≤ = 。 

下面证明当 1k l= + 时，(13)式和(14)式仍然是成立的。 
整理(15)式可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1, 1, , 1 , 1

1 1

1 4

.

k k k k k k k
ij i j i j i j i j ij ij

p p p pk k k k k k k k
ij ij ij ij ij ij ij ij

e r e e e e r e b e

b e U U u U u u R

τ

τ τ

+
− + − +

− −

= + + + + − +

 − + + + + +  
�

                 (19) 

由此可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) }{ ( )

11 1 2
1

1 2
1

1 2
1

2 2 2

2 1

1 1 2 1 .

p pk k k k p p

k k k p p

p p k

e e b e b e L L L L L L c h

e b e b e L c h

L b e c h

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ

−+ −

∞ ∞ ∞ ∞

+

∞ ∞ ∞

+

∞

 ≤ + + + + + + + + 
 ≤ + + − + + 

 ≤ + + − + + 

�

         (20) 

运用引理 1 可得 

( ) }{ ( )
( )

( ) }{ ( ) ( )

( )

2
11 1 0

1

1 21
1

2
2

exp 1 2 1
1 2 1

exp 1 2 1
1 2 1

.

k p p
p p

p p
p p

c h
e L bk e

L b

cL bT h
L b

c h

τ
τ

τ

τ

+ +

+∞ ∞

+

+

 +  ≤ + − +    + −   

 ≤ + − +   + − 

= +

                   (21) 

此外，由三角不等式可知 
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( )1 1 1 2
2 32k k ku U e L c h L cτ+ + +

∞ ∞ ∞
≤ + ≤ + + ≤ = .                         (22) 

故(13)式和(14)式对 1k l= + 时也成立。定理证毕。 

3. Richardson 外推算法 

记差分格式(9)~(11)的解为 ( ), ,k
iju h h τ ，令 ( ) ( )1 pf u bu u= − 。 

定理 2 设定解问题 

( ) ( ) ( ), ,t xx yyv a v v p x y t f u v′= + − + , ( ),x y ∈Ω , ( ]0,t T∈ ,                   (23) 

( ), ,0 0v x y = , ( ),x y ∈Ω ,                                  (24) 

( ), , 0v x y t = , ( ),x y ∈Γ , [ ]0,t T∈                                (25) 

和 

( ) ( ) ( ), ,t xx yyw a w w q x y t f u w′= + − + , ( ),x y ∈Ω , ( ]0,t T∈ ,                  (26) 

( ), ,0 0w x y = , ( ),x y ∈Ω ,                                 (27) 

( ), , 0w x y t = , ( ),x y ∈Γ , [ ]0,t T∈                               (28) 

存在光滑解，其中 

( ) ( )
2

2

1, , , ,
2

vp x y t x y t
t
∂

=
∂

, ( ) ( ) ( )
4 4

4 4, , , , , ,
12 12
a w a wq x y t x y t x y t

x y
∂ ∂

= − −
∂ ∂

, 

则有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 4, , , , , ,k
ij i j k i j k i j ku u x y t v x y t h w x y t O hτ τ= + + + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 1 .k N≤ ≤  

定义 Richardson 外推法的数值解为 

( )
( )

( ) ( )

2
2

,2 2 2

1, , , , , 1 , 1, 1 ,
1 1

, , , , , 1 ,

m k k
mi mj ijk

e ij

i j k

m h hu u h h i j M k N
m mm m mu

x y t i j k N

τ τ

ϕ γ

   − ≤ ≤ − ≤ ≤  − − = 
 ∈ ≤ ≤  

其中 2m ≥ 且 +m N∈ ，则当 2 1 4r hτ= ≤ 时，有 

( ) ( ) ( )2 4

0 ,
1

max , , k
i j k e iji j M

k N

u x y t u O hτ
≤ ≤
≤ ≤

− = +  

证明 由(5)式可知 

( ) ( ) ( )2 2 4, , , ,k
ij i j k i j kR p x y t q x y t h O hτ τ= + + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 1 1k N≤ ≤ − . 

于是误差方程(15)~(17)可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 4, , , , , 1 , 1, 0 1,k k k k k
t ij x ij x ij ij ij i j k i j ke a e e f U f u p x y t q x y t h O h i j M k Nδ δ δ τ τ= + + − + + + + ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

(29) 
0 0ije = , 0 ,i j M≤ ≤ ,                                   (30) 

0k
ije = , ( ),i j γ∈ , 0 k N≤ ≤                                  (31) 

记 ( ), ,k
ij i j kV v x y t= ， ( ), ,k

ij i j kW w x y t= ， 0 ,i j M≤ ≤ ， 0 k N≤ ≤ 。 
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应用与(5)式同样的方法离散(23)~(25)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,k k k k k
t ij x ij y ij i j k ij ijV a V V p x y t f u V O hδ δ δ τ′= + − + + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1k N≤ ≤ − ,       (32) 

0 0ijV = , 0 ,i j M≤ ≤ ,                                  (33) 

0k
ijV = , ( ),i j γ∈ , 1 1k N≤ ≤ − .                               (34) 

类似地，对(26)~(28)离散，可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,k k k k k
t ij x ij y ij i j k ij ijW a W W q x y t f u W O hδ δ δ τ′= + − + + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1k N≤ ≤ − ,     (35) 

0 0ijW = , 0 ,i j M≤ ≤ ,                                   (36) 

0k
ijW = , ( ),i j γ∈ , 1 1k N≤ ≤ − .                               (37) 

记 2k k k k
ij ij ij ijs e V h Wτ= + + ， 0 ,i j M≤ ≤ ， 0 k N≤ ≤ 。 

由 Taylor 展开式有 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 4k k k k k k k
ij ij ij ij ij ij ijf u V h W f u f u V h W O hτ τ τ′− − = − + + + .                    (38) 

将(32)式~(34)式和(35)式~(37)式分别同乘τ 和 2h ，并将所得结果和(29)式~(31)式相加，再运用(38)式
得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 4k k k k k k k
t ij x ij y ij ij ij ij ijs a s s f U f u V h W O hδ δ δ τ τ= + + − − − + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 0 1k N≤ ≤ − ,  

0 0ijs = , 0 ,i j M≤ ≤ ,  

0k
ijs = , ( ),i j γ∈ , 1 .k N≤ ≤  

当 1 4r ≤ 且τ 和 h 充分小时，运用与定理 1 相同的证明方法，可得 ( )2 4ks O hτ
∞
= + ，1 k N≤ ≤ ，即 

( ) ( ) ( )2 2 4, , , ,k k k
i j k ij ij iju x y t u h h V h W O hτ τ τ− + + = + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 1 .k N≤ ≤  

移项得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4, , , , , , , ,k
ij i j k i j k i j ku h h u x y t v x y t h w x y t O hτ τ τ= + + + + , 1 , 1i j M≤ ≤ − , 1 .k N≤ ≤       (39) 

同理有 

( ) ( ) ( )2
2 2 4

, 2 2 2, , , , , , , , , 1 , 1, 1 .m k
mi mj i j k i j k i j k

h h h hu u x y t v x y t w x y t O i j M k N
m m m mm m m

τ τ τ        = + + + + ≤ ≤ − ≤ ≤                 
 

(40) 

将(40)式和(39)式两边分别同乘
2

2 1
m

m −
和 2

1
1m −
，并将所得结果相减可得 

( ) ( ) ( )2
2

2 4
,2 2 2

1, , , , , ,
1 1

m k k
mi mj ij i j k

m h hu u h h u x y t O h
m mm m m

τ τ τ  − = + + − − 
，1 , 1i j M≤ ≤ − ，1 k N≤ ≤ 。定

理证毕。 

注 外推解收敛所需的网格比仍是
( )

2
2

2 1 4mr h
h m
τ τ= = ≤ ，即外推法无需对网格比增加更严格的条件。  

4. 数值实验 

算例 考虑如下经典二维 Fisher-KPP 方程的初边值问题 
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( )1t xx yyu u u u u= + + − , ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1x y ∈ × , ( ]0,1 .t∈  

初边值条件由其如下精确解确定： 

( )
2

5 3 3, , 1 exp .
6 6 6

u x y t t x y
−

  
= + − + +      

 

记 

( ) ( ) ( )
0 ,
1

, max , , , ,k
i j k iji j M

k N

E h u x y t u h hτ τ∞ ≤ ≤
≤ ≤

= − , ( ) ( ) ( ) ( )
0 ,
1

, max , , .k
i j k e iji j M

k N

RE h u x y t uτ
∞ ≤ ≤

≤ ≤

= −  

此时显式差分格式的数值解及 Richardson 外推解在无穷范数意义下的收敛阶分别定义为： 

( ) ( )( )2order1 log 2 ,4 ,E h E hτ τ∞ ∞= , ( ) ( ) ( ) ( )( )2order2 log 2 ,4 , .RE h RE hτ τ
∞ ∞

=  

表 1 的数值结果表明，当 2 4hτ = 时，显式差分格式(9)~(11)的解在无穷范数意义下具有 ( )2O h 的收

敛阶，这说明该格式在时间方向上是一阶收敛、空间方向上是二阶收敛，从而验证了定理 1 的正确性。 
表 2 的数值结果表明，当 2 4hτ = 时，Richardson 外推解在无穷范数意义下具有 ( )4O h 的收敛阶，这

也说明 Richardson 外推法在时间方向上是二阶收敛、空间方向上是四阶收敛。 
 
Table 1. Maximum error and convergence order for numerical solutions ku  
表 1. 数值解 ku 的最大误差及收敛阶( 2 4hτ = ) 

h ( ),E h τ∞  order1 CPU 

1/2 2.1101e−04 * 0.001378s 

1/4 5.6321e−05 1.9056 0.001461s 

1/8 1.4438e−05 1.9639 0.002593s 

1/16 3.6340e−06 1.9902 0.021669s 

1/32 9.1009e−07 1.9975 0.066269s 

1/64 2.2790e−07 1.9976 0.912329s 

 

Table 2. Maximum error and convergence order for numerical solutions ( )k
eu  

表 2. 数值解 ( )k
eu 的最大误差及收敛阶( 2 4hτ = , 2m = ) 

h ( ) ( ),RE h τ
∞

 order2 CPU 

1/2 1.2472e−05 * 0.000634s 

1/4 5.8465e−07 4.4150 0.002817s 

1/8 3.8934e−08 3.9085 0.025330s 

1/16 2.4753e−09 3.9756 0.333668s 

1/32 1.5596e−10 3.9883 5.435336s 
 

由此可见，Richardson外推法提高了原显式差分格式的收敛精度。最后对比两种求解方法可以看出，

Richardson 外推法不仅收敛精度更好，而且在达到相同误差时所用 CPU 更短。 

5. 结论 

本文对二维 Fisher-KPP 方程的初边值问题建立了一类显式差分格式。运用能量分析法证明了显式差

https://doi.org/10.12677/pm.2021.119183
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分格式解的收敛性和有界性。为提高计算效率，本文设计了一类 Richardson 外推方法，获得了收敛阶为

( )2 4O hτ + 的外推解。数值结果表明，Richardson 外推法的计算效率更好。 
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