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摘  要 

本文主要研究了一类常见摆方程的摄动问题。该摆方程不同于经典的摆方程。本文研究了此类方程带扰

动形式的可约化性。借助于KAM迭代法的思想，通过无穷次迭代，可以将方程约化为系数为常数的形式。 
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Abstract 
This paper focuses on perturbation problems for a class of common pendulum equations. The 
pendulum equations are different from classical pendulum equations. We study the reducibility of 
the perturbed form for such equations. With the thought of KAM iterative method, the equation 
can be reduced to a suitable form, and the coefficient will be reduced to constant by infinite itera-
tions.  
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1. 引言 

在生产生活中，有时需要用起重机吊起大铁球来拆除旧建筑物，可以用起重机的吊臂前后摇动铁球，

使铁球来回撞击建筑物，最后将建筑物拆除(如图 1)。在图 1 中我们通过建立直角坐标系来描述该球的运

动轨迹，用 ( )x t 表示 t 时刻 A 在 X 轴中的位置， ( )r t 表示 t 时刻索的长度，θ 表示 t 时刻索 AP 与 y 轴的

夹角。进行力的分解，得到相应的运动方程，详见文献[1]。 

2 sin cos 0.r g x
r r r

θ θ θ θ+ + − =
� ���� �                              (1) 

经典的受迫摆方程 

sin 0g
m l
µθ θ θ+ + =�� �                                 (2) 

其中 m > 0 表示摆的质量，l > 0 表示摆的长度， 0µ ≥ 为受迫系数，g 是重力常数。与经典的摆方程相比，

系统(1)中θ�的系数依赖于时间 t。本文将利用约化理论研究这种摆的摄动问题。 
 

 
Figure 1. Working diagram of pendulum in engineering 
图 1. 工程中的摆工作图 

 
在微分方程的研究中，若线性方程能变换成常系数的方程，则我们称这种变换为李雅普诺夫变换。

具体定义如下： 
定义 1.1 考虑方程 

( ) ( ) ( )x t A t x t=�                                      (3) 

( )A t 是实数域上的 n n× 矩阵。如果存在一个非奇异的 n n× 矩阵函数 ( )S t 满足下列条件： 
1) ( )S t 和 ( )S t� 在实数域 R 上连续； 
2) ( )S t 和 ( )S t� 在实数域 R 上有界，即存在数 M > 0，使得 
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( ) ( ), .S t M S t M≤ ≤�  

3) 通过变换 ( )x S t y= ，方程(3)可变成常系数方程 

.y Ry=�  

这时我们称方程(3)是可约化的， ( )S t 称为李雅普诺夫矩阵，变换 ( )x S t y= 称为李雅普诺夫变换。 
由弗洛凯(Floquet)定理可知，如果 ( )A t 是周期函数，那么(3)是可约化的。 
对于摄动问题，许多人近年来针对不同的系统做了大量的工作，详见文献[2]-[7]等。借助于 KAM 迭

代法的思想研究系统的约化问题是动力系统的一个重要的研究方向。在前人工作的基础之上，本文主要

研究上述摆方程的摄动问题。 

2. 摆方程摄动问题的可约化性 

首先，我们把方程(1)变成下面的形式： 

2 sin cos

h
r g xh h

r r r

θ

θ θ

 =



= − − +

�

� ���  

令 ( ),y hθ= ，则有 

( ) ( ), ,y f t y g t y= +�                                    (4) 

其中 

( ) ( )
0 1 0

, , .20 sin cos
f t g t yr g x

r r r
θ θ

   
   = =
   − − +
   

� ��  

当方程(1)是摄动系统时的可约化性问题，即 ( )2r S h t
r

ε− = +
�

，S 是常数。这时 

( ) ( ) ( )

( )

0 00 1
,

00

0
, .

sin cos

f t S H t
h ts

g t y g x
r r

ε ε

θ θ

  
= + = +   

   
 
 =
 − +
 

��

 

定理 2.1 我们考虑下面的参数系统 

( )( ) ( ), ,y S H t y g t yε= + +�                                (5) 

其中 0ε > ， ( )H t 是一有界函数。则存在一个变换 

( ): ,y P t z∗Φ =  

经过此变换，系统(5)变成 

( ), .z Sz g t z∗= +�                                     (6) 

证明：定理的证明过程将用到 KAM 迭代方法。 
1) 第一步 
给定变换 ( )( )1 1 1: y I P t yεΦ = + ，其中 ( )1P t 是下述方程的解 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 .P t SP t P t S H t= − +�                                (7) 

原系统经过变换后得 

( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1 1

,

,

y S H t y g t y

S H t I P t y g t I P t y

P t y I P t y

ε

ε ε ε

ε ε

= + +

= + + + +

= + +

�

� �

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
1 1 1 1 1 1 1 1,I P t y S SP t H t P t H t P t y g t I P t yε ε ε ε ε ε + = + + − + + + 

��  

故 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

1 2
1 1 1 1 1 1

1
1 1 1, .

y I P t S SP t H t P t H t P t y

I P t g t I P t y

ε ε ε ε ε

ε ε

−

−

 = + + + − + 

+ + +

��
 

根据(7)，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 12
1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1

,

, .

y S I P t H t P t y I P t g t I P t y

S H t y g t y

ε ε ε ε

ε

− − = + + + + +  
 = + + 

�
 

下面我们来求解(7) 

( )

( )

( )

111 112 111 112 111 112

121 122 121 122 121 122

121 122 111 112

121 122 121 122

121 122 111 112

121 1

0 00 1 0 1
00 0

0 00
00

p p p p p p
h tp p p p p ps s

p p p sp
h tsp sp p sp

p p p sp
sp h t p

         
= − +          
          

+     
= − +     +     

− −
=

−

� �
� �

21
.

 
 
 

 

因此有 

( )

111 121

112 122 111 112

121 121

122 121

,

,

,

.

p p

p p p sp

p sp

p h t p

=

= − −

=

= −

�

�

�

�

 

对于此方程组，可以先求解第三个方程，再求解第一个和第四个方程，得 

( )111 121 122e , e , d e .st st stp C p C p h t t C= = = +∫  

最后求解第二个方程，有 

( )112 122 111e e e d .st st stp C p p t− −= + −∫  

2) 第 n 步 
对于变换 

( )( )2
1: ,

n

n n n ny I P t yε +Φ = +  

系统(5)变成 
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( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

12
1 1 1 1 1

1
2

1 1

, ,

, , .

n

n

n n n n n

n n n n n

y S H t y g t y

g t y I P t g t y

ε

ε

+

+ + + + +

−

+ +

 = + + 

= +

�
 

其中 ( )nP t 是下列方程的解， 

( ) ( ) ( ) ( ).n n n nP t SP t P t S H t= − +�  

此方程的解法同第一步的解法类似。 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22 21 22

21 22 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22

0 1 0 1
0 0

0
0

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

p p p p p p h t h t
p p p p p p h t h ts s

p p p sp h t h t
sp sp p sp h t h t

         
= − +          
          

+     
= − +     +     

� �
� �

( ) ( )
( ) ( )

21 11 22 12 12

21 21 21 22 22

.
2

n n n n n

n n n n n

p h t p sp h t
sp h t p sp h t
 + − + 

=  + + + 

 

由此可得 

( )
( )

( )
( )

11 21 11

12 22 12 12

21 21 21

22 21 22 22

,

,

,

2 .

n n n

n n n n

n n n

n n n n

p p h t

p p sp h t

p sp h t

p p sp h t

= +

= − +

= +

= + +

�

�

�

�

 

对于此方程组，可以先求解第三个方程，得 

( )21 21e e e d .st st st
n np C h t t−= + ∫  

接下来求解第一个方程，得 

( )21 21 21 d .n n np p h t t= +  ∫  

再求解第四个方程，得 

( )2 2 2
22 21 21e e e d .st st st

n n np C p h t t−= + +  ∫  

最后求解第二个方程，得 

( )22 22 12e e e d .st st st
n n np C p h t t− −= + +  ∫  

3) 迭代 
经过若干步之后，我们可以得到一个变换序列： 

1 2, , , , .jΦ Φ Φ� �  

作变换 

( )( ) ( )( )
1 1

2
1 1

,

: ,
n

n
n n

n
n ny I P t I P t yε ε

−

+

Φ = Φ Φ Φ

Φ = + +

�

�
 

经过变换，原方程变成 
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( ) ( )12
1 1 1 1 1, .

n

n n n n ny S H t y g t yε
+

+ + + + +
 = + + 

�  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

1

1

1

1 2 2
1 1 1

2 2
1 1

2 2
1 1

1 22

n n

n n

n n

n

n n
n n

n n

n n

n

I P t I P t I P t I P t

I P t I P t I P t I

I P t I P t P t

C

ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε

−

−

−

−
−

−

−

−

Φ −Φ = + + − + +

 = + + + − 

= + +

≤ <

� �

�

�

 

故{ }nΦ 收敛，即 

, .n n∗Φ →Φ →∞  

我们记 

( ): .y P t z∗Φ =  

对于充分小的 0ε > ，当 n →∞时，有 

( )2 0.
n

nH tε →  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1 12
1 1

1

, ,

, , , .

n

n n ng t y I P t I P t g t y

P t g t P t z g t z n

ε ε
− − −

−

− ∗

= + +

→ = →∞

�
 

故经过变换 ∗Φ ，系统(5)变成 

( ), .z Sz g t z∗= +�  

定理证毕。 
本定理用数学中的理论和方法研究了这种摆方程的可约化性，其中迭代的思想广泛应用于解决数学

和物理问题中。在处理摄动问题时，可以借助于现有的理论和 KAM 迭代的思想把系统变换成简单的形

式。 
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