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摘  要 

本文主要考虑在欧式空间中，控制集合是一般可分度量空间的情况下，初始和终端状态满足等式和不等

式约束的多目标优化控制问题。讨论其可行解的存在条件，并用不动点定理证明。 
 
关键词 

多目标优化控制问题，终端约束，可行解 

 
 

Existence of the Feasible Solutions  
for Multiobjective Optimal Control  
Problems 

Jianing Yuan 
School of Mathematics, Southwest Jiaotong University, Chengdu Sichuan 
 
Received: Dec. 7th, 2021; accepted: Jan. 13th, 2022; published: Jan. 20th, 2022 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we are devoted to considering the existence of the feasible solutions for multiobjec-
tive optimal control problems on Euclidean space, where the endpoints satisfy some equality and 
inequality type constraints, and the control set is a separable metric space. And we prove it with 
the fixed point theorem. 
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1. 引言 

令 , , ,n r j k ∈， 0T > ，U 是度量空间。记 n
 为 n 维欧式空间， ( )1,1 0, ; nW T  为从 [ ]0,T 映到 n

 的

绝对连续函数集合，  为从 [ ]0,T 映到 U 的可测函数集合。给定映射 [ ]: 0, n nf T U× × →  ， 

( )T
0 1 1, , , : n n r

r rφ φ φ φ− − + −= × →    ， ( )T
1 1 1, , , , , , : n n r j

r r jφ φ φ φ φ φ +
− − + −= × →     ， 

: n n kψ × →   ，考虑如下控制系统： 

( ) ( ) ( )( ) [ ], , , . . 0,x t f t x t u t a e t T= ∈                              (1) 

其中 ( ) [ ]( )0, ; mu L T∞⋅ ∈ ∩  ， ( ) [ ]( )1,1 0, , nx W T⋅ ∈  且满足端点约束 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
0 , 0, 1, ,

0 , 0
i x x T i j

x x T

φ

ψ

 ≤ =


=



                               (2) 

对于上述系统，记 为所有可行解的集合，即 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }1,1, 0, ; | , 1 2nx u W T x u= ⋅ ⋅ ∈ × ⋅ ⋅ 满足  ，其中 ( )u ⋅ 为可行控制， ( )x ⋅ 为可行轨线。记

ad 为所有可行控制的集合。 

与上述控制系统相关的优化控制问题： 
(MCP) 最小化性能指标(目标函数) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0, 0 ,x u x xJ Tφ⋅ ⋅                                (3) 

当 1r = 时，(MCP)为单目标优化控制问题，当 1r > 时为多目标优化控制问题。生活中优化控制的数

学模型大都是多目标优化控制问题，例如[1]中考虑的三位水平井设计优化问题就是两个目标的优化控制

问题；[2]中废水管理的数学模型所用到的优化控制问题有不止一个目标函数。力学和经济学领域也出现

了多目标优化控制问题，为解决此类问题，研究多目标优化控制问题的优化条件是必要的，而在研究这

些条件之前，我们必须保证解的存在性。 
如今对于多目标优化控制问题的研究大部分对控制集合 U 是有凸性、闭性或其他要求的，例如[3] [4] 

[5] [6] [7] [8]及其中的参考文献。这就使得结论的适用性非常局限，因为生活中的数学问题大多没有这么

好的条件。在本篇论文中，我们只需要 U 是可分度量空间，来研究这种情况下具有端点约束的多目标优

化控制问题可行解的存在性。 
此篇论文结构如下：第二部分为主要结论做准备，给出需要的假设、定义和引理；第三部分叙述主

要结论；第四部分证明此结论。 

2. 准备 

首先我们给出定理需要的假设： 
(C1) U 是一个可分的度量空间； 

(C2) 映射 ( )( ) [ ], , : 0, n nf f t x u T U= × × →  关于 t 可测，关于 x 是 1C 的，关于 u 连续。映射
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( )( )1 2, : n n r jx xφ φ += × →   和 ( )( ) ( )T
1 2 1, , , : n n k

kx xψ ψ ψ ψ= = × →    是 1C 的。且存在常数

0K > ，存在 0
nx ∈ ，s. t. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

0

ˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

, ,

f t x u f t x u K x x

x x x x K x x x x

x x x x K x x x x

f t x u K

φ φ

ψ ψ

− ≤ −

− ≤ − + −

− ≤ − + −

≤

 

对于任意的 ( ) [ ], 0,t u T U∈ × ，任意的 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ, , , , , nx x x x x x ∈ 均成立。 

接下来给出一些定义和记号： 
Definition 2.1：我们称可行解 ( ) ( )( ),x u⋅ ⋅ ∈ 为 (MCP)的弱有效最优解，如果不存在可行解

( ) ( )( ),x u⋅ ⋅ ∈，s.t. ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) { }0 , , , , 10 ,i i x x T ix rx Tφ φ< ∈ − − 。 

在这一部分里我们假设 ( ) ( )( ),x u⋅ ⋅ 是 (MCP)的弱有效最优解。为了方便，对于任意定义在

[ ]0, nT U× × 上的映射ϕ ，我们记 [ ] ( ) ( )( ) [ ], , , . . 0,t t x t u t a e t Tϕ ϕ= ∈ 。 

关于 ( ) ( )( ),x u⋅ ⋅ ，我们令 ( ) ( )( ){ } { }0 1, , | 0 , 0 , , 1A iI i j x x T rφ= ∈ = ∪ − −  ， { } 01, , \N AI j I=  。 

接下来给出证明主要结论需要用到的引理。 

Lemma 2.1：令集合 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1 2 ,0 , 0 , , ,u W
nx x T W x x T X WF T uψψ= ∀ ∈∇ ∈+∇   ， 

其中 ( ),u WX ⋅ 对于 a.e. [ ]0,t T∈ 满足 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )( ) [ ]
( )

, ,

,

, ,

0 ,
u W x u

n

W

u W

X t f t X t f t x t u t f t

X W W

 = ∇ + −


= ∀ ∈ 



，                     (4) 

则 F 是凸集。 
证明：令 ( ) ( ) ( ){ }, | ,n

u WR T X T W u ∈= ∈ ⋅  ，显然我们只需要证明 ( )R T 是凸集。 

对于 ( ) ( )1 2 1 2, , , nW Wu u∀ ∈⋅ ⋅ ∈ ， ( )0,1α∀ ∈ ，下证 ( ) ( ) ( )
1 21 2, ,1u uW WX T X T Rα α+ − ∈ 。 

由(4)式， ( ) [ ] ( ) ( ) ( )( ) [ ]( ), ,0
, , d

j jj j

T
W j x Wu u jX T W f s X s f s x s u s f s s= + ∇ + −∫ ， 1,2j = 。 

则

( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( ) ( ) ( )( ) [ ]( )
[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 2

2

1 2

1 2

2

1 2

, ,

1 2 , 20

, , 1 20

1

1 , , d

, , d

W W

T

u u

u

u

x W

T
W ux W

X T X T

W a W f s X s f s x s u s f s s

f s X s X s f s x s u s u s s

α α

α

α

+ −

= + − + ∇ + −

+ ∇ − + −

∫

∫

 

由 Liapounoff 定理， [ ]0,E T∃ ⊆ ， E Tα= ，s.t. 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )[ ]

1 2

1 2

1 2

1 2

, , 1 20

, , 1 20,

, , d

, , d

T
x W W

x W WuT

u u

E u

f s X s X s f s x s u s u s s

f s X s X s f s x s u s u s s

α

∩

∇ − + −

= ∇ − + −

∫

∫
 

令 ( )
( )
( ) [ ]

1

2

1

2

,
,

,

,

, 0, \
u

u

W
u W

W

X t t E
X t

X t t T E

∈= 
∈

， ( )
( )
( ) [ ]

1

2

,

, 0, \

t t E
u

t t T E

u

u
t

 ∈= 
∈

， 

( )1 21 nW W a Wα∃ = + − ∈ ，s.t. 
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( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )( ) [ ]( ) ( )
1 21 2, , ,0

1 , , du u
T

W W x WuX T X T W f s X s f s x s u s f s s R Tα α+ − = + ∇ + − ∈∫ . 

因此 ( )R T 是凸集，故 F 是凸集。证毕。 
Lemma 2.2：若 0 Int F∈ ，其中 Int F 是集合 F 的内部，则 0 0δ∃ > ， 

( )( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,k
n

ku W u W+ +∃ ⋅ ⋅ ∈ ×  ，s.t. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ } 1

0 2 , 11 0 , 0 ,
k

u WB co x x T W x x T X T
η ηη

η
δ ψψ

+

=
+∇∇⊆ ，其中 co A 记为集合 A 的凸包，

( ),u WX
η η

⋅ 是(4)式中 ( ),u W 替换为 ( ),u Wη η 的解。 

证明：事实上，由 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }2 ,10 0 , 0 , k
u WInt x x T W x x T X Tψ ψ∈ +∇ ⊆∇  ， 

( )( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,k
n

ku W u W+ +∃ ⋅ ⋅ ∈ ×  满 足 ( ) ( )2 1 2 1 1 1 1 1, , , ,k ku u W W u u W W+ +− − − − 线 性 无 关 ， 使 得

0 0δ∃ > ，且 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ } 1

0 2 , 11 0 , 0 ,
k

u WB co x x T W x x T X T
η ηη

η
δ ψψ

+

=
+∇∇⊆ 。 

Lemma 2.3：对于 0ε > ， [ ]0,E Tε∃ ⊆ ，令 ( ) ( )
( )

,
,

u t t E
u t

u t t E
εε

ε

 ∈=  ∉
，相应的 ( )x tε 满足 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

, , , . . 0,

0 0

x t f t x t u t a e t T

x x W

ε ε ε

ε ε

 = ∈


= +



，                          (5) 

且 ( ) ( )
0

lim x t x tε

ε→
= 。则 ( ) ( ) ( ) ( ),Wux t x t X t oε ε ε− = + 。 

证明：由(5)式， ( ) ( ) ( ) ( )( )0
0 , , d

t
x t x W f s x s u s sε ε εε= + + ∫ ， 

由状态方程(1)， ( ) ( ) [ ]
0

0 d
t

x t x f s s= + ∫ 。记 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) [ ]( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) [ ]( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )

( ) ( )( ) [ ]( ) ( )

0 0

0

0

1

0 0

0

1

1 , , d d

1 , , , , d

1 , , d

, ,
d d

1, , d

t t

t

t

t

t

y t x t x t

W f s x s u s s f s s

W f s x s u s f s x s u s s

f s x s u s f s s

f s x s x s x s u s
W y s s

x

f s x s u s f s s t

ε ε

ε ε

ε ε ε

ε

ε ε

ε

ε

ε
ε

ε

ε
τ

τ

γ
ε

= −

= + −

= + −

+ −

∂ + −
= +

∂

+ − +

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

∫

 

其中， ( ) 2tγ ε≤ 。令 0ε → ，此时 ( ) ( ),0
lim Wuy t X tε

ε→
= 。 

故有 ( ) ( ) ( ) ( ),Wux t x t X t oε ε ε− = + 。证毕。 

3. 主要结论 

这一部分中，我们给出可行控制的存在性定理，也就是本文主要结论。 
Theorem 3.1： 假设(C1)-(C2)成立， ( ) ( )( ),x u⋅ ⋅ 是(MCP)的弱有效最优解。若 0 Int F∈ ，则一定能在

( )u ⋅ 附近找到可行控制。即： 0ε∀ > ， 0δ∃ > ， ( ) aduε∃ ⋅ ∈ ，满足 ( ) ( )( ),d u uε δ⋅ ⋅ < ，s. t.  
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( ) ( )c L
u uε ε∞⋅ − ⋅ < 。 

Remark 3.1： 可行控制的存在性即为可行解的存在性。 

4. 证明主要结论 

这一部分我们应用第二部分的几个引理和不动点定理证明 Theorem 3.1。 

Proof： Step 1. 对于 0α∀ > ， 0 0ε∃ > ，s. t.对 [ ]00,ε ε∀ ∈ ， [ ]0,E Tε∃ ⊂ 满足 E Tε ε= ，使得下述性

质成立： 
(i)对于任意的 ( )T

1 1, , kν ν ν +=  满足 

0ην ≥ ， 1 , 1kη = + ；
1

1
1

k

η
η
ν

+

=

=∑                                        (6) 

[ ]1 1, , 0,kE E Tν ν
+∃ ⊂ ， 0L∃ > 使得 

[ ]

( )

1

1

1

ˆ
1

,

0, ,

, if ,

ˆ,

k

p q

k

E T

E T

E E p q

H E E L

η
ν η

η
ν

η

ν ν

η η
ν ν

η

ν

ν ν

+

=

+

=

=

=

∩ = ∅ ≠

≤ −∑



                                (7) 

其中 ( )T
1 1ˆ ˆ ˆ, , kν ν ν +=  满足(6)。 

(ii) 令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
C

k

E E E
u t I t u t I t u tη

ε ν ε

ε
ν η

η

+

∩
=

= +∑ ，即 ( )
( ) ( )

( )

1

1
,

,

k

E
I t u t t E

u t
u t t E

η
ν

η εε
ην

ε

+

=

 ∈= 
 ∉

∑
。记 ( )xεν ⋅ 是以 ( )uε

ν ⋅ 为

控制，以 ( )
1

1
0

k
x Wη η

η
ε ν

+

=

+ ∑ 为初值的轨线，则由 Lemma 2.3， 

( ) ( ) ( ), 2u Wx t x t X t
η η η η

η η

ε
ν ν ν

αε ε∑ ∑− − < .                          (8) 

与([6] Lemma 4.5]中的证明相似，我们可以证明 ( ) ( )
1

, ,
1 2

k

u W u WX t X t
η η η η η η

η η
ν ν η

η

αν
+

=
∑ ∑ − <∑ ，则(8)式为 

( ) ( ) ( )
1

,
1

k

u Wx t x t X t
η η

ε
ν η

η
ε ν αε

+

=

− − <∑ .                           (9) 

Step 2. 对于给定的 0α > ，存在 ( ]0 00,ε ε∈ ，使得 [ ]00,ε ε∀ ∈  和 ( )T
1 1, , kν ν ν +=  满足(6)式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

2 ,
1

1
1

0 , 00 , , 0 ,
k k

u Wx x T x x T W x x T Xx x TT
η η

ε
ν η

η
ν η η

ε

η
ψ ψ ε ψ ψ ν αεν

+ +

= =

−
 
 
 

− ∇ +∇ ≤∑ ∑ . 

证明过程与([6] Lemma 4.5)相似。 
Step 3. 由 Lemma 2.2 及上述证明过程，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

,
1

1
1 2 0

1
0 , 0, 0 ,,0

k k

u Wx x T x x T W X Tx x T x x T
η ηη η

η η

ε
η

ε
ν νε ψ ψ ψ ψν ν δ

+

=

−
+

=

 
− − ∇


+∇ 

≤∑ ∑  
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定义映射 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

1

1

,

1

,2 1

1 2 1

0 , 0 ,

0 ,

:

0 ,

k

W

u W

k

ux x Tco W

co W

x x T X T

x x T x x T X T

η η

η η

η
η

η
η

ψ ψ

ψ ψ

+

=

+

=

∇ +∇

→ ∇ +∇


 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0

1

1 2
1

1
1

0 ,1
1

,

2

0 , 0 ,

0 , 00 , ,

k

k

u W

u W

W

x

x x T x x T X T

x x T xx W x T TT X

η η

η η

η η
η

ε ε
ν ν η η

η

ν ψ ψ

ε ψ ν ψ ψ

+

=

+
−

=

 
∇ +∇ 

 

= − + ∇
 
 


+∇



∑

∑ 





 

由 Brouwer 不动点定理， ( )T0 1 1
0 0, , kν ν ν +∃ =  满足(6)使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

0
0 0

0

1
0

1 2
1

1
1 0

,

,0 1 2
1

1

,
0

1 2
1

0 , 0 ,

0 , 0 ,

0 , 0

,

,

0

u W

u W

u W

k

k

k

x x T x x T X T

x x T x x T X T

x x T x x T X T

W

x x T W

W

η η

η η

η η

η

ν ν

η
η

ε ε
η η

η

η η
η

ν ψ ψ

ε ψ ν ψ ψ

ν ψ ψ

+

=

+
−

=

+

=

 
∇ +∇ 

 
 

= − + ∇ +∇ 
 

= ∇ +∇

∑

∑

∑

 





 

故有 ( ) ( )( )0
0 0
0 0 , 0x x Tε ε

ν ν
ψ = 

。 

另一方面，当 Ni I∈ 时， ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
0 0

0 , 0 , 0i ix x T x x T Oε ε
ν νφ φ ε= + < 

， 

当 0Ai I∈ 时 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0
0 0

2
1 2 ,0 , 0 , 0 , 0i i i u Wx x T x x T W x x T X T Oε ε

ν νφ ε φ φ ε= ∇ +∇ + < 

。 

这就说明 ( )0
0 aduε

ν
⋅ ∈  。证毕。 
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