
Pure Mathematics 理论数学, 2022, 12(1), 62-70 
Published Online January 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2022.121009  

文章引用: 王碧君. 一类具退化承载力捕食者–食饵模型的 Hopf 分支[J]. 理论数学, 2022, 12(1): 62-70.  
DOI: 10.12677/pm.2022.121009 

 
 

一类具退化承载力捕食者–食饵模型的 
Hopf分支 

王碧君 

西北师范大学数学与统计学院，甘肃 兰州 
 
收稿日期：2021年12月4日；录用日期：2022年1月11日；发布日期：2022年1月18日 

 
 

 
摘  要 

本文研究带Holling-II型功能反应的具有退化承载能力的捕食者–食饵模型的稳定性与Hopf分支。首先

讨论平衡点的局部渐近稳定性，然后以退化系数 ρ 为分支参数，给出Hopf分支存在的条件。最后利用规

范型理论和中心流形定理分析Hopf分支的方向及分支周期解的稳定性。 
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Abstract 
In this paper, we study the stability and the Hopf bifurcation of apredator-prey model with dege-
nerate carrying capacity with Holling-II type of functional response. Firstly, the local asymptotic 
stability of the equilibrium point is discussed. Then, the existence condition of the Hopf bifurca-
tion is given by taking the degradation coefficient ρ as the branching parameter. Finally, the direc-
tion of the Hopf bifurcation and the stability of its periodic solution are analyzed by means of ca-
nonical theory and central manifold theorem. 
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1. 引言 

高原鼠兔是高山草甸生态系统中常见的一种小型狐形哺乳动物。高山草甸是中国和西藏重要的生态

系统组成部分。高山草甸提供空气和水净化、生物多样性等重要的生态服务维护，是生态系统中非常重

要的组成部分。近几十年里，人们已经观察到忽略高山草甸生态系统对环境造成了一些严重的负面影响

[1] [2] [3]。鼠兔在高山草甸经常被视为害虫，因为它们被观察到与牲畜争夺食物[4]并在土壤中制造洞，

增加土壤侵蚀[5] [6] [7]。各种研究表明，高原鼠兔密度高，导致草甸退化[4] [8]。鼠兔成为植被生长区域

减少的原因(通过挖坑和扔土堆)，即减少对猎物的承载能力[9]。刘等人[10]在他们的模型中考虑了这一想

法，并分析了它的存在性和稳定性以及平衡点的分岔和极限环的存在性。高原鼠兔与高山草甸植被之间

存在捕食–被捕食系统的关系，考虑承载能力下降的事实以及植被高度的影响。在文献[11]中作者建立了

非线性退化承载力的捕食者–食饵模型，模型如下： 

d 1 ,
d

1
d ,
d

x x Pgx xy
kt x

y
y qxydy xy
t x

β
ρ

η
β

  
  
  = − −

+  
  + 


= − + − +

                             (1) 

其中 x 和 y 分别表示食饵和捕食者种群的密度。参数 g 代表内禀增长率。
P

xβ +
是 Holling 圆盘函数[12]， 

代表捕食者的捕食率。参数 k 代表没有捕食者时的环境容纳量。参数 ρ 代表由于高原鼠兔挖洞造成承载

力退化系数。d 为捕食者种群的自然死亡率，q 为转化率， xη 为捕食者的衰减率，与食饵高度有关。 
本文主要研究模型(1)平衡点的稳定性，其次以参数 ρ 为分支参数，讨论 Hopf 分支的存在性。接下

来通过中心流行定理，规范型理论和文献[13]的方法分析 Hopf 分支的方向以及分支周期解的稳定性，最

后用数值模拟验证所得到的结论。 

2. 平衡点的存在性和稳定性 

2.1. 平衡点的存在性 

对于模型(1)， 
(i) 总存在平凡平衡点 ( )0 0,0E = 和半平凡平衡点 ( )1 ,0E k= 。 

(ii) 假设(H1) ( )20, 4 0d q d q dηβ ηβ ηβ+ − < + − − ≥ 成立。 

当且仅当(H11) * *
1x k x< < ，系统(1)存在一个正常数平衡点 ( )* * *,E x y= 。 

当且仅当(H12) *
1k x> ，系统(1)存在两个正常数平衡点 ( )* * *,E x y= ， ( )1 1

* *
1
*,E x y= 其中 
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2.2. 平衡点的局部稳定性 

系统(1)在 ( ),x y 处的 Jacobi 矩阵如下 

( )
( )

( )

2

2

2

2 1gx P y g x Pxg y
k k xx

J
q y qxy d x

xx

β ρρ
ββ

β η η
ββ

 
− + − − − ++ =  

 − − + −
 ++ 

                     (2) 

下面通过计算系统(1)在每个平衡点处的 Jacobi 矩阵的特征值，来确定这些平衡点的稳定性。 
定理 1 (i) 平凡平衡点 ( )0 0,0E = 是无条件不稳定的。 

(ii) 若 0dk
k
βη + > 成立，则半平凡平衡点 ( )1 ,0E k= 不稳定；否则 1E 是局部渐近稳定的。 

证明(i) 系统(1)在平衡点 0E 处的 Jacobi 矩阵为 

0

0
0E

g
J

d
 

=  − 
                                    (3) 

矩阵(3)的特征值为 1 2,g dλ λ= = − 因此，平衡点 0E 是鞍点，是不稳定的。 
(ii) 系统(1)在平衡点 1E 处的 Jacobi 矩阵为 

1

0
E

Pkg g k
k

J
qkd k

k

ρ
β

η
β

 − − − + =
 

− + − + 

                              (4) 

若 0qkd k
k

η
β

− + − >
+

即 0dk
k
βη + > 成立，则 1E 是鞍点，不稳定。 

若 0qkd k
k

η
β

− + − <
+

即 0dk
k
βη + < 成立，则 1E 渐近稳定。 

定理 2 假设(H1) (H11)成立。若 

(H2) 
( ) ( )

( )

2* *

2*

2
,

x P k x
q

g x

η β β
ρ

β β

+ − −
> >

+
且 ( )*2 0k xβ− − > ，则 *E 是局部渐近稳定的。 

当(H2)中，
( )
( )

*

2*

2P k x

g x

β
ρ

β

− −
<

+
且 ( )*2 0k xβ− − > 成立，则 *E 是不稳定的。 

当(H1) (H12) (H2)成立，经计算 *
1E 是鞍点，不稳定。此时 *E 稳定性同上。 

证明系统(1)在正常数平衡点 *E 处的 Jacobi 矩阵为 

*
11 12

21 22
E

a a
J

a a
 

=  
 

                                    (5) 
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其中 

( )
( )
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矩阵(5)的特征方程为 

( ) ( )* *2 0Tr J E Det J Eλ λ   + =   −                            (6) 

其中 

( ) ( )
( )

( )
( )
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* *

*
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2 1gx P yTr J E g y
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βρ
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ρ β η
β β

  = − + −  +

   = + −   +

 
 
  +  

 

则当 

( ) ( )* *0, 0Tr J E Det J E   < >     

即条件(H2)成立时，特征方程(6)的根均具有负实部，进而系统(1)的正常数平衡点 *E 是局部渐近稳定

的。反之，特征方程(6)的根不全有负实部且实部不为零，因此正常数平衡点 *E 是不稳定的。 

3. Hopf 分支的存在性 

本节选参数 ρ 来研究系统(1)在正常数平衡点 *E 处的 Hopf 分支的存在性。 
引理 1 假设条件(H1) (H11)成立，则存在 * 0ρ > ，使得当 *ρ ρ= 时  

( )
( )

* *
*

*

*
2

2 1 0gx P yg y
k x

βρ
β

− + − =
+

                             (7) 

证明 令 ( )
( )

* *
*

* 2

2 1 0gx P yg y
k x

βρ
β

− + − =
+

。整理得 

( )
( )

*
*

2*

2P k x

g x

β
ρ

β

− −
=

+
                                   (8) 

且 ( )*2 0k xβ− − > ，因此，存在 * 0ρ > ，使得(7)成立，且 * 0ρ > 是唯一的。 

引理 2 若条件 *ρ ρ= ，则模型(1)在 *E 处产生 Hopf 分支。 
证明计算可知： 

( )*
1,2 ei D t J Eλ  = ±                                     (9) 

下面验证横截性条件。即如果 ( ) ( )1,2 iλ α ρ ω ρ= ± 是特征方程(6)的根，则 
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表明满足横截性条件。因此，由文献[14]的 Poincaré-Andronov-Hopf 分支定理可得，当 ρ 经过 *ρ 时，

系统(1)在 *E 处产生 Hopf 分支。 

4. Hopf 分支的方向与稳定性 

这一节我们主要研究当 *ρ ρ= 时，模型(1)在 *E 处发生 Hopf 分支的方向及由分支产生的周期解的稳

定性。作变换 * *,x x x y y y= − = − ，则平衡点 ( )* * *,E x y= 平移到原点，为了方便，变换后仍用 x 和 y 表

示 x 和 y ，则模型变为 
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( ) ( )( )
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               (10) 

对于模型(10)用 Taylor 展式可化简为 
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其中 
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定义矩阵 

1
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其中，
( )
( )

22a
N
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α ρ −

= − ，
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当 *ρ ρ= 时，有 
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通过变换 ( ) ( )T T, ,x y T u v= ，模型可重新写为 
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再用极坐标 cos , sinu r v rθ θ= = 系统等价于 
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对于模型在 *ρ ρ= 处作 Taylor 展式有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

* * * * 2 *

* * * * *

3 3 5

22 * 2 4
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, ,
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 ′= − + + − − +

 ′= + − + + − − +









 

为了得到 Hopf 分支方向和分支周期解的稳定性，需要计算 Liapunov 系数 ( )*h ρ 的符号： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2
*

* 1 21 1:
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所有的偏导数都取值于分支点 ( ) ( )*, , , ,u v u vρ ρ= ，并且 
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因此，可以得到 

( )
( )

*

2 *

h ρ
µ

α ρ
= −

′
 

由 Poincaré-Andronov-Hopf 分支定理， ( ) *ρ ρ
α ρ

=
′ 和上面关于 ( )*h ρ 的计算可得下列结论。 
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定理 3 假设(H1) (H2)成立，则当 *ρ ρ= 时，系统(1)在正平衡点 ( )* * *,E x y= 处产生 Hopf 分支。若

( )* 0h ρ < 则 Hopf 分支方向是亚临界的，分支周期解是渐近稳定的；若 ( )* 0h ρ > 则 Hopf 分支方向是超 

临界的，分支周期解是不稳定的。 

5. 数值模拟 

本节通过数值模拟来验证前面所得到的结果。在系统(1)中选取参数 0.1g = ， 1.6k = ， 0.1P = ，

0.1β = ， 0.65q = ， 0.45d = ， 0.1η = ，满足系统有正平衡点 *E 经计算， * 6.64ρ ≈ 。当 *7ρ ρ= > 时，

正平衡点 ( )* 0.27732,0.21397E = 是渐近稳定的，“如图 1”所示。当 ρ 减小到临界值 *ρ ，正平衡点

( )* 0.27732,0.22402E = 失稳并且经历 Hopf 分支，进一步计算可得 ( )* 6.3 0h ρ ≈ − < ，由定理 3，Hopf 分
支是亚临界的，分支周期解是渐近稳定的。当 *6ρ ρ= < 时，正平衡点 ( )* 0.27732,0.22402E = 是不稳定的，

且系统(1)存在一个稳定的极限环，“如图 2”所示。 
 

 
Figure 1. When *7ρ ρ= > , the positive equilibrium *E  of system (1) is asymptotically stable 
图 1. 当 *7ρ ρ= > 时，系统(1)的正平衡点 *E 是渐近稳定的 

 

 
Figure 2. When *6ρ ρ= < , the positive equilibrium *E  of system (1) is unstable 
图 2. 当 *6ρ ρ= < 时，系统(1)的正平衡点 *E 是不稳定的 
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