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摘  要 

本文的主要研究方向是讨论数学分析中的一个重要公式：Stolz公式。Stolz公式一般适用于*/∞型数列极

限和0/0型数列极限的计算和证明问题。本文一开始给出了两种不同类型的Stolz定理，其次通过相关例

题研究了Stolz公式在数列不定式极限中的应用。 
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Abstract 
The main research direction of this paper is to discuss an important formula in mathematical 
analysis: Stolz formula. Stolz formula is generally applicable to the calculation and proof of */∞
type sequence limit and 0/0 type sequence limit. In this paper, two different types of Stolz theo-
rems are given at first, and then the application of Stolz formula in the limit of infinitive series is 
studied by some examples. 
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1. 引言 

极限问题是数学分析中的重要问题，也是一大难题。其中有两个主要的问题：一是证明极限的存在

性问题，二是求极限的值。这两个问题之间有着密不可分的关系。即如果能够求出极限的值，那么极限

的存在性自然也就被证明了。相反，如果能够证明极限的存在性，那么后面再进行极限的计算也就顺理

成章了。虽然求极限的方法有很多，但有些方法使用起来会比较复杂，有些方法使用起来就比较简单。

因此，对于同一个问题，选择什么样的方法去解决，这是一个值得考虑和讨论的问题。 
在数学分析课程中，在处理数列极限的问题时往往会使用到 Stolz 公式。再参照以往文献，文献[1]

主要讨论的是关于 Stolz 定理的一个证明方法，即运用极限运算的法则，极限的定义和等价替换等方法来

完成了对 Stolz 定理的一个证明。文献[2]不仅证明了 Stolz 定理，而且对其进行了推广，并用推广的 Stolz
公式去证明洛必达法则和其他一些定理。文献[3]首先对 Stolz 定理的定义进行了描述，然后直接利用 Stolz
定理解决了几个困难的数列极限计算问题。文献[4]给出了 Stolz 定理，并对 Stolz 公式进行了适当的推广，

研究了 Stolz 定理及其推广形式在对解决数列不定式极限问题方面的应用。文献[5]主要研究的是如何求

解数列问题和证明数列问题，体现了 Stolz 定理对极限求值和极限证明的价值。在文献[6]和[7]中，作者

以一种全新的方法证明了 Stolz 定理，并列举了几个典型例题，通过这些典型例题，体现了 Stolz 公式在

数列计算中的优越性。文献[8]首先用简单的方法对 Stolz 定理进行了证明，然后用 Stolz 公式去证明洛必

达法则和一些简单的数列极限。 
本文则是把几个文献的内容进行整合，对 Stolz 定理进行了分类证明，并通过典型例题分别说明了

Stolz 定理在求解数列极限和证明数列极限中的应用。 

2. Stolz 公式及其证明 

2.1. */∞型 Stolz 公式 

定理 1.1：设数列{ }nx ，{ }ny ，其中{ }nx 严格单调递增，且 lim nn
x

→∞
= +∞，如果 1

1

lim n n

n
n n

y y
A

x x
−

→∞
−

−
=

−
 (A

可以为实数、 ±∞ )，则 

1

1

lim limn n n

n n
n n n

y y y
A

x x x
−

→∞ →∞
−

−
= =

−
. 

虽然说 Stolz 公式对于某种类型的数列极限问题尤为重要，但是许多教材中并未详细的给出定理的证

明或者给出的证明较为复杂，下面本文将分别从 A 为实数、 +∞、 −∞给出 Stolz 公式的详细证明过程。 
(1) A 为实数 

因为 1

1

lim n n

n
n n

y y
A

x x
−

→∞
−

−
=

−
，所以对于 0ε∀ > ， +

1N N∃ ∈ ，使得当 1n N> 时， 1

1

n n

n n

y y
A

x x
ε−

−

−
− <

−
，即

1

1

n n

n n

y y
A A

x x
ε ε−

−

−
− < < +

−
，由于{ }nx 严格单调递增，所以 1 0n nx x −− > 。进而可以化解为 

( )( ) ( )( )1 1 1n n n n n nA x x y y A x xε ε− − −− − < − < + − ， 
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类比推理可得 

( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2n n n n n nA x x y y A x xε ε− − − − − −− − < − < + − ， 

  

( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 11 1 1N N N N N NA x x y y A x xε ε+ + +− − < − < + − 。 

将上面各式相加得 

( )( ) ( )( )1 1 1n N n N n NA x x y y A x xε ε− − < − < + − ， 

即 

( )( ) ( )( )1 1 1 1N n N n n N Ny A x x y A x x yε ε+ − − < < + − + ， 

同时除以 nx 得 

( ) ( )1 1 1 11 1N N N Nn

n n n n n

y x x yy
A A

x x x x x
ε ε
   

+ − − < < + − +   
   

。 

由于 lim nn
x

→∞
= +∞ ，故当 n →∞ 时，

1N nx x ，
1N ny x 都等于 0，所以 ( ) ( )n

n

y
A A

x
ε ε− < < + ，即

n

n

y
A

x
ε− < 。因此，根据极限的定义可证得 lim n

n
n

y
A

x→∞
= 。 

(2) A = +∞  

因为 1

1

lim n n

n
n n

y y
A

x x
−

→∞
−

−
= = +∞

−
，所以 +N N∃ ∈ ，当 n N> 时， 1

1

1n n

n n

y y
x x

−

−

−
>

−
， 

即 1 1 0n n n ny y x x− −− > − > ，所以{ }ny 严格单调递增。又由于 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 1

1 1 2 1

n N n n n n N N

n n n n N N n N

y y y y y y y y

x x x x x x x x
− − − +

− − − +

− = − + − + + −

> − + − + + − = −





， 

根据 lim nn
x

→∞
= +∞，知 lim nn

y
→∞

= +∞，应用(1)的结果可以得到 

1

11

1

1lim lim lim 0n n n

n n n n nn n n

n n

x x x
y yy y y
x x

−

→∞ →∞ →∞ −−

−

−
= = =

−−
−

。 

于是 

1

1

1lim lim limn n n

n n nnn n n

n

y y y
xx x x
y

−

→∞ →∞ →∞
−

−
= = +∞ =

−
。 

(3) A = −∞。 
由(2)知 

( ) ( )1 1

1 1

lim lim limn nn n n

n n n
n n n n n

y yy y y
x x x x x

− −

→∞ →∞ →∞
− −

− − −− −
= = − = +∞

− −
， 

即 
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1

1

lim lim limn n n n

n n n
n n n n

y y y y
x x x x

−

→∞ →∞ →∞
−

− −
= − = −∞ =

−
。 

注：当 1

1

lim n n

n
n n

y y
x x

−

→∞
−

−
= ∞

−
时，{ }nx 严格单调递增，且当 lim nn

x
→∞

= +∞时，不能推出 lim n

n
n

y
x→∞

= ∞。 

2.2. 0/0 型 Stolz 公式 

定理 2.2：设{ }nx 严格单调递减，且 lim 0nn
x

→∞
= ， lim 0nn

y
→∞

= ，若 1

1

lim n n

n
n n

y y
A

x x
−

→∞
−

−
=

−
 (A 为实数、 ±∞ )，

则 

1

1

lim limn n n

n n
n n n

y y y
A

x x x
−

→∞ →∞
−

−
= =

−
。 

(1) A 为实数 

对于 0ε∀ > ，因为 1 1

1 1

lim limn n n n

n n
n n n n

y y y y
A

x x x x
+ −

→∞ →∞
+ −

− −
= =

− −
，所以 +N N∃ ∈ ，当 n N> 时，有 

1
1

1

, 0n n
n n

n n

y y
A A x x

x x
ε ε+

+
+

−
− < < + − >

−
， 

变形可得 

( )( ) ( )( )1 1 1n n n n n nA x x y y A x xε ε+ + +− − < − < + − ， 

类似 */∞型 (1) 的证明，有 ( )( ) ( )( )n n p n n p n n pA x x y y A x xε ε+ + +− − < − < + − ，令 p → +∞ ，则由

0n px + → ， 0n py + → ，可以得到 ( ) ( )n n nA x y A xε ε− < < + ，由于 0nx > ，并且有 ( ) ( )n

n

y
A A

x
ε ε− < < + ，

所以 lim n

n
n

y
A

x→∞
= 。 

(2) A = +∞。 

对于 0ε∀ > ，因为 1 1

1 1

lim limn n n n

n n
n n n n

y y y y
x x x x

+ −

→∞ →∞
+ −

− −
= = +∞

− −
，所以 N N∃ ∈ ，当 n N> 时，有 1

1

n n

n n

y y
x x

ε+

+

−
>

−
。

与上述论证类似地有 ( )n n p n n py y x xε+ +− > − 。当 p → +∞ 时，由 0n py + → ， 0n px + → ，得到 n ny xε> ，

即 n

n

y
x

ε> ，所以 lim n

n
n

y
x→∞

= +∞。 

(3) A = −∞。 
证明过程与 2.2 (2)的证明过程类似，此处省略。 
以上即是对 Stolz 公式的说明以及证明，当然 Stolz 公式除了它本身的特点外及意义外，它在数列极

限的运算，特别是一些和式数列极限的运算中有着特别重要的作用，不仅能简便运算，而且有的数列极

限只能用 Stolz 公式来进行计算，下面就将通过几个数列极限的典型例题来对 Stolz 公式在数列极限中的

应用进行讨论。 

3. Stolz 公式在数列极限中的应用 

在数学分析中极限占据了一个非常重要的地位，可以说极限是整个数学分析的基础。因此，如何求

解极限就是一个根本性的问题。再者，在经过大量的极限运算以后我们知道等价无穷小代换和洛必达法

https://doi.org/10.12677/pm.2022.121003


王杰 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.121003 24 理论数学 
 

则是求解函数极限的有力工具，而 Stolz 公式相当于是洛必达法则的离散形式，所以它可以使得一些比较

难以运算的数列极限变得特别简单，同时在处理某些函数极限的时候也非常的有用，下面将给出一些具

体例子。 
例 1.若

n
lim 0na a
→∞

= >  (a 为常数)，求下列各式的值： 

(1) 1 2lim n

n

a a a
n→∞

+ + +

， 

(2) 

1 2

lim
1 1 1n

n

n

a a a
→∞

+ + +

。 

(1). 解法一：因为 lim nn
a a

→∞
= ，于是对于 0ε∀ > ， 1N N∃ ∈ ，当 1n N> 时，有

2na a ε
− < 。当 1n N> 时，

有 

( ) ( ) ( )

( )

1 2
1 2

1 2

1
1 1

1

1

1 1

n
n

n

a a a
a a a a a a a

n n

a a a a a a
n

n NN M N M
n n n

ε ε

+ + +
 − = − + − + + − 

≤ − + − + + −

−
< + < +





  

其中 { }1 2max , , , nM a a a a a a= − − − ，又因为 1lim 0
n

N M
n→∞

> ，所以对于上述的 ε ，存在 2N ，当 2n N>

时，有 1 10
N M N M

n n
ε− = < ，取 { }1 2max ,N N N= ，当 n N> 时，有 1 2 2na a a

a
n

ε ε ε
+ + +

− < + =


，故

根据数列定义可得 

1 2 ···
lim n

n

a a a
a

n→∞

+ + +
= 。 

通过这道例题可以看出如果按照最原始的方法来解题，过程难免过于繁琐，观察式子我们会发现该

式子符合*/∞型 Stolz 公式，所以可以运用 Stolz 公式来进行求解，Stolz 公式正好适用于该类分数形式的

数列极限的运算，可以使计算变得简便。 
解法二：(用 Stolz 公式解答) 
令 1 2n ny a a a= + + + ， nx n= 由于{ }nx 严格单调递增，且 lim nn

x
→∞

= +∞，则根据 Stolz 定理有 

( ) ( )
( )

1 2

1

1

1 2 1 2 1

lim

lim lim

lim
1

lim

n

n

n n n

n n
n n n

n n

n

nn

a a a
n

y y y
x x x
a a a a a a

n n
a a

→∞

−

→∞ →∞
−

−

→∞

→∞

+ + +

−
= =

−

+ + + − + + +
=

− −

= =



 

 

(3)式是∞/*型，不能直接利用 Stolz 公式来进行求解，所以应该把式子先进行求倒数，使其转化为*/∞
型，再直接用 Stolz 公式进行求解。 

解：令
1 2

1 1 1
n

n

y
a a a

= + + + ， nx n= ，则数列{ }nx 严格单调递增且
n
lim nx
→∞

= +∞，由 Stolz 公式可得： 
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( )

1 2

1 2 1 2 1

1 1 1

lim

1 1 1 1 1 1

lim
1

1
1 1lim lim

1

n

n

n n

n

n

n n
n

a a a
n

a a a a a a
n n

a
a a

→∞

−

→∞

→∞ →∞

+ + +

   
+ + + − + + +   

   =
− −

= = =



 

 

所以 

1 2

lim lim
1 1 1

n

n n
n

n

xn a
y

a a a
→∞ →∞

= =
+ + +

。 

通过这两个小问会发现运用 Stolz 定理就是要去找到符合 Stolz 定理条件的 nx 和 ny ，第一问可以直接

找到 nx 和 ny ，所以可以直接利用 Stolz 公式，而第二问不能直接找到 nx 和 ny ，必须根据数列本身的特点

去构造新的数列，找到符合定理条件的 nx 和 ny ，再利用 Stolz 公式进行求解。 
例 2.证明：若 lim nn

a a
→∞

=  (a 为有限数或 ±∞ )， 0np >  ( 1, 2,n =  )且 ( )1 2lim nn
p p p

→∞
+ + + = +∞ ，则

1 1 1 2

1 2

lim n n

n
n

p a p a p a
a

p p p→∞

+ + +
=

+ + +




。 

证明令 1 1 2 2n n ny p a p a p a= + + + ， 1 2n nx p p p= + + + ，又已知{ }nx 严格单调递增且 lim nn
x

→∞
= +∞，

所以根据 Stolz 公式有： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2

1 2

1

1

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1

1 2 1 2 1

lim

lim lim

lim

lim

n n

n
n

n n n

n n
n n n

n n n n

n
n n

n n

n
n

p a p a p a
p p p

y y y
x x x
p a p a p a p a p a p a

p p p p p p
p a
p

→∞

−

→∞ →∞
−

− −

→∞
−

→∞

+ + +

+ + +

−
= =

−

+ + + − + + +
=

+ + + − + + +

=





 

 

 

因为 0np > ，所以 lim limn n
nn n

n

p a
a a

p→∞ →∞
= = ，即可证 1 1 2 2

1 2

lim n n

n
n

p a p a p a
a

p p p→∞

+ + +
=

+ + +




。 

4. 结论 

本文先用分类讨论的方法证明了 Stolz 定理，并通过具体的实例对 Stolz 公式在数列不定式极限中的

应用进行了说明。Stolz 公式适用于分式极限的求解，但是在应用该定理时要特别注意一点，一定要先验

证所求式子对定理的各个条件是否满足，如果满足条件，那么在同一个题目中，Stolz 公式就可以直接或

一直使用；如果不满足条件，就要先对式子进行变形，使其满足定理的条件后，再用 Stolz 公式进行求解。

对于可导函数来说，可直接利用洛必达法则进行求解比较简单，但对于某些不可导的情况，运用 Stolz
公式求解便可以避免不可导的“尴尬”，也就是说可以直接对 Stolz 公式进行推广，推广到函数极限的情

况，相比于洛必达法则来说有些问题使用 Stolz 公式可变得更为简单，此定理为推广不可导函数的待定式
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的极限提供了一种非常有效的方法。 
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