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摘  要 

假设 ( ){ }; 0Z t t ≥ 是上临界的Markov分支过程，本文主要研究了该过程调和矩的收敛速率，研究发现，

该收敛速度存在相变，并且该相变取决于 1 0mr b+ > ， 1 0mr b+ = 或 1 0mr b+ < ；作为应用，本文还进

一步讨论了 ( ) ( )Z t s Z t+ 的大偏差速率。 
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Abstract 

Suppose that ( ){ }; 0Z t t ≥  be a supercritical Markov branching process. The paper mainly studies 
the convergence rate of the harmonic moment of the process. We find that there is a phase transi-
tion for convergence rates, which depends on 1 0mr b+ > , 0=  or 0< . As an application, the 
large deviation rate ( ) ( )Z t s Z t+  is discussed in this paper. 
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1. 引言 

假设 ( ){ }; 0Z t t ≥ 是上临界的连续时间 Markov 过程，其分支速率为{ }; 0kb k ≥ ，即系统中每个粒子的

寿命均服从均值为
1

k
k

b
≠
∑ 的指数分布，并且以 ( )1 1kb b k− ≠ 的概率产生 k 个后代。定义该过程相应的 Q-

矩阵， ( ); , ZjkQ q j k += ∈ ，其中 

1, 1, 1,

0, ,
k j

jk

jb j k j
q − + ≥ ≥ −= 

 其他
                             (1.1) 

其中 kb 满足 ( )0 1kb k≥ ≠ ， 1
1

0 k
k

b b
≠

< − = < ∞∑ 。 ( )Z t 的转移概率函数为 

( ) ( )( ); , ZijP t p t i j += ∈ , 

若初始状态 ( )0 1Z = ，其概率母函数可以表示为 ( ) ( )1
0

, j
j

j
F u t p t u

∞

=

= ∑ ，并且母函数 ( ),F u t 满足如下

的泛函方程： 

( ) ( )( ) ( ), , , , ,0F u t F F u t F u uτ τ+ = =                          (1.2) 

和基本分支性 

( ) ( )( )
0

,
ij

ij
j

p t u F u t
∞

=

=∑ ,                               (1.3) 

简单起见，总是记 ( )( ) ( ), ,
i

iF u t F u t= 。 

本文总是假设
1

: k
k

m kb
∞

=

= < ∞∑ ， 0 0b = ，这一假设表明该 Markov 过程是上临界的。对于这样一个过

程，存在正则化序列 ( ){ }; 0C t t ≥ 满足 ( ) ( )lim ems

t
C t s C t

→∞
+ = 使得 

( ) ( )
( )

. .: a sZ t
W t W

C t
= → , t →∞ ,                            (1.4) 

其中 W 为非退化的随机变量。在某种意义上，正则函数 ( )C t 描述了 ( )Z t 的平均增长速度。并且可以取

( ) ( )( ) emtC t E Z t= = ，当且仅当 logL L -矩条件成立。对于上临界的 Markov 分支过程，在非爆炸的条

件下，当 t →∞ 时，系统的粒子数目 ( )Z t 总是会趋于无穷，而总粒子数目的调和矩 ( ) ( )( ), :
r

t r E Z tτ
−

=  

(其中 0r > )都将趋于零。而本文试图在 logL L -矩条件假设下，借助正则函数 ( )C t ，研究 ( ),t rτ 的衰退

速率。 
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在分支过程中心极限定理以及大偏差的研究中，调和矩扮演着重要角色。此前对调和矩的研究主要 
集中在离散时间的分支过程。Heyde 和 Brown [1]得到了 ( )12nτ

− 的收敛速度；Nagaev [2]证明了

( ) ( )1 n
n O qτ = 。之后 Pakes [3]详细阐述了 1 1p m ≠ 时， ( )1nτ 的渐近行为。Ney 和 Vidyashanka [4]展示了

( )n rτ 完整的收敛过程，并且指出在收敛过程存在着相变，该相变取决于 1 1rp m > ， 1 1rp m = 和 1 1rp m < 。 

Sun 和 Zhang [5]将 Ney 和 Vidyashankar [4]的结论推广到带移民的 Galton-Waston 过程。此外，文献[6]，
[7]，[8]给出了大偏差的与局部极限理论的相关研究。 

本文将 Ney 和 Vidyashankar [4]的结果推广到连续时间情形，主要研究 ( ) ( )( ), :
r

t r E Z tτ
−

= 的渐近行为，

结论见定理 3.1。假设
1

: k
k

m kb
∞

=

= < ∞∑ ， 0 0b = ， ( )1 1logE Z Z < ∞，本文详细刻画了 ( ) ( )( ), :
r

t r E Z tτ
−

= 的收

敛速度， 1 0mr b+ > ， 1 0mr b+ = 或 1 0mr b+ < 的不同条件导致收敛过程存在相变，这一结果与[4]中一致。

本文主要定理的证明将 ( ),t rτ 分解为三个部分并分析每个部分的渐近行为，见引理 4.2，4.3 和 4.4。与离散

时间不同的是，我们提出了一种新的区间划分方法得到相关结论，同时概率母函数 ( ),F u t 的有趣性质为分

析提供了有力的帮助。此外，我们还将定理 3.1 应用于大偏差 ( ) ( )Z t s Z t+ 的讨论，并给出了相关的结论。 

本文的其余部分结构如下：文章第二节介绍了一些预备知识和引理；第三节阐述了主要定理；最后

一节提供了主要定理的详细证明。 

2. 预备知识 

除了上一节中提到的内容外，还需要更多地讨论非退化随机变量 W。根据 Athreya 和 Ney [9]，当且 
仅当 logL L -矩条件成立时， ( ) 1E W = 。如果 ( )1 1logE Z Z < ∞，W 存在连续密度函数 ( )w x ， ( )w x 在 

( )0,∞ 上有定义。因此，下述全局极限定理成立 

( )( ) ( )lim e dmt
xt

P Z t x w a a
∞

→∞
> = ∫ , 0x > .                         (2.1) 

定义 ( )W t 的拉普拉斯变换 ( ) ( )( )e uW t
t u Eφ −= ，则 ( )t uφ 满足泛函方程 

( ) ( )( )e ,mtu F u tφ φ= .                                  (2.2) 

为了便于讨论，我们给出了本文开头提到的分支速率函数 jb 的初步结果，这在后续的讨论具有重要

意义。将{ }; 0jb j ≥ 的概率母函数记为 ( )
1

: j
j

j
B v b v

∞

=

= ∑ 。 

命题 2.1 对任意 1j ≥ ，极限 ( )1
1lim eb t

j jt
p t q

→∞
= 存在且 1 1jq q≤ = 。此外，若 ( )0 0Q = ， ( )0 1Q′ = ，

( )1Q = ∞， ( )B v 满足如下的泛函方程 

( ) ( ) ( )1B v Q v b Q v′ = , 0 1v≤ < ,                              (2.3) 

且 ( )Q v 有如下的幂级数展开式 ( )
1

j
j

j
Q v q v

∞

=

= ∑ ， 0 1v≤ < 。 

3. 主要结果 

为了便于后续分析，我们首先分析调和矩函数 ( ),t rτ 。对于任意非负随机变量 Y，均有下式成立 

( )
1

0

1 e dr vY rY v v
r

∞− − −=
Γ ∫ , 
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其中 ( )rΓ 表示伽马函数。由假设知， ( ) 0Z t > ，因此，令 ( )Y Z t= ，等号左右两边同时取期望，根据 Tonelli
定理，可得 

( ) ( )( )

( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )

1
0

1
0

,

1 e d

1 ,e d

1: , .

r

vZ t r

v r

t r E Z t

E v v
r

F t v v
r

I t r
r

τ
−

∞ − −

∞ − −

=

=
Γ

=
Γ

=
Γ

∫

∫
 

下面是本文的主要定理。 
定理 3.1 定义 1:q mr b= + ，记 

( ) ( )
1

1 1
1

e , 0,

, e e d , 0,

, 0,

b t

b t b r

r
t

q

H t r C q

c q

τ
τ τ

−−

 >
= =


<

 

则 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1
0

e 1
1

e 1
1

1 e d , 0,

1lim , d , 0,

1 d , 0,

mh

mh

v r

r r

t

r

Q v v q
r

H t r E Z t Q v v v q
h r

v v v q
r

φ

φ

∞ − −

− −

→∞

−


>

Γ
= =
Γ


 <
Γ

∫

∫

∫

                 (3.1) 

其中φ 和 Q 的定义如(2.2)式和(2.3)式。 
运用定理 3.1，进一步得到了 ( ) ( )Z t s Z s+ 的大偏差速率。 

定理 3.2 对于任意的 0ε > ，定义 

( ) ( )( ), , : ems
js j P Z sψ ε ε= − > ,                            (3.2) 

其中 ( ) ( )
1

1 j

j i
i

Z s Z s
j =

= ∑ ， ( )iZ s 为独立同分布的随机变量。若存在 0r > 且 ( ), 0K rε > 使得对一切 1j ≥ ，

有 ( ) ( ), , , rs j K r jψ ε ε −< 成立，则 

( ) ( )
( ) ( ) 1limsup , e ,ms

t

Z t s
H t r P K r D

Z t
ε ε

→∞

 +
− > ≤  

 
,                    (3.3) 

其中 1D 为正常数。此外，对任意 1j ≥ ，若 ( ) ( ), , , rs j K r jψ ε ε −< ，则 

( ) ( )
( ) ( ) 2liminf , e ,ms

t

Z t s
H t r P K r D

Z t
ε ε

→∞

 +
− > ≥  

 
,                    (3.4) 

其中 2D 为正常数。 

推论 3.3 若存在某个 1r ≥ ， 0δ > ，使得 ( )( )21 rE Z δ+ < ∞，则(3.3)式仍成立。根据 Sun 和 Zhang [5]，
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可得 

( )( )2
: sup e

rms
r j

j
A E j Z s= − < ∞ . 

由马尔可夫不等式， 

( ) ( )( )
( )( )

( )
2

2

e
, , : e ,

rms
j

ms r
j r r

E j Z s
s j P Z s K r j

j
ψ ε ε ε

ε
−

−
= − > ≤ ≤ , 

再由定理 3.2，结论得证。 

4. 证明 

为了方便分析，证明首先将 ( ),I t r 分解为以下三部分， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1
1 2 30 1

, e , d :t

t

c v r
c

I t r F t v v M t M t M t
−

−

∞ − − = + + = + + 
 ∫ ∫ ∫ , 

其中 emt
tc = ，当 0t = 时， 1tc = 。 

引理 4.1 对任意 0x > ， ( ) 1e dv r
x

Q v v
∞ − − < ∞∫ 。 

证明 作变量替换 e vu −= ，上式等价于
( ) ( )e 1

0
log d

x
rQ u

u u u
u

−
−−∫ 。 

由(2.3)， ( ) ( )lim 1
t

Q u
Q u

u→∞
′= = 。因此，当 0 1u< < 时，存在常数 C 使得

( )Q u
C

u
< < ∞。令 logv u= − ， 

可得 

( ) ( ) ( )e e1 1 1
0 0

log d log d e d
x x

r r v r
x

Q u
u u u C u u u C v v

u

− − ∞− − − −− ≤ − ≤ < ∞∫ ∫ ∫ . 

引理 4.2 ( ( )1M t 的渐近行为) (a). 若 0q ≥ ，则 ( ) ( )1lim , 0
t

H t r M t
→∞

= 。 

(b). 若 0q < ，则 ( ) ( ) ( )1 1
1 0

lim , dr

t
H t r M t u u uφ −

→∞
= ∫ ， 

证明 作变量替换 e mtu v−= ，再令 t →∞，我们得到 

( ) ( ) ( )1 11 1
1 0 0

d dr r r
t tc M t u u u u u uφ φ− −= →∫ ∫ , 

其中 tφ 为 ( )W t 的拉普拉斯变换。当 0q > 时， 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 1
1 0

1 1
0

lim , lim e d

lim e d 0.

b t r r
t tt t

b mr t r
tt

H t r M t c u u u

u u u

φ

φ

− − −

→∞ →∞

− + −

→∞

= ⋅

= ⋅ =

∫

∫
 

对于 0q = ， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1
1

1 0 0

1
1

0 0

lim , lim e e d d

lim e e d d 0.

t tb t br r r
t tt t

t tb mr t b r r
tt

H t r M t c c u u u

c u u u

τ
τ

τ
τ

τ φ

τ φ

−
− −− − −

→∞ →∞

−
− + − − −

→∞

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∫ ∫
 

(b). 当 0q < ， ( ), r
tH t r c= ，由(4.1)式知结论显然成立。 

引理 4.3 ( ( )2M t 的渐近行为) 
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( ) ( )

( )
( )( )

( )

1
0

e 1
2 1

1
1

e d , 0,

1lim , d , 0,

d , 0.

mh

v r

r

t

r

Q v v q

H t r M t Q v v v q
h

v v v q

φ

φ

∞ − −

−

→∞

∞ −

 >

= =

 <

∫

∫

∫

 

证明 基于Athreya和Ney [9]的研究，我们知道在一定的条件下 ( ){ }; 0Z t t ≥ 等价于Galton-Waston过

程，即对任意 0h > ，令 t nh= ，过程 ( ){ }; 0,1, 2,Z nh n =  实际上是 Galton-Waston 过程。因此我们有 

( ) ( ) ( )( )
1

1
1

1 1 1
2 e

1
, e d ,e dk h

mnh
kh

n cv r v r
c

k
M t F nh v v F nh v v

−
−

−
− − − −

=

= = ∑∫ ∫ , 

对上式进行换元 khu c v= ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )1e e1 1
2 1 1

1 1
, e d , d

mh mh
kh

n n
uc r r r r

kh kh kh
k k

M t F nh c u u F n k h u c u uφ
−− − − − −

= =

= = −∑ ∑∫ ∫ . 

对于 1 0mr b+ > ，我们有 

( ) ( ) ( )( )
( )

11

1

e 1
2 1

1

,
e e d

e

mhn
khmr b khb t r

n k b h
k

F nh u
M t u u

φ− +− −
−

=

= ∑ ∫ .                     (4.2) 

考虑 Q 和 ( ),F u t 的性质，上式中被积部分的分式可以简写为 

( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1

,
:

e
kh

n k kh khn k b h

F nh u
Q u Q u

φ
φ φ−−

= ↑ , 

那么立即得到 

( ) ( )
( ) ( )( )11

e 1
2 1

1
e e d

mhn
mr b khb t r

khn k h
k

M t Q u u uφ− +− −
−

=

= ∑ ∫                      (4.3) 

( ) ( )( )1
e 1

1
1
e d

mhn
mr b kh r

kh
k

Q u u uφ− + −

=

↑ ∑ ∫ .                           (4.4) 

根据 Ney et al. [4]，对 1,emhu  ∈  ，不难发现，存在常数 b 使得 

( )( ) ( )e e1 1
1 1

sup d sup d
mh mh

r r
khQ u u u Q b u uφ − −≤∫ ∫ . 

又因对任意固定的 h， ( )1

1
e

n
mr b kh

k

− +

=
∑ 收敛，故(4.2)式有界。 

现在对做 u 变量逆变换 1
khv uc−= ，利用 ( )( ) ( )1, eb sQ F s u Q u= ，类似于 Athreya 和 Ney [9]的方法，(4.4) 

式可以表示为 

( )( )( )

( )

( )( )( )

( )( )

( )

1 1
1 1

1 1

11

1
1

1

1 1

1 1

1

1
1 1
e

d ,e d

ee

e d

e d .

k h k h

kh kh

k h

kh

mnh

c cr v r
n nkhc c

b khmr b kh
k k

n c v r
c

k

v r

Q v v v Q F kh v v

Q v v

Q v v

φ
− −
− −

− −

−
−

−

−

− − −

+
= =

− −

=

− −

=

=

=

∫ ∫
∑ ∑

∑∫

∫

 

因 t nh= 的假设，我们有 ( ) ( )1
1 1

2 0
lim e e db t v r

t
M t Q v v− − −

→∞
= ∫ 。考虑到 Q 和 ( ),F u t 的性质，因此有 
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( ) ( )
1

,
et b t

F v t
Q v = , 0 1v≤ < , 

且 ( ) ( )lim tt
Q v Q v

→∞
= 成立。 

对于 0q > ， 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 11 1
2 0

lim , lim e d e d
t

v r v r
tct t

H t r M t Q v v Q v v−
− − − −

→∞ →∞
= =∫ ∫ , 

结合引理 4.1，立即得上式右端有界。再分析 0q = 的情况，先给出以下记号， 

( )( ) ( )e 1
1

d ,
mh

r
nh khQ u u u y nh khφ − =∫  

由(4.3)和(4.3)式，可以发现 

( ) ( ) ( )( )e 1
1

, : d
mh

r
khy nh kh y kh Q u u uφ −↑ = ∫ . 

接下来处理 ( ) ( )2,H t r M t 。根据(4.2)式，可以写出 

( ) ( )
( ) ( )( )1

1

1
2

0

e ,
,

e d

n
mr b kh

k
t b r

y n k h kh
H t r M t

cτ τ τ

− +

=

− −

−
=
∑

∫
, 

对分子部分做恒等变换， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1

1 1 1
e , e , e

n n n
mr b kh mr b kh mr b kh

k k k
y n k h kh y n k h kh y kh y kh− + − + − +

= = =

− = − − +∑ ∑ ∑ , 

利用引理 4.1 中的结论，易得上式的第一项收敛到 0，根据控制收敛定理，立即证得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

1 1
1 e 1

2 0 1
1

e 1
1

lim , lim e e d d

1 d .

mh

mh

n tmr b kh b r r
kht t k

r

H t r M t c Q u u u

Q u u u
h

τ
τ τ φ

φ

−
− + − − −

→∞ →∞ =

−

=

=

∑ ∫ ∫

∫
 

我们使用同样的方法处理当 0q < 时的 ( ) ( )2,H t r M t 。写出 ( ) ( )2,H t r M t 的表达式，令 t nh= ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
1

1 1 1
2 e

1
, , e d ,e dk h

mt
kh

n cr v r r v r
t nh c

k
H t r M t c F t v v c F nh v v

−
−

− −
− − − −

=

= = ∑∫ ∫ . 

作变量替换 khu vc= 后，上式等价于 

( ) ( ) ( )
( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

1

e 1
2 1

1

e 1
1

1

e e1 1
1 1

1 1

, , e d

, ,e d

, d , d .

mh
kh

mh
kh

mh mh

rn
uc rnh

r
k kh

ucr r
jh

j

r r r r
jh jhn j h

j j

c
H t r M t F nh u u

c

c F jh F n j h u u

c F jh u u u c F jh u u uφ φ

−

−

− −

=

∞
− −

=

∞ ∞
− −

−
= =

=

= −

= ↑

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∑∫ ∫

 

当 t →∞时，最后一步成立.再利用[10]中的泛函方程 ( ) ( )( )e ,mt s F t sφ φ= ， 

我们得到 

( )( ) ( )e e1 1
1 1

1 1
, d e d

mh mh
r r r mjh r
jh jh

j j
c F jh u u u c u u uφ φ

∞ ∞
− −

= =

=∑ ∑∫ ∫ , 
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其中 ( ) ( )0e | 1sWs E Zφ −= = 。最后，通过取 jhv c v= 可以得到 ( ) ( ) ( ) 1
2 1

, drH t r M t v v vφ
∞ −= ∫ 。由利用夹逼定

理，当 0q > 时，结论得证。 

引理 4.4 ( ( )3M t 的渐近行为) (a)若 0q > ，则 ( ) ( ) ( )1
1

3lim , e d
t

v r
ct

H t r M t Q v v−

∞ − −

→∞
= ∫ 。 

(b) 若 0q ≤ ，则 ( ) ( )3lim , 0
t

H t r M t
→∞

= 。 

证明 (a)当 0q > ，由 Q 性质 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 1 1

lim , lim e d e dv r v r
tt t

H t r M t Q v v Q v v
∞ ∞− − − −

→∞ →∞
= =∫ ∫ . 

(b) 当 0q = ， ( ) ( )
( )

1

1
1

3

e d
lim , 0

e d

v r
t

b t rt

Q v v
H t r M t

cτ τ

∞ − −

− −→∞
= =∫

。 

当 0q < ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 1

, e e d 0mr b t v r
tH t r M t Q v v

∞+ − −= →∫ , t →∞ . 

结合引理 4.2~4.4，定理 3.1 得证。 
现在证明定理 3.2.根据条件概率公式，可把(3.3)式的目标概率分解为 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )

1

1

e e

, ,

, .

ms ms

j

r

j

r

Z t s Z t s
P P Z t j P Z t j

Z t j

P Z t j s j j

K r j

ε ε

ψ ε

ε

∞

=

∞
−

=

−

   + +
− > = − > = =        

= =

≤

∑

∑  

应用定理 3.1 的结论，(3.3)式得证，同理可得(3.4)式。 
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