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摘  要 

本文运用Nevanlinna值分布论研究了有穷级亚纯函数与其差分算子分担函数的问题，得到了如下结果。

设 ( )f z 是有穷级超越亚纯函数， ( )( ) ( )/ ,a z b z≡ ∞ 是 ( )f z 的Borel例外函数且 ( ) ( ) ( ),a z b z S f∈ ，其中

( )a z 是满足 ( )( ) 1a zρ < 的亚纯函数。令η 是满足 ( ) / 0f zη∆ ≡ 的非零常数。如果 ( )f z 和 ( )f z∆η  CM分

担 ( ) ( ),a z b z∆η ，那么， ( ) 0a z = ， ( )b z = ∞， ( ) eAzf z B= ，其中 ,A B 是非零常数。本文是对陈创鑫和

张然然结果的改进和推广。 
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Abstract 
In this paper, we study the uniqueness of meromorphic functions by Nevanlinna value distribution 
theory and obtain the following result. Let ( )f z  be a transcendental meromorphic function of fi-

nite order and ( ) ( )( )a z S f∈ , ( ) ( )( )b z S f∈  be a Borel exceptional function of ( )f z , where
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( )( )/a z ≡ ∞  is a meromorphic function satisfying ( )( ) 1a zρ < . Let η  be a nonzero constant satis-

fying ( ) / 0f z∆ ≡η . If ( )f z  and ( )f z∆η  share ( ) ( ),a z b z∆η  CM, then ( ) 0a z = , ( )b z = ∞ , 

( ) eAzf z B= , where ,A B  are non-zero constants. Our result is an improvement of the theorem 
given by Chen and Zhang. 
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1. 引言及主要结果 
本文中，亚纯函数均指整个复平面上的亚纯函数。以下将使用 Nevanlinna 值分布理论的标准符号

( ) ( ) ( ), , , , ,T r f m r f N r f  [1] [2] [3]。定义记号 ( ),S r f 表示满足 ( ) ( )( ), ,S r f o T r f= 的任何函数 f，其中

r →∞且可能除去 r 的一个有穷对数测度集。如果开平面上的另一个亚纯函数 ( )a z 满足 

( )( ) ( ), ,T r a z S r f= ，则称 ( )a z 是 ( )f z 的小函数，且将 ( )f z 的小函数集合记为 ( )S f 。设 ( )F z 和 ( )G z

是两个非常数亚纯函数，b 是复数。定义 ( )F z 和 ( )G z CM 分担 b 指的是 ( )F z b− 和 ( )G z b− 有相同的零

点且每个零点的重级也相同， ( )F z 和 ( )G z CM 分担∞指的是 ( )F z 和 ( )G z 有相同的极点且每个极点的

重级也相同。类似地，我们定义 ( )F z 和 ( )G z CM 分担小函数 ( )b z ，其中 ( ) ( ) ( )b z S F S G∈ ∩ 。 

设 ( )f z 是非常数亚纯函数，它的级定义为 

( ) ( )log ,
lim .

logr

T r f
f

r
ρ

+

→∞
=  

设 ( )a z 是亚纯函数， ( )f z 是级为 ( )fρ 的超越亚纯函数。若 

( )

1log ,
lim ,

logr

N r
f a

f
r

ρ

+

→∞

 
 −  <  

那么当 ( ) 0fρ ≥ 时， ( )a z 是 ( )f z 的 Borel 例外函数，如果 ( )a z = ∞，定义中
1,N r

f a
 
 − 

被 ( ),N r f

替代，此时∞是 ( )f z 的 Borel 例外值。 

设 ( )f z 是亚纯函数，定义其差分算子为 ( ) ( ) ( )f z f z f zη η∆ = + − 和 ( ) ( )( )1k kf z f zη η η
−∆ = ∆ ∆ ， Nk ∈

且 2k ≥ ，其中η是非零常数。 ( )f zη∆ 被视为 ( )f z′ 的差分模拟。 

1935 年，Csillag 研究了整函数关于导数的唯一性问题，证明了定理 A。 
定理 A [4] 设 ( )f z 是非常数整函数， ,m n 是两个相互判别的正整数。如果 ( ) 0f z ≠ ， ( ) ( ) 0mf z ≠ ，

( ) ( ) 0nf z ≠ ，那么 ( ) eaz bf z += ，其中 ( )0 ,a b≠ 是常数。 

后来，Tumura 改进了定理 A，得到了定理 B。 
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定理 B [5] 设 ( )f z 是非常数整函数， ( )2m ≥ 是正整数。如果 ( ) ( ) ( )0, 0mf z f z≠ ≠ ，那么 ( ) eaz bf z += ，

其中 ( )0 ,a b≠ 是常数。 

近年来，复差分方程的亚纯解，复差分算子的值分布和唯一性问题成为了复分析领域的研究热点。

Halburd-Korhonen [6] [7]和 Chiang-Feng [8]分别建立了对数导数引理的差分模拟，这为复差分算子的值分

布理论和唯一性理论的研究提供了强有力的工具，也使该领域的研究工作取得了重大的突破。目前，该

领域已取得丰富的研究成果。 
2013 年，陈宗煊得到了关于定理 B 的差分模拟，证明了定理 C。 
定理 C [9] 设 ( )f z 是有穷级超越整函数，c 是非零常数，n 是正整数。如果 ( ) 0f z ≠ ， ( ) 0n

c f z∆ ≠ ，

那么 ( ) eaz bf z += ，其中 ( )0 ,a b≠ 是常数。 

后来，陈创鑫和陈宗煊将定理 C 推广到亚纯函数，得到了定理 D。 
定理 D [10] 设 ( )f z 是有穷级超越亚纯函数， ( )0 ,a b≠ 是两个相互判别的复数且是 ( )f z 的 Borel 例

外值，c 是满足 ( ) 0c f z∆ ≡/ 的非零常数。如果 ( )f z 和 ( )c f z∆ CM 分担 ,a b ，那么， 0a = ， b = ∞，

( ) eAz Bf z += ，其中 ( )0 ,A B≠ 是常数。 

2021 年，陈创鑫和张然然研究了关于有穷级整函数的两个差分算子的分担函数问题，证明了定理 E： 
定理 E [11]设 ( )f z 是有穷级超越整函数且满足 ( )( ) ( )f a z fλ ρ− < ，其中 ( ) ( )( )a z S f∈ 是满足

( )( ) 1a zρ < 的整函数。令η是满足 ( )2 0f zη∆ ≡/ 的常数。如果 ( )2 f zη∆ 和 ( )f zη∆ CM 分担 ( )a zη∆ ，其中

( ) ( )( )2a z S f zη η∆ ∈ ∆ ，那么， ( ) ( ) eAzf z a z B= + ，其中 A，B 是非零常数， ( )a z 退化成常数。 

本文针对定理 E，提出猜想：若 ( )f z 是亚纯函数，是否存在类型的结果？通过讨论，得到了以下的

结果。 
定理 1.1 设 ( )f z 是有穷级超越亚纯函数， ( )( ) ( ),a z b z≡ ∞/ 是 ( )f z 的 Borel 例外函数且

( ) ( ) ( ),a z b z S f∈ ，其中 ( )a z 是满足 ( )( ) 1a zρ < 的亚纯函数，设η是满足 ( ) 0f zη∆ ≡/ 的非零常数。如果

( )f z 和 ( )f zη∆ CM 分担 ( ) ( ),a z b zη∆ ，那么， ( ) 0a z = ， ( )b z = ∞， ( ) eAzf z B= ，其中 A，B 是非零常

数。 
下面给出两个例子来说明定理 1.1 的适用性。 
例 1.2 设 ( ) eAzf z B= ， 其 中 A ， B 是 非 零 常 数 ， 当 非 零 常 数 η 满 足 e 1Aη ≠ 时 ，

( ) ( )e e 1 0Az Af z B η
η∆ = − ≠ ，即 ( )f z 和 ( )f zη∆ CM 分担 0,∞，这说明定理 1.1 是非空的。 

例 1.3  设 ( ) ( )e eh zzf z = ，其中， ( ) 2e zh z = 是非常数整函数，且满足 ( ) ( )h z h z c= + ，η 是满足

( )e 1 0η − ≠ 的非零常数，那么 ( ) ( ) ( )e e e 1 0h zzf z η
η∆ = − ≠ ，即 ( )f z 和 ( )f zη∆ CM 分担 0,∞，这说明定理 

1.1 对无穷级超越亚纯函数是不适用的。 
由定理 1.1 可以得到推论 1.4。易知，推论 1.4 是对定理 E 的改进。 
推论 1.4 设 ( )f z 是有穷级超越整函数且满足 ( )( ) ( )f a z fλ ρ− < ，其中 ( ) ( )( )a z S f∈ 是满足

( )( ) 1a zρ < 的整函数。令η 是满足 ( ) 0f zη∆ ≡/ 的常数。如果 ( )f z 和 ( )f zη∆ CM 分担 ( )a zη∆ ，那么

( ) 0a z = ， ( ) eAzf z B= ，其中 A，B 是非零常数。 

2. 定理证明所需要的引理 
引理 2.1 [12] 设 g 是级小于 1 的超越亚纯函数，h 是正常数，则存在一个 ε 集 E，使得当 z →∞且

\z E∈C 时，对满足 c h≤ 的所有 c 都有如下式子成立： 
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( )
( )

( )
0, 1.

( )
g z c g z c
g z c g z
′ + +

→ →
+

 

引理 2.2 [6] [8] 设 g 是具有有穷 ρ 级的非常数亚纯函数，η是非零有穷复数，那么 

( )
( ) ( ), , .

g z
m r S r g

g z
η +

=  
 

 

对任意的 0ε > ，可以得到 

( )
( )

( )( )1, .gg z
m r O r

g z
ρ εη − + +

=  
 

 

引理 2.3 [13] 设 g 是亚纯函数，k 是正整数，c 是非零有穷复数。如果 0k
c g∆ ≡ ，那么要么 ( ) 1gρ ≥ ，

要么 g 是满足 deg 1g k≤ − 的多项式。 

引理 2.4 [1] [2] [3] [14] 设 f 是一个非常数亚纯函数， 1 2 3, ,a a a  (其中一个可能为∞ )是 f 的三个相互判

别的小函数，那么 

( ) ( )
1 2 3

1 1 1, , , , , .T r f N r N r N r S r f
f a f a f a

    
≤ + + +    − − −     

 

引理 2.5 [2] [15] 设 ( ) ( ) ( )1 , , , 2nf z f z n ≥ 是亚纯函数， ( ) ( ) ( )1 , , , 2ng z g z n ≥ 是整函数，满足下列

各条件： 

(i) ( ) ( ){ }
1

exp 0
n

j j
j

f z g z
=

=∑ ； 

(ii) 当1 j k n≤ < ≤ 时， ( ) ( )j kg z g z− 不是常数； 
(iii) 当1 j n≤ ≤ ，1 h k n≤ < ≤ 时， 

( ) { }( ){ }, , exp , , ,j h kT r f T r g g r r Eο= − →∞ ∉  

其中 ( )1,E ⊂ ∞ 具有有限性测度或对数测度。 

则 ( ) ( )0 1, ,jf z j n≡ =  。 

接下来，我们将叙述 Clunie 引理的差分模拟，它在定理 1.1 的证明中起着重要的作用。 
引理 2.6 [16] 设 g 是差分方程 

( ) ( ) ( ), , ,U z g P z g Q z g=  

的有穷 ρ 级超越亚纯解，其中 ( ) ( ) ( ), , , , ,U z g P z g Q z g 是差分多项式且满足 ( )deg ,U z g n= ，并且

( )deg ,Q z g n≤ 。更进一步地，假设 ( ),U z g 仅有一项取得最高次数。那么，对任何 0ε > ，有 

( )( ) ( ) ( )1, , , ,m r P z g O r S r gρ ε− += +  

至多除去一个有穷对数测度集。 
引理 2. 7 设 ( )f z 是有穷级超越亚纯函数，∞是 ( )f z 的 Borel 例外值， ( )a z 是 ( )f z 的 Borel 例外函

数，其中 ( ) ( )( )a z S f∈ 是满足 ( )( ) 1a zρ < 的亚纯函数。如果对于满足 ( ) 0f zη∆ ≡/ 的非零常数η，D 有 

( ) ( )
( ) ( )

f z a z
D

f z a z
η

η η

− ∆
=

∆ −∆
成立，                              (1) 
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那么， ( ) eAzf z B= ，其中 A，B 是非零常数。 

证明：因为 ( )f z 是有穷级超越亚纯函数，∞是 ( )f z 的 Borel 例外值， ( )a z 是 ( )f z 的 Borel 例外函

数，由 Hadamard 分解定理可得 

( ) ( ) ( ) ( )e ,p zf z a z B z= +                                 (2) 

其中 ( )p z 是非常数多项式， ( )B z 是满足 ( ) ( ), ,N r B S r f= 的亚纯函数，且 ( ) ( )degB k p fρ ρ< = = 。 

把(2)带入(1)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e 2

e e

2 e e 1 .

p z

p z p z

p z p z p z

B z a z a z
D

B z B z

a z a z DB z D B z

η

η

η

η

η η

+

− + −

+ − +
=

+ −

− + = + − +

                 (3) 

下面将证明分成以下三个步骤。 
步骤 1：证明 ( ) 0a z = 。 

如果(3)中 ( ) ( )2 0a z a z η− + ≡/ ，比较(3)两边的级，矛盾，因此 

( )
( )

2.
a z

a z
η+

≡                                      (4) 

下证 ( )a z 是常数。假设 ( )a z 是非常数亚纯函数，由引理 2.1，可知存在一个 ε 集 0E ，使得当 z →∞

且 0\z E∈C 时，有
( )
( )

1
a z

a z
η+

→ 成立，这与(4)矛盾，因此 ( )a z 是常数。结合(4)，有 ( ) 0a z = ，所以

( ) ( ) ( )e p zf z B z= 。 

步骤 2：证明 ( ) deg 1f pρ = = 。 

假设 ( ) deg 2f p kρ = = ≥ 。断言 1D ≠ − ，若 1D = − 由(1)与 ( ) 0a z = 可得 ( ) 0f z η+ ≡ ，这显然是矛盾

的。此时，由(3)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
1

e ,p z p z D B z
DB z

η

η
+ − +

=
+

 

由上式可得
( )

( )
B z

B z η+
是非零整函数。由引理 2.2，可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1
,e ,

, , e

, , e

,e ,

p z p z

p z p z

p z p z

p z p z

D B z
T r T r

DB z

B z
T r S r

B z

B z
m r S r

B z

S r

η

η

η

η

η

η

η

+ −

+ −

+ −

+ −

 +
=   + 

 
= +  + 

 
= +  + 

=

 

这是矛盾的。因此， ( ) deg 1f pρ = = ， ( ) ( ) ( )0
1e eAz A Azf z B z B z+= = ，其中 ( ) 00 ,A A≠ 是常数，

( ) ( ) 0
1 eAB z B z= 是满足 ( ) ( )1 1B fρ ρ< = 的亚纯函数。 

步骤 3：证明 ( )1B z 是非零常数。 
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把 ( ) ( )1 eAzf z B z= 代入(1)，可以得到 

( )
( )

1

1

1 .
eA

B z D
B z D η

η+ +
=                                    (5) 

由引理 2.1，可知存在一个 ε 集 1E ，使得当 z →∞且 1\z E∈C 时，有
( )
( )

1

1

1
B z

B z
η+

→ 成立，即(5)中常

数
1 1

eA

D
D η

+
= ，可得 ( )1 0B zη∆ ≡ 。因此，由 ( )1 1Bρ < 和引理 2.3 可知， ( )1B z 是非零常数。 

综上，引理 2.7 得证。 

3. 定理 1.1 的证明 

定理的证明将分成以下两种情形进行讨论： 
情形 1： ( ) ( ),a z b z 都不取∞。 
由 ( ) ( ),a z b z 是 ( )f z 的 Borel 例外函数与 Hadamard 分解定理，可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )e ,p zf z b z

z
f z a z

α
−

=
−

                                (6) 

其中 ( )zα 是满足 ( ) ( )fρ α ρ< 的亚纯函数， ( )p z 是满足 ( )deg p fρ= 的非常数多项式，因此，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , e , , , e , .p pT r S r T r f T r S r fα = = +   

由(6)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .

e 1p z

a z b z
f z a z

zα

−
= +

−
 

因此， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2

e 1 e 1

e 1 e 1

e 1 e 1

e 1 e 1

e 1 e 1 e 1 e 1

e

p z p z

p z p z

p z p z

p z p z

p z p z p z p z

p z p z

f z f z f z

a z b z a z b z
a z a z

z z

a z a z z z

z z

a z b z z z a z b z

z z z z

A z A z

η

η

η

η

η

η η

η

η

η η
η

α η α

η α η α

α η α

η η α α η

α η α α η α

+

+

+

+

+ +

+ +

∆ = + −

   + − + −
=  + +  −  + 
   + − −   

+ − + − −
=

+ − −

+ − + − + − −
+ +

+ − − + − −

+
=

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

3

2

1 2 3

2

1 2 3

e e

e e e 1

e e
.

e e

p z p z

p z p z p z p z

p z p z

p z p z

A z b z b z

z z z z

B z B z B z

C z C z C z

η

η η

η

α α η α η α

+

+ + +

+ + + −

+ − + − +

+ +
=

+ +

 

其中， 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

2

3

1

2

3

e ,

e ,

,

e ,

e ,

1.

p z p z

p z p z

p z p z

p z p z

B z a z a z z z

B z b z a z z a z b z z

B z b z b z

C z z z

C z z z

C z

η

η

η

η

η α α η

η α η η α

η

α α η

α η α

+ −

+ −

+ −

+ −

= + − +

= − + + + − +

= + −

= +

= − + −

=

 

类似可得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2

1 2 3

2

1 2 3

e e
,

e e

p z p z

p z p z

D z D z D z
f z b z

C z C z C z
η

+ +
∆ − =

+ +
                     (7) 

易知 ( )1B z ， ( )2B z ， ( )3B z ， ( )1C z ， ( )2C z ， ( )3C z ， ( )1D z ， ( )3D z ， ( )3D z 都是 ( )e p z
的小函数。 

由(7)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )2

1 2 3

1 1, , , e .
e e

p z

p z p z
N r N r S r

f z b z D D Dη

 
   = +    ∆ −    + + 

               (8) 

运用引理 2.4 以及(8)，可得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2

1 2

2 2

1 2 3 1 2

2

1 2

1 2

2 ,e , e e ,e

1 1, ,
e e e e

, e e ,e

1 1, , , e
e

1, ,e

p z p z p z p z

p z p z p z p z

p z p z p z

p z
p z

p z

T r T r D D S r

N r N r
D D D D D

N r D D S r

N r N r S r
f z b z D D

N r T r S r
f z b z

η

η

 = + + 
 

   
   ≤ +   
   + + +   
 + + + 
 

   
≤ + +     ∆ − +  

 
≤ + +  ∆ − 

( )( ), e .p z

                  (9) 

由(9)以及 ( )f z 和 ( )f zη∆ CM 分担 ( )b z ，可得 

( )( ) ( ) ( )
( )( )1,e , ,e ,p z p zT r N r S r

f z b z
 

≤ +  − 
 

故 ( )( ) ( ) ( )( )f z f z b zρ λ≤ − ，这与 ( )b z 是 ( )f z 的 Borel 例外函数矛盾。 

情形 2： ( )a z ≡ ∞/ ， ( )b z = ∞。 

因为 ( )f z 是有穷级超越亚纯函数且∞是 ( )f z 的 Borel 例外值， ( )a z 是 ( )f z 的 Borel 例外函数，根

据 Hadamard 分解定理可得 

( ) ( ) ( ) ( )e ,p zf z a z B z= +  

其中 ( )p z 是非常数多项式， ( )B z 是满足 ( ) ( ), ,N r B S r f= 的亚纯函数，且 ( ) ( )degB k p fρ ρ< = = 。 
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由 ( )f z 和 ( )f zη∆ CM 分担 ( ) ,a zη∆ ∞，可得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )e 2
e ,

e e

p z
q z

p z p z

f z a z B z a z a z
f z a z B z B z

η
η

η η

η

η +

− ∆ + − +
= =

∆ −∆ + −
                   (10) 

其中 ( )q z 是多项式。 
断言 ( )deg 0q z = 。由反证法，不妨假设 ( )deg 1q z s= ≥ 。则 

( )
( )

1
1 0

1
1 0

,

,

k k
k k

s s
s s

p z a z a z a

q z b z b z b

−
−

−
−

= + + +

= + + +





 

其中 s k≤ ， ( ) ( )1 0 1 00 , , , , 0 , , ,k k s sa a a b b b− −≠ ≠  都是常数。 

子情形 2. 1：1 s k≤ = 。 
将多项式 ( ) ( ),p z q z 的首项系数分成两种情况来讨论。 

当 k ka b= − 时，由(10)可得  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e 2 ,p z p z q z p z q zB z B z B z a z a zηη η+ + += + − + + −               (11) 

其中 ( ) 0B z ≡/ ，比较(11)两边的级，这显然是矛盾的。 

当 k ka b≠ − 时，由(10)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0e 2 e e e 0,p z p z p z q zB z a z a z B z B z ηη η− + −+ − + + − + =            (12) 

设 ( )1f B z= ， ( ) ( )2 2f a z a z η= − + ， ( ) ( ) ( ) ( )
3 e p z p zf B z B z ηη + −= − + ，

 
其中 ( ) ( ) ( )deg deg degif k p f q q pρ ρ< = = = = + ， 

且 ( ) ( ){ }, , eq p
iT r f T rο += ， ( ) ( ){ }, , eq

iT r f T rο= ， ( ) ( ){ }( ), , e 1,2,3p
iT r f T r iο= = 。对(12)运用引理

2.5，可得 1 0f ≡ ，即 ( ) 0B z ≡ ，矛盾。 

子情形 2.2：1 s k≤ < 。 
由(10)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e 2 e e e

2 e e e .

p z p z p z q z

p z p z p z q z q z

B z a z a z B z B z

a z a z B z B z B z

η

η

η η

η η

+

− + − +

+ − + = + −

− + = + − −
             (13) 

断言 ( ) ( )2 0a z a z η− + ≡ ，若 ( ) ( )2 0a z a z η− + ≡/ ，通过比较(13)两边的级，可以得到矛盾。下面，

把 ( ) ( )2 0a z a z η− + ≡ 代入(13)，可得 

( )
( )

( ) ( ) ( )e 1 e .p z p z q zB z
B z

ηη + − −+
= +                              (14) 

当1 1 deg 1s k p≤ < − = − 时，由引理 2.2，可知存在 0ε > ，使得对满足 z r= →∞的所有 z，都有 

( )
( )

( )
( )

( )( )1, , .BB z B z
T r m r O r

B z B z
ρ εη η − +   + +

= =      
   

 

那么整函数
( )
( )

B z
B z

η+
与 ( )1 e q z−+ 都是 ( ) ( )e p z p z−

的小函数。对(14)运用引理 2.6，有 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

deg 1 1

, e ,e

,e

,e ,

p z p z p z p z

p z p zp

p z p z

T r m r

O r S r

S r

η η

ηε

η

+ − + −

+ −− − +

+ −

=

= +

=

 

这是矛盾的。当1 1 deg 1s k p≤ = − = − 时，由(14)，可以得到 

( ) ( )
( )

( ) ( )e e 1.q z p z p zB z
B z

ηη− + −+
= −                               (15) 

分析可知
( )
( )

B z
B z

η+
是不恒等于 0 的整函数，因此(15)式右边的函数存在无穷多个零点，但(15)式左边 

的函数没有零点，矛盾。 
综合上述两种子情形，有 ( )deg 0q z = 。因此，由(10)与引理 2.7，定理 1.1 得证。 
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