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摘  要 

本文主要研究了复数域上不超过三阶的特殊线性李超代数的型心与拟型心。应用解方程组的方法，分别

在奇变换和偶变换两种情况下完全确定这些李超代数型心与拟型心的矩阵表示。 
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Abstract 
In this paper, we study the centroids and quasicentroids of special linear lie superalgebras of no 
more than third order over the complex number field. By the methods of solving equations, matrix 
representations of centroids and quasicentroids for these lie superalgebras are determined in the 
case of odd and even transformations respectively. 
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1. 引言 

作为超流形的数学模型，李超代数在理论物理和其它数学领域都有着重要的意义[1] [2] [3] [4]。型心

和拟型心作为重要的李超代数上的映射，其在双导子的研究中起到关键的作用[5]。文献[6]证明了李超代

数的拟型心保持诣零根不变。在文献[7]中具体研究了一般线性李超代数一类子代数的型心与拟型心。在

文献[8]中作者给出并研究了一类 Jordan-李代数的型心。文献[9]证明了复单李超代数的型心是常数阵或其

平方是常数阵，且型心与拟型心相同，但未研究具体给定单李超代数的型心与拟型心。本文将主要研究

不超过 3 阶(即)复特殊线性李超代数的型心与拟型心的矩阵表示。由李超代数的 Schur 引理[2] [10]可知，

( ),0sl m ， ( )0,sl n 的型心和拟型心矩阵均为常数阵，因此本文只需研究 m 和 n 非零的情况。 
本文结构如下：第一部分是预备知识，介绍了本文用到的一些基本概念及符号。第二部分得到了

( )1,1sl 的型心与拟型心的矩阵表示。第三部分得到了 ( )1,2sl 的型心与拟型心的矩阵表示。第四部分类比

( )1,2sl 的求解方法推导出 ( )2,1sl 的型心与拟型心。 

2. 基础知识 

定义 2.1 设 { }2 0, 1Z = 为模 2 剩余类环，则复数域上的 2Z -阶化线性空间 0 1L L L= ⊕ 称为李超代数，

若对其上定义的双线性二元运算[,]满足： 
1) 超反对称性： [ ] ( ) ( ) ( ) [ ], 1 ,d x d yx y y x= − −  

2) 超莱布尼茨公式： [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) [ ], , , , 1 , ,d x d yx y z x y z y x z     = + −      ， 

其中 , ,x y z 是李超代数中的 2Z -齐次元素， ( ) ( ),d x d y 分解为 ,x y 的 2Z -阶化次数。 

注：超莱布尼茨公式移项整理后就是超雅各比恒等式，李超代数也称为 2Z -阶化李代数。 
由特殊线性李超代数 ( ),sl m n 的定义[2] [3]可验证 ( )12 21 11 22, ,e e e e+ 是 ( )1,1sl 的一组基， 

( ) ( )12 13 21 23 31 32 11 22 22 33, , , , , , ,e e e e e e e e e e+ − 是 ( )1,2sl 的一组基， 

( ) ( )12 13 21 23 31 32 11 22 22 33, , , , , , ,e e e e e e e e e e− + 是 ( )2,1sl 的一组基， 

其中 ije 表示第 i 行第 j 列的元素为 1，其余位置为 0 的方阵。为简便本文称这三组基为对应代数的标

准基。 
定义 2.2 设 L 是复李超代数，则称 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2| , , 1 , , , ,d x d fL f End L f x y f x y x f y x y L Zθ θ θΓ = ∈ = = − ∈ ∈        

为 L 上的 2Z -阶化型心；称 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2| , 1 , , , ,d x d fQ L f End L f x y x f y x y L Zθ θ θΓ = ∈ = − ∈ ∈        

为 L 上的 2Z -阶化拟型心，其中 ( )End Lθ 表示所有 L 中 2Z -阶化线性变换的集合。 

注：对任意 ( )f End Lθ∈ ，若 0θ = ，则称 f 为偶变换，即 ( ) 0d f = ；若 1θ = ，则称 f 为奇变换，即

( ) 1d f = 。 

命题 2.3   设 f 是李超代数上的线性变换，则 f 在一组基上的矩阵表示式为： 
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注：当 f 表示型心时，由元素 ijk 组成的矩阵即是型心矩阵表示法；当 f 表示拟型心时，由元素 ijk 组

成的矩阵即是拟型心矩阵表示法。 

3. ( )1,1sl 型心与拟型心的矩阵表示 

引理 2.1   设 f 是 ( )1,1sl 线性变换，则 f 在 ( )1,1sl 的标准基上的线性变换为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

31

21 11 22

11 22 11 22

12 11 12 21 21 11 22

12 12 22 21 32

13 12 23 21 33

e e e

e e e e

f e k e k e k e e

f k e k e k

f k e k e k

+

+ +

= + + +

= + +

= + +

 

定理 3.2 若 ( )1,1sl 的拟型心偶变换，则其在标准基上的矩阵为： 

0
0

0 0

a
b

c

λ
λ

 
 
 
 
 

 

其中 , , ,a b c λ为任意的复数。 
证明：设偶变换为 f 是 ( )1,1sl 的拟型心，根据拟型心的定义分别用 12e ， 21e ， ( )11 22e e+ 代替定义中

的 ,x y 进行运算。当 12 21,x e y e= = 时， ( )12f e 与 21e 的情况为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 21
12 21 12 21 21 12 12 21 21 12 11 11 31 21 11 22, 1 2d f e d ef e e f e e e f e f e e e f e k e k e k e= − − = + = + +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )12 21
12 21 12 21 21 12 12 21 21 12 22 11 32 12 22 22, 1 2d e d f ee f e e f e f e e e f e f e e k e k e k e= − − = + = + +    

又因为 ( ) ( )12 21 12 21, ,f e e e f e=       ，所以通过比较系数可得： 11 22 31 32, 0, 0k k k k= = = 。 

其他情况同理可得 13 230, 0k k= = 。 
类似的，可得 f 是奇变换即 ( ) 1d f = 的情况。 

定理 3.3 若 ( )1,1sl 的拟型心是奇变换，则其在标准基上的阵为： 

0
0
0

a
b
c d

λ
λ

 
 − 
 
 

 

其中 , , , ,a b c d λ 为任意的复数。 
定理 3.4 若 ( )1,1sl 的型心是偶变换，则其在标准基上的矩阵为： 

0
0

0 0

c d
f c

h

 
 
 
 
 

 

其中 , , ,c d f h为任意的复数。 
证明：设 ( )1,1sl 的型心 f 是偶变换，根据定义当 12 21,x e y e= = 时，有： 
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[ ] ( ) ( ) ( )12 21 11 22 12 21 11 11 11 22 31 21 11 22, , 2f e e f e e f e e k e k e k e c e e= + = = + + = +    

所以 11 31, 0k c k= = ，其他情况同理可得 22 32, 0k c k= = 。 

同理，根据 f 为奇变换定义运算可得型心矩阵。 
定理 3.5 若 ( )1,1sl 的型心是奇变换，则其在标准基上的矩阵为： 

0 0
0 0 0
0 0

a

d

 
 
 
 
 

 

其中 ,a d 为任意的复数。 

4. ( )sl 1,2 型心与拟型心的矩阵表示 

令 f 是 ( )1,2sl 上的一个线性变换，基为 ( ) ( )12 13 21 23 31 32 11 22 22 33, , , , , , ,e e e e e e e e e e+ − ，则可设 f 在 ( )1,2sl 的

标准基上的线性表示系数为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 11 12 21 13 31 21 41 23 51 31 61 32 71 11 22 81 22 33

13 12 12 22 13 32 21 42 23 52 31 62 32 72 11 22 82 22 33

                                                                

f e k e k e k e k e k e k e k e e k e e

f e k e k e k e k e k e k e k e e k e e

= + + + + + + + + −

= + + + + + + + + −

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 22 17 12 27 13 37 21 47 23 57 31 67 32 77 11 22 87 22 33

22 33 18 12 28 13 38 21 48 23 58 31 68 32 78 11 22 88 22 33

  
f e e k e k e k e k e k e k e k e e k e e

f e e k e k e k e k e k e k e k e e k e e

+ = + + + + + + + + −

− = + + + + + + + + −

  

定理 4.2 设 ( )1,2sl 的拟型心是偶变换，则其在标准基上的矩阵为 8Iλ 。 
证明：根据型心与拟型心的定义分别用标准基中的 ( )( )12 13 22 33, , ,e e e e− 代替定义中的 ,x y 进行运算。

当 12 13,x e y e= = 时， ( )12f e 与 13e 的情况为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

12 13
12 13 12 13 13 12 12 13 13 12

51 11 61 12 71 81 13 31 23 51 33

, 1 d f e d ef e e f e e e f e f e e e f e

k e k e k k e k e k e

= − − = +  
= + + − + +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

12 13
12 13 12 13 13 12 12 13 13 12

32 11 72 82 12 42 13 32 22 52 32

, 1

2

d e d f ee f e e f e f e e e f e f e e

k e k k e k e k e k e

  = − − = + 
= + + + + +

 

因为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12
12 13 12 13 12 13, 1 , ,d f d ef e e e f e e f e   = − =      。 

因此有 51 32 61 72 82 42 71 81 31 32 52 510, 2 , , 0, 0, 0, 0k k k k k k k k k k k k− = = + = − = = = = 。 
其他情况同理可得： 11 22 33 44 55 66 77 88k k k k k k k k= = = = = = = 其它 0ijk = 。 

定理 4.3 若 ( )1,2sl 的拟型心是奇变换，则其在标准基上的矩阵为： 

6 6 6 2

2 6 2 2

0
0
M

Q
× ×

× ×

 
  
 

 

其中， 2 2 2 4
6 6

4 2 4 4

0
0
I

M
I

λ
λ

× ×
×

× ×

 
=  − 

， 2 2

1 2
3 3

2 1
3 3

Q
λ λ

λ λ
×

 − 
 =
 − 
 

， λ 为任意的复数。 

定理 4.4 ( )1,2sl 的型心在其标准基上的矩阵为 8Iλ 。 
证明：一方面，若 ( )1,2sl 型心 f 是偶变换，则由 f 在基上的线性表示和任意两个基的方括号运算可
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以求得型心矩阵表示的各元素 ijk 。根据型心的定义，当 12 21,x e y e= = 时： 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )12 21 11 22 12 21 11 11 22 61 31 21 23 71 81 21, , 2f e e f e e f e e k e e k e k e k k e= + = = + + + + +    

比较系数可得： 11 61 21 71 81, 0, 0, 2 0k k k k kλ= = = + = 。 
其他情况同理可得： 11 22 33 44 55 66 77 88k k k k k k k k λ= = = = = = = = ， 

其它 0ijk = 。 
另一方面，若 ( )1,2sl 型心 f 是奇变换，则 ( )1,2sl 的型心在其标准基上的矩阵为零矩阵。 

5. ( )2,1sl 型心与拟型心的矩阵表示 

由于 ( )1,2sl 与 ( )2,1sl 同构，则可得 ( )2,1sl 的型心与拟型心矩阵如下： 
定理 5.1 若 ( )2,1sl 的型心与拟型心是偶变换，则其在标准基上的矩阵都为 8Iλ 。 
定理 5.2 若 ( )2,1sl 的型心与拟型心是奇变换，则其型心在标准基上的矩阵为零矩阵，拟型心在标准

基上的矩阵为： 

6 6 6 2

2 6 2 2

0
0
M

Q
× ×

× ×

 
  
 

 

其中， 4 4 4 2
6 6

2 4 2 2

0
0
I

M
I

λ
λ

× ×
×

× ×

 
=  − 

， 2 2

1 2
3 3
2 1
3 3

Q
λ λ

λ λ
×

 − 
 =
 − 
 

， λ 为任意的复数。 
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