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摘  要 

闭区间套定理是实数完备性理论中的一个重要定理，理解该定理，并掌握其证明其他结论的关键技巧和

方法对于理解实数理论都有着重要意义。首先，论文给出了闭区间套定理在实数完备性理论中六大基本

定理的等价性证明和闭区间上连续函数性质证明中的应用。其次，论文分析和总结了应用闭区间套定理

证明数学命题的特点：基于直接法或反证法，选择适当的“遗传性质”并构造闭区间套，将闭区间上的

整体性质“遗传”到每一个闭子区间，使得在所“套出的点”的局部区域上保持该性质，进而证明或者
反证相关的命题。论文的研究结论对理解闭区间套定理和实数完备性理论，掌握应用该定理证明数学分

析问题的方法，以及教学都具有较好的参考价值。 
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Abstract 
As a matter of fact, nested intervals theorem is one of the important theorems in the theory of the 
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completeness of real numbers. It is showed in this article how to use the nested intervals theorem 
to prove the results in mathematical analysis. We think the key point in proof is to choose the ap-
propriate hereditary property. Through building proper nested intervals, the overall property can 
be transferred to the local, and then the result can be proved. 
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1. 引言 

数学分析讨论的问题都是在实数范围内进行，其中实数完备性是整个数学分析的基础。所谓实数的完

备性，又称实数的连续性，从几何角度来看，是指实数充满了整个实数轴且没有“缝隙”。实数的完备性

可以从不同的角度加以刻画，通常表现为实数完备性的六大基本定理：确界原理、柯西收敛准则、单调有

界准则、闭区间套定理、聚点原理和有限覆盖定理，它们共同奠基了数学分析中实数理论的基础。众所周

知，这六大基本定理是等价的，大多数数学分析教材以其中之一为基础，采取轮流证明的方式完成其等价

性的证明。如华东师范大学数学系编的《数学分析》[1]以确界原理为基础，证明了它们之间的等价性。 
实数完备性是数学分析教学的难点，也是学生学习的难点。本文认为，在这六大基本定理中，闭区

间套定理具有易理解和易构造等特点，应用闭区间套定理能轻松地完成其余五大定理的等价证明，并且

在闭区间上连续函数性质的证明中，闭区间套定理也有很好的应用。因此，在数学分析的教学与学习中，

理解和掌握闭区间套定理的特点及其应用技巧，将闭区间套定理作为理解实数完备性理论的一个“支

点”，有助于学生突破实数完备性理论学习难点，也有助于学生抽象思维能力和问题解决能力的提高。 
本文讨论闭区间套定理在实数完备性理论中六大基本定理等价性证明中的应用，分析和总结应用闭

区间套定理的特点和关键，进而给出闭区间套定理在闭区间上连续函数性质证明中的应用。通过具体例

题的分析和证明过程，帮助学生掌握应用闭区间套定理证明相关命题的技巧，也为教师提高数学分析教

学质量提供参考。 

2. 闭区间套的定义和闭区间套定理 

定义 1 [1] 设闭区间列 [ ]{ },n na b 具有如下性质： 
i) [ ] [ ]1 1, ,n n n na b a b+ +⊃ , 1,2,n = ； 
ii) ( )lim 0n nn

b a
→+∞

− = ， 
则称 [ ]{ },n na b 为闭区间套，或简称区间套。 
定理 1 (闭区间套定理) 若 [ ]{ },n na b 是一个区间套，则在实数系中存在唯一的一点ξ ，使得 n na bξ≤ ≤ ，

1,2,n = 。 

注：闭区间套定理要求各个区间都是闭区间，才能保证定理结论的成立。如对于开区间列
10,
n

  
  
  

，

虽然满足前一个区间套着后一个区间，且
1lim 0 0

n n→+∞

 − = 
 

，但不存在属于所有开区间的公共点。 
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由闭区间套定理，容易证得如下推论： 
推论 1 若 [ ]( ), 1,2,n na b nξ ∈ =  是闭区间套所确定的点，则对任意 0ε > ，存在 0N > ，使得当 n N>

时有 [ ] ( ), ,n na b U ξ δ⊂ 。 

3. 应用闭区间套定理证明数学命题的特点 

大体上，应用闭区间套定理证明数学命题的特点是：基于直接法或反证法，选择合适的性质，构造

适当的闭区间套，通过闭区间套，将闭区间的整体性质“遗传”到每个闭子区间。在构造区间套时，第

一个闭区间所具有的性质可以传递给后面所有的闭子区间，从而使得构造出来的区间套的每个区间都具

有该性质，我们把这样的性质称为闭区间套的“遗传性质”。具体而言，应用闭区间套定理证明数学命

题，主要抓住两个特点： 
其一，构造的闭区间套必须满足“闭、缩、套”三个特征，即闭区间列 [ ]{ },n na b 满足： 
i) [ ] [ ]1 1, ,n n n na b a b+ +⊃ , 1,2,n = ； 
ii) ( )lim 0n nn

b a
→+∞

− = 。 
这是闭区间套定理应用的基本要求，它保证了闭区间列 [ ]{ },n na b ( )1,2,n =  存在唯一公共点ξ ，并

且把证明整个闭区间 [ ],a b 上的某种性质的问题归结为证明ξ 点邻域 ( ),U ξ δ 上的性质，实现整体性质向

局部性质的转化。一般采用“二分法”或“三分法”构造闭区间套。 
其二，选择闭区间上恰当的“遗传性质”。遗传性质的选择主要依据所证明问题的性质和命题的条

件，且该性质能通过闭区间套传递下去。在实际应用中，通常可选择“无数个”、“无界”、“不可数”

等作为“遗传性质”。 

4. 闭区间套定理在实数完备性理论中的应用 

本节根据闭区间套定理的应用特点证明了三个完备性等价定理，探索闭区间套定理在实数完备性理

论中的应用。 

4.1. 证明海涅-博雷尔有限覆盖定理 

定理 2 [1] (海涅-博雷尔定理) 设 H 为闭区间 [ ],a b 的一个无限开覆盖，则从 H 中可选出有限个开区

间来覆盖 [ ],a b 。 
分析 采用反证法，选择“不能被有限个开区间覆盖”作为“遗传性质”进行区间套构造。假设该闭

区间不能被有限个开区间覆盖，把该区间二等分，必有一个子区间不能被有限个开区间覆盖，再将这个

子区间二等分，重复上述过程可构造一个闭区间套。该区间套具有性质：所有区间都不能被有限个开区

间覆盖，因此，存在一个公共点，满足该公共点的邻域能够覆盖闭区间套中的某些闭区间，从而得出矛

盾。 
证明 用反证法证明。假设定理的结论不成立，即闭区间 [ ],a b 不能被 H 中的有限个开区间覆盖。记

[ ] [ ]1 1, ,a b a b= ，则不能选取 H 中的有限个开区间覆盖 [ ]1 1,a b 。 
将 [ ]1 1,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间不能被 H 中的有限个开区间覆盖，记这个子

区间为 [ ]2 2,a b ，则不能选取 H 中的有限个开区间覆盖 [ ]2 2,a b ，且 

[ ] [ ]2 2 1 1, ,a b a b⊂ ， 2 2 2
b ab a −

− = 。 

将 [ ]2 2,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间不能被 H 中的有限个开区间覆盖，记这个子

区间为 [ ]3 3,a b ，则不能选取 H 中的有限个开区间覆盖 [ ]3 3,a b ，且 
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[ ] [ ]3 3 2 2, ,a b a b⊂ ， 3 3 22
b ab a −

− = 。 

重复上述步骤，可得一个闭区间列 [ ]{ },n na b ，满足 
1) [ ] [ ]1 1, , , 1,2,3,n n n na b a b n+ + ⊂ = ； 

2) ( )1 0,
2n n n
b ab a n−

−
− = → →∞ ； 

3) 不能选取 H 中的有限个开区间覆盖 [ ], ,  1,2,3,n na b n =   
由闭区间套定理，存在唯一的点 [ ], ,  1,2,3,n na b nξ ∈ = 。由于 H 是 [ ],n na b 的一个开覆盖，由推论 1

可知，存在邻域 ( ),U Hξ δ ⊂ ，当 n 充分大时，有 [ ] ( ), ,n na b U ξ δ⊂ 。这与闭区间列 [ ]{ },n na b 的性质(3)矛
盾，因此假设错误。命题得证。 

4.2. 证明魏尔斯特拉斯聚点定理 

定理 3 [1] [2] (魏尔斯特拉斯聚点原理) 实轴上的任一有界无限点集至少有一个聚点。 
分析 采用直接法，选择“含有无穷个点”作为“遗传性质”构造区间套。对有界无限点集 S，存在

闭区间 [ ],a b ，使得 [ ],S a b⊂ 。把区间 [ ],a b 二等分，则至少有一个子区间包含 S 中的无限个点，重复上

述步骤，得到一个闭区间套，则闭区间套中每个子区间都“遗传”了“含包含 S 中无穷个点”的性质。

由闭区间套定理可“套出”一个公共点，即为聚点。 
证明 设 S 是有界无限点集，则存在 0M > ，使得 [ ],S M M⊂ − 。记 [ ] [ ]1 1, ,a b M M= − ，则 [ ]1 1,a b 中含

有集合 S 中的无穷个点。 
将 [ ]1 1,a b 二等分为两个子区间，由于 S 是无穷点集，则至少存在一个子区间含有 S 中的无穷多个点， 

记该子区间为 [ ]2 2,a b ，则 [ ] [ ]2 2 1 1, ,a b a b⊂ ， 1 1
2 2 2

b ab a M−
− = = 。 

同理，将 [ ]2 2,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间含有 S 中的无穷多个点，记该子区间 

为 [ ]3 3,a b ，则 [ ] [ ]3 3 2 2, ,a b a b⊂ ， 2 2
3 3 2 2

b a Mb a −
− = = ， [ ]3 3,a b 含有 S 中无穷个点。 

将上述步骤重复进行下去，得到一个闭区间列 [ ]{ },n na b ，满足 
1) [ ] [ ]1 1, , ,  1,2,3,n n n na b a b n+ + ⊂ = ； 

2) ( )2 0,  
2n n n
Mb a n−− = → →∞ ； 

3) [ ],n na b 含有 S 中无穷个点， 1,2,3,n =   
由闭区间套定理，存在唯一的点 [ ], ,  1,2,3,n na b nξ ∈ = 。由推论 1 可知，存在ξ 的邻域 ( ),U ξ δ 满足：

当 n 充分大时，有 [ ] ( ), ,n na b U ξ δ⊂ ，即 ( ),U ξ δ 中含有 S 中的无穷多个点，因此ξ 为 S 的聚点。 

4.3. 证明柯西收敛准则 

定理 4 [1] [3] (柯西收敛准则) 数列{ }nx 存在极限的充要条件是对 0ε∀ > ， 0N∃ > ，当 ,n m N> 时，

有 n mx x ε− < 。 
分析 与定理 3 的证明类似，采用直接法，选择“含有无穷个点”作为“遗传性质”构造区间套。 
证明 (充分性)首先构造闭区间套。取 1ε = ，则存在自然数 0N > ，当 n N> ， 1m N= + 时有，

1n Nx x ε+− < ，于是 1 1 11n n N N Nx x x x x+ + += − + < + ， 1, 2,n N N= + + 。 
因此，对任意自然数 1,2,n = ， { }1 2max , , , ,1n N Nx x x x x≤ + 。 
记 { }1 2max , , , ,1N Nx x x x M+ = ，[ ] [ ]1 1, ,a b M M= − ，则 [ ]1 1,a b 中含有数列{ }nx 中的无穷多项。将
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[ ]1 1,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间中含有数列 { }nx 中的无穷多项，记该子区间为 

[ ]2 2,a b ，则 [ ] [ ]2 2 1 1, ,a b a b⊂ ， 1 1
2 2 2

b ab a M−
− = = 。 

再将 [ ]2 2,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间含有数列{ }nx 中的无穷多项，记该子区间 

为 [ ]3 3,a b ，则 [ ] [ ]3 3 2 2, ,a b a b⊂ ， 2 2
3 3 2 2

b a Mb a −
− = = ， [ ]3 3,a b 含有数列{ }nx 中的无穷多项。 

重复上述步骤，得到一个闭区间列 [ ]{ },n na b ，满足 
1) [ ] [ ]1 1, , ,  1,2,3,n n n na b a b n+ + ⊂ = ； 

2) ( )2 0,
2n n n
Mb a n−− = → →∞ ； 

3) [ ],n na b 含有数列{ }nx 中的无穷多项， 1,2,3,n =   
由闭区间套定理，存在唯一的点 [ ], ,  1,2,3,n na b nξ ∈ = 。由已知，对 0ε∀ > ， 1 0N∃ > ，当 1,n m N>

时，有
2n mx x ε

− < 。由闭区间套定理，对上述 0ε > ， 2 0N∃ > ，当 2n N> 时，有 [ ], ,
2 2n na b ε εξ ξ ⊂ − + 

 
。

取 { }1 2max ,N N N= ，则当 n N> 时，在 [ ],n na b 中选取 mx ，使得当m N> 时，有 

2 2n n m mx x x x ε εξ ξ ε− = − + − < + = ，于是证得 lim nn
x ξ

→∞
= 。 

(必要性证明略) 

5. 闭区间套定理在闭区间上连续函数性质证明中的应用 

本节讨论如何应用闭区间套定理证明闭区间上连续函数的性质，进一步拓展闭区间套定理的应用范

围。本节主要基于反证法，从而选择合适的“遗传性质”，并构造相应的区间套。 

5.1. 证明闭区间上连续函数的有界性定理 

定理 5 [1] 设 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，则 ( )f x 在 [ ],a b 上有界。 
证明 (反证法)假设 ( )f x 在 [ ],a b 上无界，记 [ ] [ ]1 1, ,a b a b= ，即 ( )f x 在 [ ]1 1,a b 上无界。将 [ ]1 1,a b 二等

分为两个子区间，则至少存在一个子区间，使得 ( )f x 在该子区间上无界，记该子区间为 [ ]2 2,a b ，则 

[ ] [ ]2 2 1 1, ,a b a b⊂ ， 1 1
2 2 2 2

b a b ab a − −
− = = 。 

再将 [ ]2 2,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间，使得 ( )f x 在该子区间上无界，记该子区 

间为 [ ]3 3,a b ，则 [ ] [ ]3 3 2 2, ,a b a b⊂ ， 2 2
3 3 22 2

b a b ab a − −
− = = ， ( )f x 在 [ ]3 3,a b 上无界。 

重复上述步骤，可得一个闭区间列 [ ]{ },n na b ，满足 
1) [ ] [ ]1 1, , ,  1,2,3,n n n na b a b n+ + ⊂ = ； 

2) ( )1 0,  
2n n n
b ab a n−

−
− = → →∞ ； 

3) ( )f x 在 [ ],n na b 上无界， 1,2,3,n =   
由闭区间套定理，存在唯一的点 [ ] [ ], , ,  1,2,3,n na b a b nξ ∈ ⊂ = 。由 ( )f x 在 x ξ= 连续可知，对 1ε = ，

存在 0δ > ，当 x ξ δ− < 时，有 ( ) ( ) 1f x f ξ− < ，故 ( ) ( ) 1f x f ξ< + ，即 ( )f x 在 ( ),ξ δ ξ δ− + 上有界。

当 n 充分大时，有 [ ] ( ), ,n na b ξ δ ξ δ⊂ − + ，故 ( )f x 在 [ ],n na b 上有界，矛盾。所以假设错误，即 ( )f x 在 [ ],a b
上有界。 
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5.2. 证明闭区间连续函数的零点定理 

定理 6 [1] [4] 设 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b < ，则存在 ( ),a bξ ∈ 使得 ( ) 0f ξ = 。 
证明 (反证法)假设 ( )f x 在 [ ],a b 上没有零点，即 [ ],x a b∀ ∈ ， ( ) 0f x ≠ 。 
记 [ ] [ ]1 1, ,a b a b= ，即 ( )f x 在 [ ]1 1,a b 上没有零点。由于 ( ) ( ) 0f a f b < ，不妨设 ( ) 0f a > ， ( ) 0f b < ，

即 ( )1 0f a > ， ( )1 0f b < 。 

将 [ ]1 1,a b 二等分为两个闭子区间，由于 0
2

b af −  ≠ 
 

，故至少存在一个子区间，使得 ( )f x 在这个子

区间的端点处异号，记这个子区间为 [ ]2 2,a b ，且 [ ] [ ]2 2 1 1, ,a b a b⊂ ， 1 1
2 2 2 2

b a b ab a − −
− = = ， ( )2 0f a > ，

( )2 0f b < 。 

再将 [ ]2 2,a b 二等分为两个子区间，则至少存在一个子区间， ( )f x 在这个子区间的端点处异号，记这 

个子区间为 [ ]3 3,a b ，且 [ ] [ ]3 3 2 2, ,a b a b⊂ ， 2 2
3 3 22 2

b a b ab a − −
− = = ， ( )3 0f a > ， ( )3 0f b < 。 

将上述步骤无限进行下去，得到一个闭区间列 [ ]{ },n na b ，满足 
1) [ ] [ ]1 1, , ,  1,2,3,n n n na b a b n+ + ⊂ = ； 

2) ( )1 0,  
2n n n
b ab a n−

−
− = → →∞ ； 

3) ( ) ( )0,  0n nf a f b> < ， 1,2,3,n =   
由闭区间套定理，存在唯一的点 [ ] [ ], , ,  1,2,3,n na b a b nξ ∈ ⊂ = 。 
由于 ( )f x 在 x ξ= 连续，则 ( ) ( )lim 0nn

f f aξ
→∞

= ≥ ， ( ) ( )lim 0nn
f f bξ

→∞
= ≤ ，故 ( ) 0f ξ = ，这与 ( )f x 在

[ ],a b 上没有零点矛盾，故假设错误。 
所以存在 ( ),a bξ ∈ 使得 ( ) 0f ξ = 。 

5.3. 证明闭区间连续函数的一致连续定理 

定理 7 [1] 设 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，则 ( )f x 在 [ ],a b 上一致连续。 
证明 (反证法)假设 ( )f x 在 [ ],a b 上不一致连续，则存在 0 0ε > ，对任意 0δ > ，存在 [ ],1 ,2, ,x x a bδ δ ∈ ，

虽然 ,1 ,2x xδ δ δ− < ，但有 ( ) ( ),1 ,2 0f x f xδ δ ε− ≥ 。 

分别取
1 0
n

δ = > ，则存在 [ ],1 ,2, ,n nx x a b∈ ，虽然 ,1 ,2
1

n nx x
n

− < ，但有 ( ) ( ),1 ,2 0n nf x f x ε− ≥ ， 1,2,3,n = 。

故无穷数列{ },n kx 满足，对 0n∀ > ，存在 [ ],1 ,2, ,n nx x a b∈ ，虽然 ,1 ,2
1

n nx x
n

− < ，但是 ( ) ( ),1 ,2 0n nf x f x ε− ≥ ，

1,2,3,n = 。 

记 [ ] [ ]1 1, ,a b a b= ，即 [ ]1 1,a b 含有数列{ },n kx 中的无穷多项。 
将 [ ]1 1,a b 二等分为两个闭子区间，故至少存在一个子区间，记这个子区间为 [ ]2 2,a b ， [ ]2 2,a b 含有数

列{ },n kx 中的无穷多项，且 

[ ] [ ]2 2 1 1, ,a b a b⊂ ， 1 1
2 2 2 2

b a b ab a − −
− = = 。 

再将 [ ]2 2,a b 二等分为两个闭子区间，则至少存在一个子区间，记这个子区间为 [ ]3 3,a b ， [ ]3 3,a b 含有

数列{ },n kx 中的无穷多项，且 

[ ] [ ]3 3 2 2, ,a b a b⊂ ， 2 2
3 3 22 2

b a b ab a − −
− = = 。 
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将上述步骤无限进行下去，得到一个闭区间列 [ ]{ },n na b ，满足 
1) [ ] [ ]1 1, , ,  1,2,3,n n n na b a b n+ + ⊂ = ； 

2) ( )1 0,  
2n n n
b ab a n−

−
− = → →∞ ； 

3) [ ],n na b 含有数列{ },n kx 中的无穷多项， 1,2,3,n =   
由闭区间套定理，存在唯一的点 [ ] [ ], , ,  1,2,3,n na b a b nξ ∈ ⊂ = 。 

由于 ( )f x 在 x ξ= 连续，则对上述 0 0ε > ，存在 0δ > ，当 x ξ δ− < 时，有 ( ) ( ) 0

2
f x f εξ− < 。 

当 n 充分大时，有 [ ] ( ), ,n na b ξ ε ξ ε⊂ − + ，且
1

2n
δ

< 。 

在 [ ],n na b 中取出 ,1nx ， ,2nx ，则 ( ),1 ,2, ,n nx x ξ ε ξ ε∈ − + ，于是有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2 ,1 ,2 0n n n nf x f x f x f x f x f xξ ξ ε− ≤ − + − < ，这与 ( ) ( ),1 ,2 0n nf x f x ε− ≥ 矛盾。故假设错误，

于是 ( )f x 在 [ ],a b 上一致连续。 

6. 结论 

上文，我们利用闭区间套定理证明了实数完备性理论中的定理和数学分析中的一些重要的定理。通

过上述各命题的证明过程，可以总结出一些利用闭区间套定理证明数学命题的规律和步骤[5]：如果命题

要证明的是某个性质 p 或找到一个具有某种性质 p 的数，可以通过构造闭区间套，把这个数“套”出来。

一般证明的步骤如下：1) 构造一个具有性质 p*的闭区间，性质 p*要根据性质 p 来确定，并且这个选择

出来的性质 p*是可以通过闭区间套遗传下去的；2) 通常采用二分法，将闭区间二等分，则至少有一个闭

区间具有性质 p*；重复不断地使用二等分法，构造出一个满足闭区间套条件和具有性质 p*的闭区间列，

根据闭区间套定理“套”出数ξ ，或者数ξ 就是证明所要寻找的点，或者得出具有性质 p*的ξ 点的邻域

( ),U ξ δ ，从而将整个闭区间上所具有性质 p*的问题归结为点ξ 邻域 ( ),U ξ δ 的性质，进而证明性质 p (往
往是得到矛盾)。 

闭区间套定理的重要作用在于保持“遗传性质”：通过闭区间套，将闭区间上的整体性质“遗传”

到其每一个闭子区间，从而在所“套出”点的局部区域保持这个性质。因而，选择合适的性质作为遗传

性质是非常重要的。“无界性”、“无限多个”、“可列性”、“没有零点”等性质是比较适合作为“遗

传性质”的。根据问题的需要，我们也经常使用反证法证明诸如“有界”、“一致收敛”等问题，构造

具有“无界”、“不一致收敛”等性质的闭区间列。在给定的闭区间上构造闭区间套，常常使用二等分

法，也可以使用其他诸如“三等分法”，因此在构造闭区间列时要根据具体情况来定。在数学分析教学

和学习的过程中，通过典型例题的讲解，帮助学生掌握构造闭区间套的技巧，选择合适“遗传性质”的

方法，从而掌握利用闭区间套定理证明数学命题的方法。 
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