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摘  要 

本文研究一类具有半马尔可夫跳变时变时滞混沌Lur’e系统的同步控制问题。基于Lyapunov-Krasovskii
泛函和线性矩阵不等式技巧，充分运用两个零等式，给出一个保证系统随机稳定的延迟状态反馈控制器

存在的充分条件。通过仿真实例说明所提方法的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the synchronization control of a class of chaotic Lur’e systems with semi- 
Markov jump and time-varying delay. Based on Lyapunov-Krasovskii functional and linear matrix 
inequality techniques, and making full use of two zero equations, a sufficient condition for the ex-
istence of a delayed state feedback controller to ensure the stochastic stability of the system is 
given. Simulation examples show the effectiveness of the proposed method. 
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1. 引言 

混沌系统的同步问题受到了广泛关注[1] [2] [3]，而混沌同步的一种统一方法是将系统表示为 Lur’e
系统，然后使用绝对稳定性理论研究其误差系统[4]。Lur’e 系统是由一个线性部分和一个满足扇区有界的

非线性部分组成。Lur’e 系统被广泛研究，它将线性项和非线性项结合起来，并成功地应用于许多动态系

统[5] [6] [7]。例如蔡氏电路、混沌系统、神经网络等。因此，混沌 Lur’e 系统的主从同步问题已被广泛

研究，并得到了许多重要结果[8] [9] [10]。 
由于时滞普遍存在于网络控制系统[11]、电路系统[12]、通信系统[13]等各种实际系统中，时滞往往

会导致系统的退化或者不稳定。在实际控制系统中，不可避免的信号传播，延迟时变时滞也无处不在。

因此，很多学者对具有时滞的混沌 Lur’e 系统同步问题进行了研究，文献[14]基于新的积分不等式构造了

李雅普诺夫泛函，对具有时滞的 Lur’e 系统的主从混沌同步进行了研究。文献[15]利用一组不完全正交的

多项式函数，推导出一个含有更多自由矩阵的新积分不等式，结合构造的新 Lyapunov-Krasovskii 泛函，

研究了时变时滞的混沌 Lur’e 系统主从同步问题。也可以看出这类系统的实际应用比较广泛。 
另一方面，马尔可夫跳变系统是一类特殊的随机动态系统，在马尔可夫跳变系统中，逗留时间服从

指数分布。逗留时间的概念是指两个连续跳跃之间的状态持续时间。然而，在实践中，很难保证对逗留

时间分布的无记忆特征进行严格限制。在这种情况下，逗留时间服从非指数分布的基本连续随机过程通

常被描述为半马尔可夫过程[16] [17]。与马尔可夫跳变系统中的恒定的模态转移概率不同，半马尔可夫跳

跃系统中的模态转移概率是时变的。马尔可夫过程是半马尔可夫随机过程的一种特殊情况。但显然，半

马尔可夫跳变系统比传统的马尔可夫跳变系统有更广泛的应用领域，因为它在概率分布上的条件比较宽

松。在文献[18]中，考虑丢包和采样周期的情况下，研究了半马尔可夫跳变混沌 Lur’e 系统的随机同步问

题。但文献[18]所研究的内容时滞是常时滞，而时变时滞的存在更符合实际控制系统。因此，研究具有半

马尔可夫跳跃时变时滞 Lur’e 混沌系统的同步分析具有重要意义。 
基于上述讨论，本文研究具有半马尔可夫跳变的时变时滞混沌 Lur’e 系统的随机同步问题。首先，

充分考虑时滞信息，利用两个零等式。然后，构造一个新的 Lyapunov-Krasovskii 泛函。此外，设计所需的

延迟状态反馈控制器，利用线性矩阵不等式给出主系统与从系统随机同步的充分条件。最后，通过实例验

证了该方法的有效性。 
本文的其余部分组织如下。在第 2 节中，提出了要研究的问题，并介绍了在第 3 节中所用到的引理。

在第 3 节中，提出了具有半马尔可夫跳变的时变时滞混沌 Lur’e 系统的随机同步的一般方案。第 4 节给

出了一个仿真算例，以证明所提结果的有效性。在第 5 节中得出一些结论。 
为了表述方便，在叙述文章之前，对如下符号说明： nR 表示 n 维欧式空间； n mR × 表示 n m× 的矩阵

集； ( )0 0X X> ≥ 表示矩阵 X 是正定(半正定)的； ∗表示对称矩阵中的对称项； ( )...diag 表示对角矩阵。 
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2. 预备知识 

2.1. 系统描述 

本文将考虑具有半马尔可夫跳变的时变时滞混沌 Lur’e 主从系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

: t t t

t

x t A r x t B r x t t W r f Cx t
M

p t H r x t

τ = + − +


=

�
�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

: t t t

t

y t A r y t B r y t t W r f Cy t u t
N

q t H r y t

τ = + − + +


=

�
�                 (1) 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ):U u t K p t t q t t M x t y tτ τ= − − − − −�  

其中 M� 是主系统，N� 是从系统，U� 是延迟状态反馈控制器， ( ) ( ), nx t y t R∈ 分别是主从系统的状态向量，

( ) ( ), lp t q t R∈ 是系统的输出向量，矩阵 ( ) n n
tA r R ×∈ ， ( ) n n

tB r R ×∈ ， ( ) kn n
tW r R ×∈ ， ( ) l n

tH r R ×∈ ， kn nC R ×∈

是已知的实矩阵。 ( ) nu t R∈ 表示控制输入， n lK R ×∈ ， n nM R ×∈ 是待确定的反馈控制器增益矩阵。 ( )tτ 表

示时变时滞，且满足： ( )0 tτ τ≤ ≤ ， ( )0 tτ µ≤ ≤� 。非线性项 ( )f i 满足扇形条件[14]， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , kn
qf col f f f R= ∈i i i � i ，其中 ( ) , 1, ,q kf q n=i � 属于 [ ]0,k ，意味着： 

( )
0 , 0, 1, ,q

k

f
k q n

ζ
ζ

ζ
≤ ≤ ∀ ≠ = �                              (2) 

( )( ){ }, , 0r t h t ≥ 是全概率空间 ( ), ,FΩ Ρ 上右连续轨迹的半马尔可夫过程，并且在有限集合

{ }1,2, ,S s= � 内取值， ∆为时间间隔，其转移概率与转移速率的关系定义如下： 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( )

, ,
Pr

1 , .
ij

ij

h i j
r t j r t i

h i j

λ ο

λ ο

∆ + ∆ ≠+ ∆ = = = 
+ ∆ + ∆ =

                     (3) 

其中 ( )ij hλ 表示当 i j≠ 时，由 t 时刻模态 i 跳跃到 t + ∆时刻模态 j 的转移速率， 0∆ > ， ( )( )
0

lim 0
h

ο
→

∆ ∆ = ，

同时 ( ) ( )
1,

s

ii ij
j j i

h hλ λ
= ≠

= − ∑ 。 

对于每一个 tr i= ， i L∈ ，有 ( )t iA r A= ， ( )t iB r B= ， ( )t iC r C= ， ( )t iW r W= ， ( )t iH r H= 。 
在本文中误差信号定义为主从状态的差异 ( ) ( ) ( )e t x t y t= − ，则由(1)得误差动态系统方程如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ),t t t te t A r M e t B r KH r e t t W r Ce t y tτ η= + + − − +�          (4) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ),Ce t y t f Ce t Cy t f Cy tη = + − ，令 1, ,
knC c c =  � ， n

qc R∈ ， 1, , kq n= � ，则由式(2)

可知非线性项 ( ) ( )( ),Ce t y tη 在区间 [ ]0, k 上，有下列不等式成立： 

( ) ( ) ( )T T T T

T T

,
0 , , , 1, ,q q q q q q q n

k
q q

C e y f C e C y f C y
k e y R q n

C e C e

η + −
≤ ≤ ≤ ∀ ∈ = �             (5) 

这意味者： 

( ) ( )( )T T T, , 0, 1, ,q q q q q kC e y C e y kC e q nη η − ≤ = �                       (6) 

为了简便，接下来用 ( )tη 来表示 ( ) ( )( ),Ce t y tη 。 
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2.2. 引理 

为了得到有效结果，引入下面的引理和定义： 
引理 1. [19]对一正定矩阵 n nQ R ×∈ ，连续函数 [ ]: , na b Rω → ，使得下列积分不等式成立： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )T T1d d d
b b b

a a a
u R u u u u R u u

b a
ω ω ω ω≥

−∫ ∫ ∫                     (7) 

定义 1. [18]对任意初始条件 ( ) ( )e t tϕ= ， 0r S∈ ，使得满足 

( ) ( )( ){ }2
00

lim d | ,
T

T
E e t t t rϕ

→∞
< ∞∫                             (8) 

则误差系统(4)是随机稳定的，从而主系统和从系统随机同步。 

3. 主要结论及证明 

定理 1. 对给定标量 ε ， 0, 0τ µ≥ ≥ ，若存在矩阵 0,iP i S> ∈ ，正定矩阵 0Q > ， ( )1, , 0
kndiag ε εΓ = >� ，

适当维数的矩阵 1 2 4 3 1 1 2, , , , ,R R R R R M Mε= ，( 1R 可逆)使得(9)成立， 

T
11 12 13 1 2

1

22 1 2 1

4 4 4

0
00

2 0

1

s

ij j i
j

i i i
T

P h h h R W kC R

h R B M H R W

R R R

Q

λ

ε ε ε

µ
τ

=

 + + Γ − 
 
 ∗ −
 

Ω = < ∗ ∗ − − −
 

∗ ∗ ∗ − Γ 
 

− ∗ ∗ ∗ ∗ −
  

∑

              (9) 

其中 

( )T
11 1 1 2 1 1 2i ih R A M R R A M R= + + + + +

，
T T

12 1 1 1i ih P R A R Mε ε= − + +
， 

T
13 1 2 2 4i ih R B M H R R= − − +

，
T

22 1 1h R R Qε ε τ= − − +  

则误差系统(4)是随机稳定的，并且求得时变时滞反馈增益矩阵 ( ) 1
1 2K R M−= ， ( ) 1

1 1M R M−= 。 
证构造如下 Lyapunov 泛函： 

( ) ( ) ( )1 2V t V t V t= +                                   (10) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )T
1 tV t e t P r e t= ， 

( ) ( ) ( )( )

0 T
2 d d

t

t t
V t e s Qe s s

τ θ
θ

− +
= ∫ ∫ � �

， 

则 ( )V t 沿系统(4)的导数计算如下： 
L 作为半马尔可夫过程的弱无穷小算子，则有 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )1 1

1 0

, , ,
, lim

E V e t r t e t r t V e t r t
LV e t r t

∆→

 + ∆ + ∆ − =
∆
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应用数学期望和条件概率公式可以得到： 

( ) ( )( ) { } ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
1 0 1,

T T

T

0 1,

T T

1, lim Pr |

Pr |

1lim
1

1
1

s

t t j
j j i

t t i i

s
ij i i

j
j j i i

i
i i

i

LV e t r t E r j r i e t P e t

r i r i e t Pe t e t Pe t

q F h F h
e t P e t

F h

F h
e t Pe t e t Pe t

F h

+∆∆→ = ≠

+∆

∆→ = ≠


= = = + ∆ + ∆∆ 


+ = = + ∆ + ∆ − 


 + ∆ −

= + ∆ + ∆
∆ −

− + ∆
+ + ∆ + ∆ − 

− 

∑

∑
 

其中 h 是系统从最后一次跳跃开始保持在模态 i 时经过的时间， ijq 是系统从模态 i 到模态 j 的转移概率强

度，由概率分布函数 ( )iF h 的性质有：
( ) ( ) ( )

0
lim i i

i

F h F h
f h

∆→

+ ∆ −
=

∆
。 

记： 

( ) ( )
( )( ) ( )

0
lim

1
i i

i
i

F h F h
h

F h
λ

∆→

+ ∆ −
=

∆ −
，

( ) ( )
( )0

lim 0
1

i i

i

F h F h
F h∆→

+ ∆ −
=

−
，

( )
( )0

1
lim 1

1
i

i

F h
F h∆→

− + ∆
=

−
， 

( ) ( ) ( )ij ij ih q h hλ λ= ， ( ) ( ) ( )ii i ij
j i

h h hλ λ λ
≠

= − = −∑ ， ( ) ( )
( )1

ij
i

i

f h
h

F h
λ =

−
 

采用文献[20]同样的技术，化简为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
1

1
, 2

s

i ij j
j

LV e t r t e t Pe t h e t P e tλ
=

= +∑ ，                 (11) 

对 ( )2V t 求导并运用引理 1 可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

T T
2

T T

T T

T

1 d

1
d d

1 d d

0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0
1

t

t t

t
t

t t
t t

t
t

t t
t t

LV t t e t Qe t t e s Qe s s

t
t e t Qe t e s sQ e s s

t

e t Qe t e s sQ e s s

Q

t t

Q

τ

τ
τ

τ
τ

τ τ

τ
τ

τ

µτ
τ

τ

ζ ζ

µ
τ

−

−
−

−
−

= − −

−
≤ −

−
≤ −

 
 ∗ 
 ∗ ∗=  
∗ ∗ ∗ 
 −
∗ ∗ ∗ ∗ − 
 

∫

∫ ∫

∫ ∫

� � � � �

�
� � � �

� � � �

，             (12) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T
T T T T T d

t

t t
t e t e t e t t t e s s

τ
ζ τ η

−
 = −  ∫� � 。 

存在正标量 ( )1, ,q kq nε = � 由式(6)有： 

( )T

1
0 2

kn

q q q q
q

kC eε η η
=

≤ − −∑ ，                           (13) 
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此外，由误差动态系统方程式(4)得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 t t t te t A r M e t B r KH r e t t W r tτ η= − + + + − − +� ，          (14) 

由 ( )( ) ( ) ( )( )d
t

t t
e s s e t e t t

τ
τ

−
= − −∫ � 得： 

( ) ( )( ) ( )( )
0 d

t

t t
e t e t t e s s

τ
τ

−
= − − − ∫ � ，                       (15) 

引入适当维数的矩阵 1 2 3 4, , ,R R R R ，( 1R 可逆)由以上两个零等式(14)、(15)知： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )T
10 2 t t t te t R e t A r M e t B r KH r e t t W r tτ η = − + + + − − + � ，    (16) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
T

20 2 d
t

t t
e t R e t e t t e s s

τ
τ

−
 = − − −  ∫ � ，                (17) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )T
30 2 t t t te t R e t A r M e t B r KH r e t t W r tτ η = − + + + − − + � � ，   (18) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
T

40 2 d
t

t t
e t t R e t e t t e s s

τ
τ τ

−
 = − − − −  ∫ � ，            (19) 

将(16)~(19)四个式子相加： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

T T T T
1 1 1 1

T T T
2 2 2

T T T T
3 3 3 3

T T T
4 4 4

T

0 2 2 2 2

2 2 2 d

2 2 2 2

2 2 2 d

i i i i

t

t t

i i i i

t

t t

e t R e t e t R A M e t e t R B KH e t t e t R W t

e t R e t e t R e t t e t R e s s

e t R e t e t R A M e t e t R B KH e t t e t R W t

e t t R e t e t t R e t t e t t R e s s

τ

τ

τ η

τ

τ η

τ τ τ τ

ζ

−

−

= − + + + − − +

+ − − −

− + + + − − +

+ − − − − − −

=

∫

∫

�

�

� � � � �

�

( )

( ) ( )
( )

( )

T T T
11 1 3 1 2 4 1 2

T
3 3 3 3

T
4 4 4

0
0
0 0

0

i i i i

i i i

h R A M R R B KH R R R W R
R R R B KH R W

t tR R R ζ

 − + + − − + −
 
∗ − − − 

 ∗ ∗ − − − 
∗ ∗ ∗ 

 ∗ ∗ ∗ ∗ 

，(20) 

其中 ( )T
11 1 1 2 1 1 2i ih R A R M R R A R M R= + + + + + ， 

令 3 1R Rε= ， 1 1M R M= ， 2 1M R K=  
由以上式(11)~(13)和式(20)相加，有： 

( )( ) ( ) ( )T,V e t t t tζ ζ≤ Ω�                              (21) 

其中

T
11 12 13 1 2

1

22 1 2 1

4 4 4

0
0
2 0

1

s

ij j i
j

i i i
T

P h h h R W kC R

h R B M H R W
R R R

Q

λ

ε ε ε

µ
τ

=

 + + Γ − 
 
 ∗ −
 Ω = ∗ ∗ − − − 
 ∗ ∗ ∗ − Γ
 

− ∗ ∗ ∗ ∗ −  

∑

， 

( )1, , 0
kndiag ε εΓ = >� ， ( )T

11 1 1 2 1 1 2i ih R A M R R A M R= + + + + + ， 

T T
12 1 1 1i ih P R A R Mε ε= − + + ，

T
13 1 2 2 4i ih R B M H R R= − − + ，

T
22 1 1h R R Qε ε τ= − − + ， 
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因此，根据式(9)，对于任意的 i S∈ ，可得到 ( ) ( )( ) ( ) ( )T, , 0LV e t r t t t tζ ζ≤ Ω < ，则存在一个常数 0c > ，

可以得到： 

( ) ( )( ) ( ) 2
, ,LV e t r t t c e t< − ， 

根据 Dynkin 公式，有： 

( )( ){ } ( )( ){ } ( ){ }2
0 0 0

, , , , d
t

E V e t i t E V t r t cE e t sϕ− < − ∫ ， 

因此，当 t →∞时有： 

( ){ } ( )( )2
00

1d , ,E e t s V t r t
c

ϕ
∞

≤ < ∞∫ ， 

根据定理 1，可得系统(4)是随机稳定的，并且控制器增益矩阵为 ( ) 1
1 2K R M−= ， ( ) 1

1 1M R M−= ，即

证明完成。 
注释：由式(20)里可知，与K右乘矩阵为 1R 或 3R ，当 3 1R Rε= 时，即与K右乘矩阵为 1R ，则令 2 1M R K= ，

同理，令 1 1M R M= 。这样便可得到满足同步控制条件的控制器增益矩阵 ( ) 1
1 2K R M−= ， ( ) 1

1 1M R M−= 。 

4. 仿真算例 

在本节中，我们将通过一个例子来展示本文中提出的方法的优点和有效性。 
例：考虑两种模态 { }( )1, 2tr S∈ 的具有时变时滞的蔡氏电路如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1 2 1 1 1 1

2 1 2 3 1

3 2 1 32

t t t

t

t t

x t a r x t m r x t x t c r x t t

x t x t x t x t c r x t t

x t b r x t c r x t t x t t

ϕ τ

τ

τ τ

 = − + − −
 = − + − −


= − + − − −

�

�

�

 

其中 ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 1 0 1 10.5 1 1t tx t m r m r x t x tϕ = − + − − 。 
将该蔡氏电路用 lur’e 形式表示： 

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 0
1 1 1
0 0

t t t

t

t

a r m r a r
A

b r
τ

 −
 = − 
 − 

， ( )
( )
( )
( ) ( )

0 0
0 0

2 0

t

t t

t t

c r
B c r

c r c r
τ

 −
 = − 
 − 

， 

( )
( ) ( ) ( )( )0 1

0
0

t t t

t

a r m r m r

W τ

 − −
 

=  
 
  

，

T1
0
0

C
 
 =  
  

，参数 ( )0
11
7

m = − ， ( )1
21
7

m = ， ( )1 7a = ， ( )1 12.26b = ， 

( )1 0.1c = ， ( )0
22
7

m = − ， ( )1
12
7

m = ， ( )2 9a = ， ( )2 14.28b = ， ( )2 0.1c = ， 

( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 1 1
2

f x t x t x t= + − − 属于区间 [ ]0,1 ，初值 ( ) [ ]T0 0.6 0.5 0.4x = − − ， ( ) [ ]T0 1.5 1.1 1.2y = − 。 

这里有两种模态，假设半马尔可夫链的逗留时间服从每种模态的 Weibull 分布，具体来说，有

( ) 1
i h hβ

β

βλ
α

−= ，其中α 是 Weibull 分布的尺度参数，β 是形状参数，注意到系统只有两种模态，对于 i j≠

时，转移概率强度 1ijq = ，而 0iiq = 。特别地，当 1i = 时，用 1α = ， 2β = 的 Weibull 分布来表示；当 2i =
时，用 1α = ， 3β = 的 Weibull 分布来表示。因此，我们可以得到转移速率矩阵 
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( ) 2 2

2 2
3 3ij

h h
h

h h
λ

− 
=  − 

， 

从而进一步，推导出它的数学期望 

( ){ } 1.7725 1.7725
2.7082 2.7082ijE hλ
− 

=  − 
， 

取 0.1ε = ， [ ]1 2 1 0 0H H= = ，时变时滞 ( ) 0.2 0.5sint tτ = + ，利用 Matlab 工具箱进行对其仿真，

得到控制增益矩阵： 

0.3840
0.5172

1.9057
K

− 
 = − 
  

，

3.9288 9.1427 0.8364
1.8215 0.8835 0.3857

1.8813 13.7446 9.4068
M

− − 
 = − − − 
 − 

 

 

 
Figure 1. Error system trajectory 
图 1. 误差系统轨迹 

 

 
Figure 2. Switching signal with two modes 
图 2. 两种模态的切换信号 
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Figure 3. State trajectories of master system 
图 3. 主系统的状态轨迹 

 

 
Figure 4. State trajectories of slave system 
图 4. 从系统的状态轨迹 

 
由以上可知，对于上述增益矩阵，误差系统、模态、主系统和从系统的响应曲线如图所示，分别为

图 1~4。运用本文所提出的方法能够获得一个大范围的时滞阀值 2 0.7τ = ，图 1 显示同步误差趋于零。因

此，我们可以通过所提出的控制器使得混沌 Lur’e 系统的主系统和从系统达到同步。 

5. 结论 

针对具有半马尔可夫跳跃的时变时滞混沌 Lur’e 系统的随机同步问题。充分考虑时滞信息，利用零

等式技术，导出了保证误差系统随机稳定性的线性矩阵不等式的充分条件，同时设计了使得主从系统同

步的控制器。最后，通过一个数值算例验证了该方法的有效性。 
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