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摘  要 

本文研究了亚纯函数导数与其平移函数的唯一性问题。证明了亚纯函数导数与其平移函数在分担值条件

下的一些唯一性结果，所得到的定理改进与推广了祁晓光、杨连中等人的结果。 
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Abstract 
In this paper, we study the problem of uniqueness on derivatives and shifts of meromorphic functions. 
And we prove a uniqueness theorem for derivatives of meromorphic functions satisfies the condition 
of sharing values with its shift, which improves and extends the results given by Qi X.G. et al. 
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1. 引言及主要结论 

本文中的亚纯函数均指复平面上的亚纯函数。设 f 是非常数亚纯函数，采用亚纯函数唯一性理论中

的一些基本记号和结论[1] [2]，如 ( ),T r f ， ( ),N r f ， ( ),N r f ， ( ),m r f 等。令 ( ),S r f 表示任意满足

( ) ( ){ }, ,S r f o T r f=  ( r → +∞，r E∉ )的量，其中 E 是一个有穷线性测度的集合， ( ),S r f 每次出现时 E
可能不相同。若对亚纯函数 a，有 ( ) ( ), ,T r a S r f= ，则称 a 为 f 的一个小函数。给定一个复数 a，若 ( )f z a−
与 ( )g z a− 有相同的零点，并且零点的重数也相同，则称 ( )f z 和 ( )g z 分担 aCM，若 ( )f z a− 与 ( )g z a−
有相同的零点，但不计零点重数，则称 ( )f z 和 ( )g z 分担 aIM。此外，本文还用到下述定义。 

定义 1 [3] [4]设 f，g 是两个非常数亚纯函数， { }a C∈ ∪ ∞ ，k 为一正整数或∞。 ( ),kE a f 表示 f a−
的所有零点，当零点重数m k≤ 时，计 m 次；当m k> 时，计 1k + 次。若 ( ) ( ), ,k kE a f E a g= ，则称 f 和 g
以权 k 分担 a。 

这里记 f和g分担 ( ),a k 表示 f和g以权 k分担 a。显然若 f和g分担 ( ),a k ，那么对任意的 ( )0p p k≤ < ，

p 为正整数，都有 f 和 g 分担 ( ),a p 。同时，当且仅当 f 和 g 分担 ( ),0a (或 ( ),a ∞ )时，f 和 g 分担 aIM (或
aCM)。 

定义 2 [3] [4]设 f 是非常数亚纯函数， { }a C∈ ∪ ∞ ，k，m 是两个正整数， ( ), ; 1|N r a f = 表示 f a− 单

零点的计数函数， ( ), ; |N r a f k≤ ( )( ), ; |N r a f k≥ 表示 f a− 的零点重数 m k≤ ( )m k≥ 的计数函数，

( ), ; |N r a f k≤ ( )( ), ; |N r a f k≥ 表示 f a− 的零点重数m k≤ ( )m k≥ 的精简计数函数. 
定义 3 [3] [4]设 f 是非常数亚纯函数， { }a C∈ ∪ ∞ ，p 是一个正整数，那么 

( ) ( ) ( ) ( ), ; , ; , ; | 2 , ; |pN r a f N r a f N r a f N r a f p= + ≥ + + ≥ 。 
定义 4 [3] [4]设 f，g 是两个非常数亚纯函数，且 f 与 g 分担 aIM， { }a C∈ ∪ ∞ ， ( )* , ; ,N r a f g 表示 f a−

零点与 g a− 零点重数不同的精简计数函数。 
显然， ( ) ( )* *, ; , , ; ,N r a f g N r a g f= 。 
定义 5 [5]设 f，g 是两个非常数亚纯函数，且 f 与 g 分担 aIM， { }a C∈ ∪ ∞ ，设 0z 是 f a− 的 p 重零

点， g a− 的 q 重零点， ( )1) ,0,EN r f a− 表示 1p q= = 的 f a− 零点的精简计数函数。 
近年来，随着 Halburd-Korhonen [6]和 Chiang-Feng [7]建立了有穷级条件下复域差分模拟理论及对数

导数差分模拟理论。许多学者研究了亚纯函数与其平移算子的唯一性问题。其中杨连中、刘凯、祁晓光

等人在这方面取得了许多优秀且丰富的成果[8]-[13]。主要结果如下。 
2018 年，祁晓光等人[8]证明了： 
定理 A [8]设 f 是一个非常数有穷级亚纯函数，a，c 是两个非零有穷复数， 9n ≥ 是一个正整数。若

( ) n
f z′   与 ( ) n

f z c+   CM 分担 a， ( )f z′ 与 ( )f z c+ CM 分担∞，则 ( ) ( )f z tf z c′ ≡ + ，其中 1nt = 。 
定理 B [8]设 f 是一个非常数有穷级整函数，a，c 是两个非零有穷复数， 5n ≥ 是一个正整数。若

( ) n
f z′   与 ( ) n

f z c+   CM 分担 a，则 ( ) ( )f z tf z c′ ≡ + ，其中 1nt = 。 
基于上述研究，本文将进一步探讨在没有级的条件限制下，涉及分担值的亚纯函数的导数与其平移

算子的唯一性问题，所得到的定理推广并改进了上述结果，我们证明了： 
定理 1.1 设 f 是一个非常数亚纯函数，a，c 是两个非零有穷复数， 6n ≥ 是一个正整数。若 ( ) n

f z′  
与 ( ) n

f z c+   分担 ( ),a l ， 2l ≥ ， ( )f z′ 与 ( )f z c+  IM 分担∞，则 ( ) ( )f z tf z c′ ≡ + ，其中 1nt = 。 
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定理 1.2 设 f 是一个非常数整函数，a，c 是两个非零有穷复数， 5n ≥ 是一个正整数。若 ( ) n
f z′   与

( ) n
f z c+   分担 ( ),a l ， 2l ≥ ，则 ( ) ( )f z tf z c′ ≡ + ，其中 1nt = 。 

备注 1 定理 1.1 与定理 1.2 中去掉了定理 A 与定理 B 中有穷级的条件，且将 ( )f z′ 与 ( )f z c+  CM
分担∞替换为 IM 分担∞， ( ) n

f z′   与 ( ) n
f z c+    CM 分担 a 替换为权 2 分担 a。因此定理 1.1 与定理

1.2 推广并改进了定理 A 与定理 B。 

2. 引理 

设 F，G 是两个非常数亚纯函数，H，V 表示以下两个函数： 
2 2

1 1
F F G GH
F F G G
′′ ′ ′′ ′   = − − −   ′ ′− −   

. 

( ) ( )1 1 1 1
F F G G F GV

F F G G F F G G
′ ′ ′ ′ ′ ′   = − − − = −   − − − −   

. 

引理 2.1 [3]设 F，G 是两个非常数亚纯函数，且 F，G 分担 ( )1,1 ，若 0H ≡/ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1; | 1 ,1; | 1 , , ,N r F N r G N r H S r F S r G= = = ≤ + + . 

引理 2.2 [14]设 F，G 是两个非常数亚纯函数，且 F，G 分担 ( )1,0 ， ( ),0∞ ，若 0H ≡/ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* *

0 0

, ,0; | 2 ,0; | 2 ,1; , , ;

,0, ,0, , , .

,N r H N r F N r G N r F G N r F G

N Nr F r G S r F S r G

≤ ≥ + ≥ + +

′ + +

∞

′ ++
 

其中 ( )0 ,0,N r F ′ 表示 0F ′ = ，而 ( )1 0F F − ≠ 的密指量， ( )0 ,0,N r G′ 类似。 
引理 2.3 [15]设 F，G 是两个非常数亚纯函数，且 F，G 分担 ( )1,0 ，若 0H ≡/ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1) ,0, 1 , , ,EN r F N r H S r F S r G− ≤ + + . 

参考文献[14]，易证得下述引理。 

引理 2.4 [14]设 f，g 是两个非常数亚纯函数，
nfF

a
= ，

ngG
a

= ，且 f，g 分担 ( ),0∞ ，F，G 分担 ( )1,k ，

其中1 k≤ ≤ ∞，若 0V ≡/ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 1 11 , , ,0, ,0, ,0; | 0,1, , ,

, , ,

nkn N r f N r f N r g N r f f
k k k

S r f S r g

ω ω −+  ′− − ∞ ≤ + − ≠ 
 

+ +



 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 1 11 , , ,0, ,0, ,0; | 0,1, , ,

, , .

nkn N r g N r g N r f N r g g
k k k

S r f S r g

ω ω −+  ′− − ∞ ≤ + − ≠ 
 

+ +



 

引理 2.5 [2]设 f 是非常数亚纯函数， ( ) 1
0 1

n n
nP z a f a f a−= + + + ，且 ( )0 10 , , , na a a≡/  均为 f 的小函

数，则 
( )( ) ( ) ( ), , ,T r P f nT r f S r f= + . 

引理 2.6 [13]设 f 是亚纯函数，且满足 ( ) ( )f z f z c t′ + ≡ ，其中 2nt a= ，a，c 是两个非零有穷复数，

则 f 为常数。 

3. 定理的证明 

定理 1.1 的证明 设
( ) n

f z
F

a

′  = ，
( ) n

f z c
G

a
+  = 。 
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由于 ( ) n
f z′   与 ( ) n

f z c+   分担 ( ),a l ，从而 F 与 G 分担 ( )1, l 。令 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
F F G G F Gz

F F G G F F G G
φ

′ ′ ′ ′ ′ ′   = − − − = −   − − − −   
.                  (1) 

情形 1 若 ( ) 0zφ ≡ ，则由(1)式得 

1 1F GC
F G
− −

= .                                    (2) 

其中 C 是一个非零的有穷复数。 
若 1C = ，则由(2)式得 F G≡ ，即 ( ) ( )f z tf z c′ ≡ + ，其中 1nt = 。 
若 1C ≠ ，则由(2)式得 

( )1
GF

C G C
=

− +
.                                   (3) 

由(3.3)式得 

( ), , ,0,
1

CN r F N r G
C

 ∞ = − − 
.                             (4) 

与 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,T r f z T r f z c S r f z′ ′= + + , ( )( ) ( )( ), ,S r f z S r f z c′ = + .             (5) 

由 Nevanlinna 第二基本定理，引理 2.5 及(4)，(5)式得 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

, , ,0, ,0,
1

, , ,0, , , ,

, 1 ,

,

3 ., ,

CN r G N r G N r G S
C

N

nT r f z c O T r G

r G

T r f z c f z c

r f z c N r f z c N r f z S r f z c

S r

 ∞ + + − + − 
′≤ ∞ + + + + ∞ + +

≤

+ + =

≤

+ + +

 

即 ( ) ( )( ) ( )( )3 , ,n T r f z c S r f z c− + ≤ + ，这与已知条件 6n ≥ 矛盾。 
情形 2 若 ( ) 0zφ ≡/ ，由引理 2.4 得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3, , ,0, ,0, , ,
2 2

n N r f z N r f z N r f z c S r f z S r f z c  ′ ′ ′− ∞ ≤ + + + + + 
 

, 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3, , ,0, ,0, , ,
2 2

n N r f z c N r f z c N r f z S r f z S r f z c  ′ ′− ∞ + ≤ + + + + + 
 

. 

即 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2, , ,0, ,0, , ,
2 3 2 3

N r f z N r f z N r f z c S r f S r f z c
n n

′ ′∞ ≤ + + + + +
− −

,      (6) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2, , ,0, ,0, , ,
2 3 2 3

N r f z c N r f z c N r f z S r f S r f z c
n n

′∞ + ≤ + + + + +
− −

.     (7) 

由 Nevanlinna 第二基本定理及引理 2.5 得 
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( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , 1 , ,

, , ,0, ,0, 1 , , ,0,

,0, 1 ,0, ,0, , , .

n T r f z T r f z c O T r F T r G

N r F N r F N r F N r G N r G

N r G N r F N r G S r F S r G

′ + + + ≤ +

≤ ∞ + + − + ∞ +

′ ′+ − − − + +

                 (8) 

其中 ( )0 ,0,N r F ′ 与 ( )0 ,0,N r G′ 定义与引理 2.2 中一致。 

令 

( ) 2 2
1 1

F F G Gz
F F G G

ϕ
′′ ′ ′′ ′   = − − −   ′ ′− −   

. 

情形 2.1 若 ( ) 0zϕ ≡/ ，由引理 2.1，2.2，2.3 及(8)式得 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 *

*

, ,
2

,0, ,0, , , , , , ; ,

3 ,1; , , ,
2

2 ,0, 2 ,0, , , , ,

1 , , , , , , .
2

n T r f z T r f z c

N r F N r G N r F N r G N r F G

l N r F G S r F S r G

N r f z N r f z c N r f z N r f z c

N r f z N r f z c S r f z S r f z c

′ + +

≤ + + ∞ + ∞ + ∞

 − − + + 
 

′ ′≤ + + + ∞ + ∞ +

′ ′+ ∞ + ∞ + + + +

             (9) 

进一步，由(3.6)，(3.7)，(3.9)式得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )22 11 3 , , , ,n n T r f z T r f z c S r f z S r f z c ′ ′− − + + ≤ + +  . 

这与已知条件 6n ≥ 矛盾。 
情形 2.2 若 ( ) 0zϕ ≡ ，即 

2 2
1 1

F F G G
F F G G
′′ ′ ′′ ′
− = −
′ ′− −

.                                (10) 

对(10)式连续积分两次得 

1
2

1
1 1

C C
G F

= +
− −

.                                  (11) 

其中 1C ， 2C 为常数且 1 0C ≠ 。 
由(11)式得 

( ) ( )
( )

2 1 2

2 1 2

1 1C F C C
G

C F C C
+ + − −

=
+ −

.                              (12) 

( ) ( )
( )

2 1 1 2

2 2

1
1

C C G C C
F

C G C
− + − −

=
− +

.                             (13) 

由(12)式得 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,T r f z T r f z c S r f z′ ′= + + , ( )( ) ( )( ), ,S r f z S r f z c′ = + .           (14) 

情形 2.2.1 若 2 0, 1C ≠ − ，由(13)式得

 
( ) 2

2

1
, , ,0,

CN r F N r G
C

 +
∞ = − 

 
.                            (15) 
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结合 Nevanlinna 第二基本定理，引理 2.5 及(14)，(15)得 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2

2

, , ,

1
, , ,0, ,0, ,

, , ,0, , , ,

, , ,0, , ,

, , .3

nT r f z c S r f z c T r G

CN r G N r G N r G S r G
C

N r G N r G N r F S r G

N r f z c N r f z c N r f z S r f z c

T r f z c S r f z c

+ + + =

 +
≤ ∞ + + − + 

 
≤ ∞ + + ∞ +

′≤ ∞ + + + + + +

≤ + + +

 

即 ( ) ( )( ) ( )( )3 , ,n T r f z c S r f z c− + ≤ + ，这与已知条件 6n ≥ 矛盾。 
情形 2.2.2 若 2 1C = − ，则 

1

1 1
CG

C F
=

+ −
.                                   (16) 

若 1 1C ≠ − ，由(16)式得 

( ) ( )1, , ,0, 1N r G N r F C∞ = − − .                            (17) 

结合 Nevanlinna 第二基本定理，引理 2.5 及(14)，(17)得 

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1

, , ,

, , ,0, ,0, 1 ,

, , ,0, , , ,

, , ,0, , ,

3

,

, , .

nT r f z S r f z T r F

N r F N r F N r F C S r F

N r F N r F N r G S r F

N r f z N r f z N r f z c S r f z

T r f z S r f z

′ ′+ =

≤ ∞ + + − − +

≤ ∞ + + ∞ +

′ ′ ′≤ ∞ + + ∞ + +

′ ′≤ +

 

即 ( ) ( )( ) ( )( )3 , ,n T r f z S r f z′ ′− ≤ ，这与已知条件 6n ≥ 矛盾。因此 1 1C = − ，将其带入(16)式得 1FG ≡ ，

从而 
( ) ( )f z f z c t′ + ≡ . 

其中 2nt a= 。 
由引理 2.6 得 f 为常数，矛盾。 
情形 2.2.3 若 2 0C = ，则 

1

1

1F CG
C
+ −

= .                                   (18) 

若 1 1C ≠ ，由(18)式得 

( ) ( )1,0, ,0, 1N r G N r F C= + − .                             (19) 

结合 Nevanlinna 第二基本定理，引理 2.5 及(14)，(19)得 

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1

, , ,

, , ,0, ,0, 1 ,

, , ,0, ,0, ,

, , ,0, ,0, ,

, ,3 .

nT r f z S r f z T r F

N r F N r F N r F C S r F

N r F N r F N r G S r F

N r f z N r f z N r f z c S r f z

T r f z S r f z

′ ′+ =

≤ ∞ + + + − +

≤ ∞ + + +

′ ′ ′≤ ∞ + + + +

′ ′≤ +
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即 ( ) ( )( ) ( )( )3 , ,n T r f z S r f z′ ′− ≤ ，这与已知条件 6n ≥ 矛盾.因此 1 1C = ，将其带入(18)式得 F G≡ ，从而 

( )f tf z c′ ≡ + . 

其中 1nt = 。 
至此，定理 1.1 证毕。 
定理 1.2 的证明 
与定理 1.1 的证明相同，可得到 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

, ,
2

2 ,0, 2 ,0, , , , ,

1 , , , , , , .
2

n T r f z T r f z c

N r f z N r f z c N r f z N r f z c

N r f z N r f z c S r f z S r f z c

′ + +

′ ′≤ + + + ∞ + ∞ +

′ ′+ ∞ + ∞ + + + +

 

由于 f 是一个非常数整函数，因此 ( )( ), , 0N r f z′∞ = ， ( )( ), , 0N r f z c∞ + = ，从而有 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

, ,

4 ,0, 4 ,0, , , .

n T r f z T r f z c
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这与已知条件 5n ≥ 矛盾。其余情形的讨论与定理 1.1 相同，即可证得定理 1.2。 
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