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摘  要 

本文主要研究了三维可压缩磁流体力学方程其线性方程解的重要估计。当频率分别满足 0k≤ξ 和

1 2k k≤ ≤ξ 时，通过傅里叶变换的方法，我们建立了两个重要的估计。从频率分解角度来看，ξ 的两个

取值范围对应着低频率和中频率，这对于研究三维可压缩磁流体力学非线性方程解的时间衰减率有重要

作用。 
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Abstract 
In this paper, the important estimates of solution about linear equations to three-dimensional 
compressible magnetohydrodynamic equations are mainly studied. By Fourier splitting method, 
we establish two important estimates in case of the frequency satisfying 0k≤ξ  and 1 2k k≤ ≤ξ  
respectively. From the perspective of frequency decomposition, the two value ranges of ξ  cor-
respond to low frequency and medium frequency, which plays an important role in the study of 
the time decay rates of solution about nonlinear equations to three-dimensional compressible mag-
netohydrodynamic equations. 
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1. 引言 

对于 ( ) 3, +∈ ×x t R R ，可压缩磁流体力学(magnetohydrodynamic，简记为 MHD)方程为： 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )0 0 0

div 0,

div div curl ,

curl , div 0,

, , ,0 , , 1,0,0 , ,

∂ + =

∂ + ⊗ − ∆ − + ∇ +∇ = ×

∂ − ∆ = × =
 = → → +∞

t

t

t

u

u u u u u P M M

M M u M M

u M x u M x x

σ σ

σ σ µ µ λ

ν

σ σ

                 (1) 

其中， +∈Rσ 表示流体密度， 3∈u R 表示流体速度场， 3∈M R 表示磁场和 ( )= =P P γσ σ ( 1≥γ 为绝热指

数)表示压力。粘性系数 µ 和 λ 满足 0>µ ， 2 3 0+ >µ λ ，以及正常数ν 表示磁扩散系数。 
三维可压缩 MHD 方程不但具有重要的物理意义和广泛的实际应用，研究 MHD 方程的数学理论也有

重要的意义。研究其数学理论的方法有很多，例如能量方法、调和分析方法(傅里叶变换、频率分解等)
和 RSAV 方法等(参考文献[1]-[7]等)。本文主要借助于调和分析方法来建立三维可压缩 MHD 方程线性方

程的中低频部分的估计，此类估计在后续建立三维可压缩 MHD 非线性方程某种大初值解的最优时间衰

减率时将发挥重要作用。 
下面，我们来回顾一些关于三维可压缩 MHD 方程解的时间衰减率的结果。Shi-Zhang [4]研究了初值低

频部分在 2,
−
∞



bB 范数意义下小时，解在 rL 范数下的时间衰减率。当初值满足 361
5

 ≤ < ∩ 
 

lL l H 时，Chen-Tan 

[8]建立了小初值解的整体存在性和时间衰减率，类似的时间衰减率结论可以参考[9] [10]，进一步，[11] [12]

得到了解的高阶导数的最优时间衰减率。除此之外，当初值分别在 ( ) 2,
53 0
2

−
∞
 ≥ ∩ ≤ ≤ 
 



S sH S B s 和

( ) 33 0
2

−  ≥ ∩ ≤ < 
 



L nH L H n 时，Huang-Lin-Wang [13]和 Tan-Wang [14]得到了对应的小初值解的时间衰

减率。近来，Chen-Huang-Xu [15]研究了 1 2∩L H 中的大初值解的时间衰减率：( ) ( )1

3
41, , 1 −− ≤ +

H
u M C tσ ，

Gao-Wei-Yao [16]进一步优化了磁场的时间衰减率： ( )12

5
41 −+ ∇ ≤ +t HLM M C t 。 

基于文章[15] [16]中解的二阶导数的时间衰减率并不是最优的，因此，我们试图借助 Wang-Wen [6]
的方法，通过能量估计、傅里叶变换和频率分解等方法建立大初值解的最优时间衰减率。而在频率分解

之后，最基本的一步就需要建立对 MHD 方程其线性方程解的低频率和中频率的估计，所以，我们得到

了本文的主要结论：定理 1.1 和定理 1.2，分别对应着对于方程(1)傅里叶变换的线性方程(11)解的低频率

和中频率的估计。基于两个定理，可以得到方程(1)线性方程解的中低频的能量估计，进而建立非线性方

程解的中低频的能量估计，最终就可以得到非线性方程解的时间衰减率。 
本文结构主要为：首先是主要定理的描述，其次是定理的证明过程，包括改写方程、定理 1.1 证明

和定理 1.2 证明。 
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2. 主要结论 

定理 1.1. 
对于方程(1)傅里叶变换的线性方程(11)，对任意的 0≤ kξ ， 0k 见(19)，存在常数 lC 使得 

( ) ( )
2

, e ,0lc tl t lξξ ξ−≤ ,                                   (2) 

其中， ( )
2 22 ˆ ˆˆ, ~ + ϒ +l t q Mξ ， 1= −q σ ， ( )

1
2 div−ϒ = −∆ u 。 

定理 1.2. 
对于方程(1)傅里叶变换的线性方程(11)，任意的常数 1 20 < <k k ，存在常数 0>ς  (依赖于 1 2, , ,k kη ν )，

使得对任意的 1 2≤ ≤k kξ 和 +∈t R ， e e− −≤tQ tC ς 成立，Q 见(13)，进一步可得到 

( )( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , e , , ,0 ,tq M t C q Mςξ ξ−ϒ ≤ ϒ                             (3) 

其中，常数 0>C 与时间无关。 
备注 
定理 1.1 和定理 1.2 的具体应用将会在后续对解的时间衰减率的研究中得以体现。 

3. 定理证明过程 

3.1. 改写方程 

定义 1= −q σ ，改写(1) 

( )

( )( ) ( )( ) ( )

1

2

3

0 0 0

div ,

1 div ,

, div 0,

, , ,0 , , 0,0,0 , ,

t

t

t

q u f

u P q u u f

M M f M

q u M x q u M x x

µ η

ν

∂ + =


′∂ + ∇ − ∆ − ∇ =

∂ − ∆ = =


= → → +∞

                      (4) 

令 = +η µ λ ，此处的非线性项为 

( ) ( ) ( )

( )
( )

1

2

3

div ,

1
1 div

1 1
1 ,

1
div .

= − − ⋅∇
 ′ +  ′= − ⋅∇ − − ∇ − ∆ + ∇  + +  

 + ⋅∇ + ⋅∇ +


= ⋅∇ − − ⋅∇

t

f q u u q

P q qf u u P q u u
q q

M M M M
q

f M u u M u M

µ η
                    (5) 

定义 ( )
1
2Λ = −∆ ， 1div−ϒ = Λ u ，进一步， ( )1 1 1curl curl− − −= −Λ ∇ϒ +Λ Λu u ，由此根据(4)，可以验证 

( ) ( )
1

1
2

3

,

1 div ,
,

−

∂ + Λϒ =
 ′∂ ϒ − Λ − + ∆ϒ = Λ
∂ − ∆ =

t

t

t

q f

P q f
M M f

µ η
ν

                            (6) 

且 1curl−Γ = Λu u 满足 

( ) ( )
2

0

,
,0 ,

∂ Γ − ∆Γ = Γ
Γ = Γ

t u u f
u x u x

µ
                                    (7) 
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其中， div 0Γ =u 。 
基于上面的分析，对 u 的估计便转化为对 ϒ和Γu 的估计。 
首先，对(7)作傅里叶变换，其线性部分为 

 

2 0,t u uµ ξ∂ Γ + Γ =                                     (8) 

因而，对任意的 0≥ξ ，有 

 ( )  ( )
22 2

, e ,0 .tu t C uµ ξξ ξ−Γ ≤ Γ                                (9) 

其次，对(6)作傅里叶变换，得到 

( ) ( ) 

1

2 1
2

2
3

ˆˆˆ ,

ˆ ˆˆ1 div ,

ˆˆ ˆ ,

t

t

t

q f

P q f

M M f

ξ

ξ µ η ξ

ν ξ

−

∂ + ϒ =

 ′∂ ϒ − + + ϒ = Λ

∂ + =


                          (10) 

显然，其线性方程为 

( ) ( ) 2

2

ˆˆ 0,
ˆ ˆˆ1 0,
ˆ ˆ 0,

∂ + ϒ =
 ′∂ ϒ − + + ϒ =

∂ + =

t

t

t

q

P q

M M

ξ

ξ µ η ξ

ν ξ

                             (11) 

事实上，(11)可写成 

ˆ ˆ
d ˆ ˆ 0,
d ˆ ˆ

q q

Q
t

M M

   
   
ϒ + ϒ =   

   
   

                                  (12) 

此处 

( ) ( ) 2

2

0 0

1 0 .

0 0

Q P

ξ

ξ µ η ξ

ν ξ

 
 

′= − + 
  
 

                            (13) 

3.2. 定理 1.1 证明 

根据(11)，计算得到 

( )
( )

2 22
2 22 2

ˆ ˆˆ1d ˆ ˆ 0.
d 2

P q M
M

t
µ η ξ ν ξ

 ′ + ϒ +  + + ϒ + =  
 

                   (14) 

对(11)的第一个式子乘 ϒ̂，第二个式子先求共轭再乘 q̂ ，然后，把二者所得的结果相加并两边取实部

得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2d ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 Re 1 Re .
d

q P q q
t

ξ ξ µ η ξ′ϒ + ϒ − = − + ϒ                     (15) 

选取一个小的固定常数 * 0>δ ，把 *− ×δ ξ (15)和(14)相加，并根据杨不等式得 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2 22
*

2 2 22 2 2 2 2
* *

3
*

2
24 2 2* *

ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 4 Red
d 2

ˆ ˆ ˆ ˆ1

ˆˆRe

1ˆ ˆ .
2 1 2

 ′ + ϒ + − ϒ 
 
 
 

′+ + ϒ + − ϒ +

= + ϒ

′+
≤ ϒ +

′

P q M q

t

M P q

q

P
q

P

δ ξ

µ η ξ ν ξ δ ξ δ ξ

δ µ η ξ

δ µ η δ
ξ ξ

                    (16) 

选取 

*
10 min , ,
2 2

µ ηδ + < ≤  
 

                                 (17) 

可以验证 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 22
*

2
2 2 22 2 2 2 4*

ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 4 Red
d 2

1ˆ ˆ ˆˆ .
2 2 4 1

P q M q

t

P
M q

P

δ ξ

δ µ ηµ η ξ ν ξ ξ ξ

 ′ + ϒ + − ϒ 
 
 
 

′ ++
+ ϒ + + ≤ ϒ

′

                         (18) 

选取常数 0k 满足 

( ) ( )
0

1 11min , , ,
2 2

P P
kξ

µ η

 ′ ′ ≤ ≤  
+  

                             (19) 

使得 

( ) ( )2 22 2 2 2*1d ˆ ˆ ˆ, 0,
d 4 2

P
l t M q

t
δµ ηξ ξ ν ξ ξ

′+
+ ϒ + + ≤                     (20) 

此处 

( )
( ) ( )2 22

*
ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 4 Re

, ,
2

P q M q
l t

δ ξ
ξ

′ + ϒ + − ϒ
=                         (21) 

由于
( )

* 0

11min ,
4 4

′  ≤  
  

P
kδ ，根据杨不等式可以得到 

( )
2 22 ˆ ˆˆ, ~ .l t q Mξ + ϒ +                                  (22) 

因此，对任意 0≤ kξ ，存在常数 lC 使得 

( ) ( )2 22 2 2 2 2*1ˆ ˆ ˆ, .
4 2l

P
C l t M q

δµ ηξ ξ ξ ν ξ ξ
′+

≤ ϒ + +                    (23) 

结合(20)和(23)，得到 

( ) ( )
2

, e ,0 .lc tl t lξξ ξ−≤  

定理 1.1 的证明完毕。 
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3.3. 定理 1.2 证明 

根据矩阵 Q，计算其特征多项式 

( ) ( )( )( )0

2 2 22
0 0 0

3 2
0 0 1 0 2 0 3

1

,

′= − + + −

= − + −

Q P

a a a a

λ λ µ η ξ λ ξ λ ν ξ

λ λ λ
                       (24) 

此处， 0 1=a ， ( ) 2 2
1 = + +a µ η ξ ν ξ ， ( ) ( )4 2

2 1′= + +a Pν µ η ξ ξ ， ( ) 4
3 1′=a Pν ξ 。 

由于 0a 至 3a 均大于 0，根据 Routh-Hurwitz 定理，所有的根有正实部当且仅当 

( ) 2 2
1 1 0= = + + >Q a µ η ξ ν ξ ， 

( ) ( )( ) ( )6 4 621 0 2
2

3 2

1 0
a a

Q P
a a

ν µ η ξ µ η ξ ν µ η ξ′= = + + + + + > ， 

在文章[1]中，通过根据 Routh-Hurwitz 定理，分析得到了相应特征多项式的所有根有正实部，进而建立

了关于中频率的估计([1]中(55)式)，据此便有，对于任意的常数 1 20 < <k k ，存在常数 0>ς ，ς 仅依赖于

1 2, , ,k kη ν ，使得对任意的 1 2≤ ≤k kξ 和 +∈t R   

e e− −≤tQ tC ς                                       (25) 

成立，进一步，结合(12)和(25)，即可得到 

( )( ) ( )( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , e , , ,0 e , , ,0 .tQ tq M t q M C q Mςξ ξ ξ− −ϒ ≤ ϒ ≤ ϒ  

定理 1.2 的证明完毕。 
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