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摘  要 

关于有界域上的粘弹性问题已经被很多人研究，但目前还未见无界域上的相关研究，所以本文将考虑无

界域上具有加性噪声的粘弹性方程解的渐近行为。为了克服在无界域上由Sobolev嵌入的非紧性所造成

的困难，我们利用截断函数和算子分解的方法，得到了解的渐近紧性，最后，获得了与方程相关的动力

系统随机吸引子的存在唯一性。 
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Abstract 
The viscoelastic problem in bounded domain has been studied by many authors, but there is no 
relevant study in unbounded domain. Therefore, in this paper, the asymptotic behavior of the so-
lution of viscoelastic equation with additive noise in unbounded domain is considered. To over-
come the difficulty caused by the noncompactness of Sobolev embeddedness on unbounded do-
mains, a cut-off function and a decomposition trick are used to establish the asymptotic compact-
ness of the solutions. Finally, we obtain the existence and uniqueness of random attractors for 
dynamical systems associated with the equation. 

 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2022.1210174
https://doi.org/10.12677/pm.2022.1210174
http://www.hanspub.org


任玉晶 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1210174 1598 理论数学 
 

Keywords 
Random Attractors, Viscoelastic Equation, Asymptotic Compactness 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 介绍 

本文研究如下定义在 n� 上具有加性噪声的粘弹性方程的长时间动力学行为， 

( ) ( ) d,
dtt tt t
Wu u u u f x u h x
t

− ∆ −∆ −∆ + = ,                        (1.1) 

初值条件为 

( ) ( )0,u x u xτ = , ( ) ( )1,tu x u xτ = ,                           (1.2) 

其中 nx∈� ， t τ> ，τ ∈�， ( )2 nh L∈ � ， ( )W t 是定义在概率空间 ( ), , PΩ  上的双边实值 Wiener 过程。 

随着科学技术的不断发展，各式各样的非线性问题引起了大家日益密切的关注，这类问题源自于应

用数学，物理学等各种应用学科中的非线性偏微分方程。固体力学有很多不同的研究分类，粘弹性理论

就是其中之一，如高聚合材料混凝土，某种生物组织以及在高速运动下发生变形的金属材料，不仅有弹

性特质，而且还拥有粘性特征，这种兼备两者不同特点的材料称为粘弹性体。 
早在 1970 年，Dafermos 在文献[1]中，讨论了确定的一维粘弹性问题，建立了一些存在性结果，然

后证明了光滑单调递减松弛函数在 t 趋于无穷时解趋于零。但是，没有具体的衰变速率。在文献[2]中。

Dafermos 在关于记忆核的凸性条件下，也得到了类似的结果。在这之后，许多作者对粘弹性问题做了大

量的研究，建立了许多存在性和长期行为的结果。例如：在文献[3]中，Cavalcanti 和 Oqundo 研究了如下

方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
d 0

t
tt tu k u div a x g t s u s s f u b x h u− ∆ + − ∇ + + =  ∫ ,              (1.3) 

其中， ,a b 是非增函数， ,f h 是幂函数。在松弛函数 g 和 ( ) ( ) ( )( )g t t G g tξ′ ≤ − 的条件下，得到了非线性

局部摩擦阻尼作用的部分粘弹性非线性波动方程的指数衰减率和多项式衰减率。类似结果见文献[4] [5] 
[6]等。 

秦玉明等在文献[7]中研究了具有非自治扰动和历史记忆的非自治粘弹性方程 

( ) ( ) ( )
0

d ,t tt tt tu u u u g s u t s s u x tρ εσ
+∞

− ∆ − ∆ + ∆ − + =∫ , ,x t τ∈Ω > ,            (1.4) 

其中，g 是记忆核函数， ( ),x tσ σ= 是非自治项，称为一个特征，并证明了方程(1.4)的拉回吸引子的存在

性和上半连续性。 
在文献[8]中，彭小明等用阻尼函数 ( )tg u 代替弱阻尼 tu ，研究了如下方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
t

t tt tt tu u u u t s u s s f u g u h xρ α µ
−∞

− ∆ − ∆ + − ∆ + + =∫ ,             (1.5) 

其中，g 是阻尼函数，f 是源项，h 是外力项，并得到了全局吸引子的存在性。 
在文献[9]中，张等研究了带衰退的粘弹性方程的长时间行为 
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( ) ( ) ( ) ( )
0

dtt ttu u u k s u t s s f u g xγ
+∞

′− ∆ − ∆ + ∆ − + =∫ ,                   (1.6) 

其中，g 是外力项，f 是非线性函数，k 是记忆核。上式主要特点是不含有强阻尼项 tu−∆ ，通过证明粘弹

性方程解生成的半群的渐近紧性，得到了全局吸引子的存在性以及上半连续性。 
Belhannache 在文献[10]中，考虑了带有非线性摩擦阻尼和松弛函数满足 ( ) ( ) ( )( )g t t G g tξ′ ≤ − 条件的

粘弹性方程，利用乘法和凸函数的一些性质，由 Galaerkin 方法建立了解的存在性，并证明了一般衰减结

果。在文献[11]中，作者假设 ( ) ( ) ( )( )g t t H g tξ′ ≤ − ，考虑了带有弱内部阻尼，时变延迟项和非线性加权

项的粘弹性方程，证明了一个吸引性结果。在文献[12]中，作者证明了粘弹性非退化的 Kirchhoff 方程初

边值问题解的全局存在性和衰退性。 
就我们所知，还未见具有噪声扰动的粘弹性方程的研究结果。因此，我们将在本文研究无界域上的

粘弹性方程随机吸引子的存在性。关于随机吸引子的概念可以在文献[11] [12] [13] [14]中查到。对于此方

程在无界域上的研究，最主要的困难是 Sobolev 嵌入的非紧性，它与解的渐近紧性密切相关。我们参考

文献[15]中的方法，利用截断函数和一些分解技巧克服了在 n� 上 Sobolev 嵌入的非紧性造成的困难，证

明了粘弹性方程(1.1)随机吸引子的存在性。 
本文结构如下，关于随机动力系统的一些基本概念和结果在下一部分阐述。在第三部分，定义了 n�

上粘弹性方程(1.1)的一个连续随机动力系统。在第四部分，我们对于大的空间和时间变量下的解进行一

致估计，最后在第五部分证明了方程(1.1)随机吸引子的存在性。 
我们定义 ⋅ 和 ( ),⋅ ⋅ 是 ( )2 nL R 上的范数和内积，且

p⋅ 表示 ( )p nL R 上的范数。 

2. 准备工作 

在这一部分，我们给出一些与随机吸引子相关的基本概念，见文献[13] [14] [15] [16] [17]。 
设 ( ), XX ⋅ 是具有 Borelσ-代数 ( )X 的一个可分的 Hilbert 空间，并且 ( ), , PΩ  是一个概率空间。 

定义 2.1 [15]称 ( )( ), , , t t R
P θ

∈
Ω  是一个度量动力系统，如果 : Rθ ×Ω→Ω是 ( )( ),R ×   -可测的，

0θ 是Ω上的恒等映射，且对于所有的 ,s t R∈ ，有 s t t sθ θ θ+ = � 和对于所有的 t R∈ ，有 t P Pθ = 。 

定义 2.2 [15]设 ( )( ), , , t t R
P θ

∈
Ω  是一个度量动力系统，映射 

: R X X+Φ ×Ω× → , ( ) ( ), , , ,t x t xω ωΦ� , 

如果它是 ( ) ( ) ( )( ),R X X+ × ×    -可测的，则称Φ 是 X 上的一个连续随机动力系统(RDS)，并且

对于 . .P a e ω− ∈Ω，满足以下三个条件： 
(i) ( )0, ,ωΦ ⋅ 是定义 X 在上的恒等映射； 

(ii) 对于所有的 ,t s R+∈ ， ( ) ( ) ( ), , , , , ,st s t sω θ ω ωΦ + ⋅ = Φ ⋅ Φ ⋅� ； 

(iii) 对于所有的 t R+∈ ， ( ), , :t X XωΦ ⋅ → 是连续的。 

定义 2.3 [16]称 X 上的一个有界子集 ( ){ }B
ω

ω
∈Ω

是关于 ( )t t R
θ

∈
缓增的，如果对于所有的 0β > ， 

( )( )lim e 0t
tt

d Bβ θ ω−
−→+∞

= , . .P a e ω− ∈Ω , 

其中 ( ) sup X
x B

d B x
∈

= 。 

定义 2.4 设是 X 的随机子集的集合，并且 ( ){ }K
ω

ω
∈Ω

∈，称 ( ){ }K
ω

ω
∈Ω

是Φ 在上的一个拉回

吸收集，如果对于每一个 B∈，存在 ( ) 0Bt ω > ，使得对所有的 ( )Bt t ω≥  
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( )( ) ( ), ,t tt B Kθ ω θ ω ω− −Φ ⊆ , . .P a e ω− ∈Ω . 

定义 2.5 [16]设  是 X 的随机子集的集合，  被称为内闭集合，如果对于所有的 ω∈Ω，有

( )D D ωω
∈Ω

= ∈和 ( ){ }:D D Xω ω= ⊆ ∈Ω� � ， ( ) ( )D Dω ω⊆� ，意味着 D∈� 。 

定义 2.6 [15]设是 X 的随机子集的集合，如果 . .P a e ω− ∈Ω，当 nt →∞ 时， ( ){ }
1

, ,
nn t n n

t xθ ω
∞

−
=

Φ 在

X 上有一个收敛子列，并且 ( )nn tx B θ ω−∈ 有 ( )( ){ }B
ω

ω
∈Ω

∈，则称Φ 在 X 上是 -拉回渐近紧的。 

定义 2.7 [13]设是 X 的随机子集的集合，并且 ( )( ){ }A
ω

ω
∈Ω

∈，则称 ( )( ){ }A
ω

ω
∈Ω

是Φ 上的一个

-随机吸引子(或者 -拉回吸引子)，如果对于 . .P a e ω− ∈Ω，满足下列条件： 

(i) 对所有的 x X∈ ， ( )ω 是紧的，并且 ( )( ),d xω ω�  是可测的； 

(ii) ( ){ }ωω
∈Ω

 是不变的，即 

( )( ) ( ), , tt ω ω θ ωΦ =  , 0t∀ ≥ ; 

(iii) ( ){ }ωω
∈Ω

 吸引中的每一个集合，也就是说对于每一个 ( )( ){ }B
ω

ω
∈Ω

∈。 

其中 ( ), supinf Xz Zy Y
d Y Z y z

∈∈
= − 是对于所有的Y X∈ 和 Z X∈ 所给定的 Hausdorff 半距离。 

定理 2.8 [15]设是 X 上的随机子集的一个内闭集合，并且Φ 是 X 上的一个连续的随机动力系统。

若 ( ){ }K
ω

ω
∈Ω

是Φ 在上的一个闭吸收集，并且Φ 在 X 上是 -拉回渐近紧的，那么Φ 有唯一的 -随

机吸引子 ( ){ }ωω
∈Ω

 ，且 

( ) ( )( )
0

, ,t t
t

t K
τ τ

ω θ ω θ ω− −
≥ ≥

= Φ∩∪ . 

3. 粘弹性方程 

在这一部分，我们定义 ( ) ( )1 1n nH R H R× 上与粘弹性方程相关的连续随机动力系统。设 tz u uδ= + ，

这里δ 是一个小的正常数，则问题(1.1)~(1.2)转化为， 

tu u zδ+ = ,                                    (3.1) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 d1 1 ,
dt t
Wz z u u z z f x u h x
t

δ δ δ δ δ− + − − + ∆ − − ∆ −∆ + = ,             (3.2) 

初值条件为 

( ) ( )0,u x u xτ = , ( ) ( )0,z x z xτ = .                           (3.3) 

其中， ( ) ( ) ( )0 1 0z x u x u xδ= + ， nx∈� ， t τ> ，以及 τ ∈�， 0δ > ， ( )2 nh L∈ � ，对所有的ω∈Ω，

( ) ( )t W tω = ， ( )0 0ω = ，定义一族保测位移算子 

( ) ( ) ( )t t tθ ω ω ω⋅ = ⋅+ − , 

那么 ( )( ), , , t t R
P θ

∈
Ω  是一个度量动力系统。定义 ( ) ( )

0
, , d

u
F x u f x s s= ∫ ， nx R∈ ， u R∈ 。假设非线 

性项 f 满足如下条件： 

( ) ( )1 1, rf x u a u xϕ≤ + , ( )2
1

nL Rϕ ∈ ,                         (3.4) 

( ) ( ) ( )2 2, ,f x u u a F x u xϕ≥ + , ( )1
2

nL Rϕ ∈ ,                       (3.5) 
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( ) ( )1
3 3, rF x u a u xϕ+≥ − , ( )1

3
nL Rϕ ∈ ,                        (3.6) 

( ) ( )1
4 4, r

uf x u a u xϕ−≤ + , ( )1
4

nH Rϕ ∈ ,                       (3.7) 

其中当 1,2n = 时，1 r≤ < ∞；当 3n = 时，1 5r≤ < 。 1a ， 2a ， 3a ， 4a 是正常数。 
下面，我们将粘弹性系统(3.1)~(3.3)转换为一个具有随即参数的确定系统。设 ( ) 1

1h I h−= − ∆ 和

( ) ( ) ( )1, , , ,v t z t h tτ ω τ ω ω= − ，那么(3.1)~(3.3)变为 

( ) ( )1tu u v h x tδ ω+ = + ,                               (3.8) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1

1 1

1 , 0
t tv v v v u u

h x t h x t f x u

δ δ δ δ δ

δ ω δ ω

−∆ − − − ∆ + − − + ∆

− − − ∆ + =
,                     (3.9) 

( ) ( )0,u x u xτ = ， ( ) ( )0,v x v xτ = ,                          (3.10) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1v x z x h x ω τ= − 。如果 ( )2 nh L R∈ ，那么 ( )2
1

nh H R∈ 。 

利用与文献[18] [19]类似的方法，我们可以证明对 . . ,P a e Rω τ− ∈Ω ∈ 和 ( ) ( ) ( )1 1
0 0, n nu v H R H R∈ × ， 

问题(3.8)~(3.10)有唯一解 

( ) ( )( ) [ ) ( ) ( )( )1 1, , , , , , , n nu v C H R Hτ ω τ ω τ⋅ ⋅ ∈ ∞ × � ， ( ) ( )( ) ( )0 0, , , , , ,u v u vτ τ ω τ τ ω = ，并且解关于初值

( )0 0,u v 在 ( ) ( )1 1n nH R H R× 上连续。 

由此，对每个 ( )( ) ( ) ( )1 1
0 0, , , n nt u z R H R H Rω +∈ ×Ω× × ，定义映射 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1: n n n nR H R H R H R H R+Φ ×Ω× × → × ， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 1, , , , , , , , , , , , ,t u z u t z t u t v t h x tω τ ω τ ω τ ω τ ω ωΦ = = + , 

那么Φ 是 ( )( ), , , t t R
P θ

∈
Ω  上的一个连续随机动力系统，且对所有的ω∈Ω和 t τ≥ ，Φ 满足， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0, , , , , , , , , , , , ,t t tt u z u t z t u t z tθ ω τ θ ω τ θ ω τ ω τ ω− − −Φ = = − − . 

设 0δ > 足够小，使得1 0δ− > ， 21 0δ δ− + > ，令 

{ }2
1 min ,1 ,
2

k aδ δ δ= − ,                              (3.11) 

4. 一致估计 

在这一部分，我们将在 ( ) ( )1 1n nH R H R× 上对问题(3.8)~(3.10)的解进行估计。 

引理 4.1 假设 ( )2 nh L R∈ ，条件(3.4)~(3.7)成立， ( ){ }B B
ω

ω
∈Ω

= ∈，( ) ( )0 0,u v B τθ ω∈ ，从而对每个

Tτ ≤ 和 . .P a e ω− ∈Ω，存在 ( ), 0T T B ω= < ，使得(3.8)~(3.10)的解 ( ) ( )( ), , , , ,u t v tτ ω τ ω ，满足对每个

[ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2
1, , , , en n

kt
H R H R

u t v t cτ ω τ ω ω−+ ≤ ,                      (4.1) 

并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2
1e , , , , dn n

t k
H R H R

u v cξ
τ

ξ τ ω ξ τ ω ξ ω + ≤ 
 ∫ ,                  (4.2) 

其中 ( )1c ω 是一个正的随机函数，且当 s → −∞，对任意的 0β > ， 
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( )1e 0s
scβ θ ω → .                                  (4.3) 

证明用 v 与(3.9)在 ( )2 nL R 上作内积可得 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2

1 1

1 d 1 d 1 , 1 ,
2 d 2 d

, 1 , , , 0

v v v v u v u v
t t

t h x v t h x v f x u v

δ δ δ δ δ

δω δ ω

+ ∇ − + − ∇ + − − + ∆

− − − ∆ + =
,           (4.4) 

由(3.8)我们有 

( ) ( ) ( )( )2 2
1

1 d, ,
2 d

u v u u t u h x
t

δ ω= + − ,                       (4.5) 

( ) ( ) ( )( )2 2
1

1 d, ,
2 d

u v u u t u h x
t

δ ω− ∆ = ∇ + ∇ − ∇ ∇ ,                    (4.6) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
d, , , d , , , ,
d nR

f x u v F x u x f x u u t f x u h x
t

δ ω= + −∫ ,             (4.7) 

将(4.5)~(4.7)代入(4.4)得到 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2 22 2

22 2 23 2

2 2
1 1 1

1 1

d 1 2 , d
d

2 2 1 2 2 1 2 , ,

2 , 2 1 , 2 ,

2 1 , 2 , ,

nR
v v u u F x u x

t
v v u u f x u u

t u h x t u h x t h x v

t h x v t f x u h x

δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ

δ ω δ δ ω δω

δ ω ω

+ ∇ + + − + ∇ +

− + − ∇ + + − + ∇ +

= + − + ∇ ∇ +

= − − ∇ ∇ +

∫

.           (4.8) 

下面对(4.8)中等式右边的各项进行估计。由 Hölder 不等式和 Young 不等式得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 222 3
1 12 ,t u h x u c t h xδ ω δ ω≤ + ,                       (4.9) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 222 2
1 12 1 , 1t u h x u c t h xδ δ ω δ δ δ ω− + ∇ ∇ ≤ − + ∇ + ∇ ,          (4.10) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22
1 12 1 , 1t h x v v c t h xδ ω δ ω− − ∇ ∇ ≤ − ∇ + ∇                (4.11) 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 22
1 12 , 3t h x v v c t h xδω δ ω≤ − + ,                      (4.12) 

由(3.5)可得 

( )( ) ( ) ( )2 2, , , d dn nR R
f x u u a F x u x x xϕ≥ +∫ ∫ ,                       (4.13) 

运用 Hölder 不等式和 Young 不等式，我们由(3.4)和(3.6) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1
1 1 1 31

1 1
1 1 3 1

2 , , 2

2 d

2 ,

2 , d d

n

n

nn n

r

r
r r

r R

r
r

r R

r r
H RR R

t f x u h x t a u x h x

t h a t h u x

t h a t h F x u

t h a F x u x a x x a t h

ω ω ϕ

ω ϕ ω

ω ϕ ω ϕ

ω ϕ δ δ ϕ ω

+ +
+

+
+

+ +

≤ +

≤ +

≤ + +

≤ + + +

∫

∫

∫ ∫

.   (4.14) 

因为 ( )2
1 2 3, , nL Rϕ ϕ ϕ ∈ 和 ( )2

1
nh H R∈ ，将(4.9)~(4.14)代入到(4.8)中，我们得到 
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2 22 2

2 2 2 23 2
2

2 1

d 1 2 , d
d

1 1 , d

1

n

n

R

R

r

v v u u F x u x
t

v v u u a F x u x

c t t

δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ

ω ω
+

+ ∇ + + − + ∇ +

+ + − ∇ + + − + ∇ +

≤ + +

∫

∫ .          (4.15) 

结合(3.6)和(3.11) 

( ) ( ) ( )2 2 3, d 2 , d 2 dn n nR R R
a F x u x k F x u x k a xδ δ ϕ≥ + −∫ ∫ ∫ ,                (4.16) 

利用(3.11)和(4.16),(4.15)可以化为 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2
2

2 2 2 22 2

2 1

d 1 2 , d
d

1 , d

1

1

n

n

R

R

r

v v u u F x u x
t
k v v u u a F x u x

k v v u u

c t t

δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

ω ω
+

+ ∇ + + − + ∇ +

+ + ∇ + + − + ∇ +

+ + ∇ + + − + ∇

≤ + +

∫

∫
.             (4.17) 

在方程(4.18)两边乘以 ekξ ，然后关于ξ 在 ( ), tτ 上积分，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2
0 0 0 0 0

2 1

e , , , , , , 1 , , 2 , , , d

e , , , , , , 1 , , d

e 1 2 , d

e 1 d

n

n

kt
R

t k

k
R

t rk

v t v t u t u t F x u t x

k v t v t u t u t

v v u u F x u x

c

ξ
τ

τ

ξ
τ

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω τ ω

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω ξ

δ δ δ

ω ξ ω ξ ξ
+

+ ∇ + + − + ∇ +

+ + ∇ + + − + ∇

≤ + ∇ + + − + ∇ +

+ + +

∫

∫

∫

∫

. (4.18) 

运用(3.4)和(3.5)，我们有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )1

0 0 0 2

21 2
0 0 1 2

2 1
0 0

, d , d

d

1

n n

n

n

R R

r

R

r

H R

F x u x a f x u u x x

a u u x x x

a u u

ϕ

ϕ ϕ+

+

≤ +

≤ + + +

 ≤ + + 
 

∫ ∫

∫ .                (4.19) 

由(3.6)我们有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
3 3 32 , , , d 2 , , d 2 dn n n

r

R R R
F x u t x a u t x x x xτ ω τ ω ϕ ϕ

+
≥ − ≥ −∫ ∫ ∫ .         (4.20) 

因为 ( ) ( )0 0, tu v B θ ω∈ ，将(4.19)和(4.20)应用到(4.18)中我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )( )

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

1 2 1

e , , , , , , 1 , ,

e , , , , , , 1 , , d

1 e e 1 d

kt

t k

r t rk k

v t v t u t u t

k v t v t u t u t

c d B

ξ
τ

τ ξ
τ τ

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω ξ

θ ω ω ξ ω ξ ξ
+ +

+ ∇ + + − + ∇

+ + ∇ + + − + ∇

≤ + + + +

∫

∫

.     (4.21) 

设 ( ) ( ) ( )( )0 2 1
e 1 d

rkr ξω ω ξ ω ξ ξ
+

−∞
= + +∫ 。因为 ( ){ }B B

ω
ω

∈Ω
= ∈，存在 ( ), 0T T B ω= < ，使得对
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所有的 Tτ ≤ ， ( )( )( ) ( )
1

e
rkc d B rτ

τθ ω ω
+
≤ 。在这种情况下，(4.21)的右端可以被 ( )( )1c r ω+ 控制。设

( ) ( )( )1 1c c rω ω= + 。如果我们可以证明 ( )1c ω 是缓增的，那么这个证明就可以完成。于是 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 2 1
1

0 02 1 2 1

02 1 2 1

e e e e d

e e e d e e d

e e e d

rk k k k

r rk k k k k

r rk k k

c c c

c c c

cc c s s s
k

τ τ τ ξ
τ τ τ

τ τ ξ τ ξ

τ τ τ

θ ω θ ω ξ θ ω ξ ξ

ω τ ω τ ξ ω τ ξ ω τ ξ ξ

ω τ ω τ ω ω

+

−∞

+ +

−∞ −∞

+ +

−∞

≤ + +

≤ + + + + + +

≤ + + + +

∫

∫ ∫

∫

. (4.22) 

根据(4.22)， ( )1c ω 满足(4.3)，也就意味着(4.22)满足引理 4.1。 
下面引理中给出了 tv 在 ( )1 nH R 上的有界性。 

引理 4.2 假 ( )2 nh L R∈ 设，条件(3.4)~(3.7)成立， ( ){ }B B
ω

ω
∈Ω

= ∈， ( ) ( )0 0,u v B τθ ω∈ ，那么对所

有的 Tτ ≤ 和 . .P a e ω− ∈Ω，存在 ( ), 0T T B ω= < ，使得(3.8)~(3.10)的 ( ) ( )( ), , , , ,u t v tτ ω τ ω ，满足对所有

的 [ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

2 2 2 2
2, , , , , , e 1 en n n

r r kt kt
H R H R H R

u t v t v t c c c tτ ω τ ω τ ω ω ω− −+ + ≤ + + + .     (4.23) 

( ) ( ) ( )( )0 2 1
2 e d

rk s rrc s s sω ω ω
+

−∞

 
= +  
 
∫ . 

证明我们从(4.17)和(4.19)中得到，存在 ( ), 0T T B ω= < ，使得对所有 Tτ ≤ 的和 [ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22 2

0 2 1

, , , , , , 1 , , 2 , , , d

e e e 1 d

nR
k k kt t rr r r

v t v t u t u t F x u t x

c
ξ

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω τ ω

ω ξ ω ξ ξ
− − +

−∞

+ ∇ + + − + ∇ +

≤ + + +

∫

∫
. (4.24) 

根据(4.20)，对所有的 Tτ ≤ 和 [ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2 22 2

0 2 1

, , , , , , 1 , ,

e e e 1 d
k k kt t rr r r

v t v t u t u t

c c
ξ

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω

ω ξ ω ξ ξ
− − +

−∞

+ ∇ + + − + ∇

≤ + + + +∫
.           (4.25) 

用 tv 与(3.9)在 ( )2 nL R 上做内积，我们得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2 2

1 1

, 1 , , 1 ,

, 1 , , ,

t t t t t t

t t t

v v v v v v u v u v

t h x v t h x v f x u v

δ δ δ δ δ

δω δ ω

+ ∇ = − − ∇ ∇ − − − + ∇ ∇

+ − − ∇ ∇ −
.         (4.26) 

对于(4.26)右边的项，我们可以得到如下估计： 

( ) ( )( ) ( )( )22 2 2 22
1 1

1,
2t tv u t h x v v c v u t hδ δ δω ω− − + + ≤ + + + ,            (4.27) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

2
1

22 2 2 2
1

1 1 1 ,

1
2

t

t

v u t h x v

v c v u t h

δ δ δ δ ω

ω

− − ∇ + − + ∇ + − ∇ ∇

≤ ∇ + ∇ + ∇ + ∇
.                 (4.28) 

由(3.4)，我们有 
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( )( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1 1

1 11 1

1 1

2 2 2

, , d d

1 1 1
4 4

n n

n n

n

r
t t tR R

r
t tr r

r
t tH R H R

r
t t H R

f x u v c u v x v x

c u v v

c u v x v

v v c u

ϕ

ϕ

ϕ
+ +

≤ +

≤ +

≤ +

 ≤ + ∇ + + 
 

∫ ∫

.                   (4.29) 

根据(4.27)~(4.29)， ( )2
1

nL Rϕ ∈ ，以及 ( )2
1

nh L R∈ ，(4.26)可以变为如下形式 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
22 2 22 21 n n n

rr r
t t tH R H R H Rv v c t v u uω + ∇ ≤ + + + + 

 
,               (4.30) 

由(4.25)，我们可以从(4.30)中得到，对于所有的 Tτ ≤ ， [ ],0t τ∈ ， 

( )( ) ( ) ( )( )02 2 12 2 1 e e e 1 d
rk

rkt kt r
t tv v c t c c

ξ
ω ω ξ ω ξ ξ

+− −

−∞

 
+ ∇ ≤ + + + + +  

 
∫ ,       (4.31) 

根据(4.25)和(4.31)，引理 4.2 得证。 
下面我们估计粘弹性方程在大的空间和时间变量下，解的一致尾部估计。给定 1k ≥ ，定义集合

{ }:n
kQ x R x k= ∈ < ， \n

kR Q 是 nR 上 kQ 的组成部分，我们得到以下估计。 

引理 4.3 假设 ( )2 nh L R∈ ，条件(3.4)~(3.7)成立， ( ){ }B B
ω

ω
∈Ω

= ∈， ( ) ( )0 0,u v B τθ ω∈ ，那么对所

有的 0> 和 . .P a e ω− ∈Ω ，存在 ( ), 0T T B ω= < ， ( )0 0 , 0k k ω= > 使得对所有的 Tτ ≤ ， 0k k≥ ，

(3.8)~(3.10)的解 ( ) ( )( ), , , , ,u t v tτ ω τ ω ，满足对每个的 [ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2, , , , , , , , d en
k

kt
R Q

u t u t v t v t xτ ω τ ω τ ω τ ω −+ ∇ + + ∇ ≤∫ 
 .          (4.32) 

证明设 ( )sρ 是一个光滑函数，使得对所有的 ( )ns R∈ ， ( )0 1sρ≤ ≤ 并且 

( )
0, 1 ,

1, 1 .

s
s

s
ρ

 <= 
>

当 时

当 时
                              (4.33) 

存在一个正常数 c，对所有的 s R∈ ， ( )s cρ′ ≤ ， ( )s cρ′′ ≤ ，用

2

2

x
v

k
ρ
 
 
 
 

与(3.9)在 ( )2 nL R 上作内积 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2

12 2 2

d d 2 1 d
d

2 d 2 1 d 2 , d

22 d 2 d

2 1

n n

n n n

n n

R R

R R R

tR R

x x
v v x v v x

t k k

x x x
vu x v u x f x u v x

k k k

x x
t h x v x v x v x

k k k

x

ρ ρ δ δ

δ ρ δ δ ρ ρ

δ ρ ω ρ

δ ρ

   
   + ∇ − − − ∇
   
   

     
     + − − + ∆ +
     
     
   

′   = − ∇ ⋅
   
   

′+ −

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

12 2 2

2 d 2 1 dn nR R

x
v x v x t v h x x

k k k
δ ρ ω

   
   ∇ ⋅ + − ⋅∆
   
   

∫ ∫

.       (4.34) 

根据(3.8)，得到 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2 22 2

2

2
2 2 2 23 2

2

2
2 2

1 1 12

2

1 12

d 1 2 , d
d

2 1 1 , d

2 1

1 d 2 , d

2

n

n

n

n

R

R

R

R

x
v v u u F x u x

t k

x
v v u u f x u u x

k

x
h x t u u h x t t h x v

k

x
t v h x t x f x u h x t x

k

ρ δ δ δ

ρ δ δ δ δ δ δ δ

ρ δ ω δ δ ω δω

δ ω ω ρ ω

ρ

 
  + ∇ + + − + ∇ +
 
 
 
 + − + − ∇ + + − + ∇ +
 
 
 
 = + − + ∇ ∇ +
 
 

 
 − − ∇ ∇ +
 
 

′−

∫

∫

∫

∫

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2 2 2

2 2
2

12 2 2 2

2 2d 2 1 d

2 22 1 d 2 1 d

n n

n n

tR R

R R

x x
v x v x v x v x

k k k k

x x
u x v x t h x x v x

k k k k

δ ρ

δ δ ρ δ ρ ω

   
′   ∇ ⋅ + − ∇ ⋅

   
   

   
′ ′   − − + ∇ ⋅ − − ∇ ⋅
   
   

∫ ∫

∫ ∫

.   (4.35) 

由(3.4)~(3.6)，我们有 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22 2 2, d , d dn n nR R R

x x x
f x u u x a F x u x x x

k k k
ρ ρ ρ ϕ
     
     ≥ +
     
     

∫ ∫ ∫ .          (4.36) 

根据(3.4)和(3.6)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 2 2

1 1 12 2 2

2 2

2 2 32 2

2
1 1

12

2 , d d d

, d d

d

n n n

n n

n

R R R

R R

r r

R

x x x
f x u h x t x x x h x t x

k k k

x x
a F x u x a x x

k k

x
c h x t x

k

ρ ω ρ ϕ ρ ω

δ ρ δ ρ ϕ

ρ ω
+ +

     
     ≤ +
     
     

   
   + +
   
   

 
 +
 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

.   (4.37) 

由(4.33)，我们有 

( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 22

2 22 2

22 d d

d

n

n

t tk x k

t t

x x x
v x v x v v x

k k k k

c cv v x v v
k k

ρ ρ
≤ ≤

 
 
 

 
′ ′  ∇ ⋅ ≤ ∇
 
 

≤ + ∇ ≤



+



∇

∫ ∫

∫

�

�

.           (4.38) 

类似于(4.38)也可以得到 

( )( ) ( ) ( )( )
2

22 2
1 12 2

2 dn

x ch x x t v x v t h
kk k

ρ ω ω
 
′  ∇ ⋅ ≤ + ∇
 
 

∫� ,              (4.39) 

( ) ( )
2

2 2
2 2

2 dn

x cu x v x u u
kk k

ρ
 
′  ∇ ⋅ ≤ + ∇
 
 

∫� ,                     (4.40) 

( ) ( )
2

2 2
2 2

2 dn

x cv x v x v v
kk k

ρ′ ∇ ⋅ ≤
 
 
 
 

+ ∇∫� .                     (4.41) 
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将(4.36)~(4.41)应用到(4.35)中，得到 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2 22 2

2

2
2 2 2 23 2

22

222 2 2 2
1

2
2 2 2

1 12

2
2 1

1 2 3 12

d 1 2 , d
d

1 1 , d

d

n

n

n

n

t

r

x
v v u u F x u x

t k

x
v v u u a F x u x

k

c cv u v v t h
k k

x
c t h x h x x

k

x
c x x x h x

k

ρ δ δ δ

ρ δ δ δ δ δ δ δ

ω

ω ρ

ρ ϕ ϕ ϕ
+

 
  + ∇ + + − + ∇ +
 
 
 
 + − + − ∇ + + − + ∇ +
 
 

≤ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇

+ + ∇

+ +

 
 
 
 

+
 
 
 
 

+

∫

∫

∫

∫

�

�

�

�
( )( )1

d
r

t xω
+

.      (4.42) 

由于 ( )1
1 2 3, , nLϕ ϕ ϕ ∈ � ， ( )2

1
nh H∈ � ，并且对于 x k≤ ，

2

2 0
x
k

ρ
 
  =
 
 

。那么存在一个 ( )1 1 1k k= ≥ ，

使得对所有 1k k≥ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
2 2 2 22

1 1 12

2
2 1 1

1 2 3 12

2
2 2 2 22

1 1 12

2
2 1 1

1 2 3 12

d

d

d

d

n

n

r r

x k

r r

x k

xc t h c t h x h x x
k k

x
c x x x h x t x

k

xc t h c t h x h x x
k k

x
c x x x h x t x

k

ω ω ρ

ρ ϕ ϕ ϕ ω

ω ω ρ

ρ ϕ ϕ ϕ ω

+ +

≥

+ +

≥

∇ + + ∇

 
 + + + +
 
 

= ∇ + + ∇

+

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

+ + +

∫

∫

∫

∫

�

�

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22
1 1 1

2 1 1
1 2 3 1

2 1

d

d

1

x k

r r

x k

r

c t h c t h x h x x
k

c x x x h x t x

c t t

ω ω

ϕ ϕ ϕ ω

ω ω

≥

+ +

≥

+

≤ ∇ + + ∇

+ + + +

≤ + +

∫

∫


.                (4.43) 

根据(3.11)和(4.43)，对所有的 1k k≥ ，(4.42)可以变为 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2
2 2 2 22 2

2

2
2 2 2 22 2

2

2 122 2 2

d 1 2 , d
d

2 1 2 , d

1

n

n

r
t

x
v v u u F x u x

t k

x
k v v u u F x u x

k

c v u v v c t t
k

ρ δ δ δ

ρ δ δ δ

ω ω
+

 
 
 
 
 
 
 
 

+ ∇ + + − + ∇ +

+ − − ∇ + + − + ∇ +

≤ + ∇ + ∇ + ∇ + + +

∫

∫

�

�



.           (4.44) 

下面将 t 换为ξ ，上式两边同乘以 2e kξ ，然后关于ξ 在 ( ), , 0t tτ ≤ 求积分，我们发现对于所有的 1k k≤ ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2
2 2 2 22 2 2

2

2
2 2 2 22 2 2

0 0 0 0 02

2 2 2 22

0 2 12

e , , , , , , 1 , , 2 , , , d

e 1 2 , d

e , , , , , , , , d

e d

n

n

kt

k

t k
t

rk

x
v t v t u t u t F x u t x

k

x
v v u u F x u x

k

c v u v v
k

c c

τ

ξ
τ

ξ

ρ τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω τ ω

ρ δ δ δ

ξ τ ω ξ τ ω ξ τ ω ξ τ ω ξ

ω ξ ω ξ ξ
+

−∞

+ ∇ + + − + ∇ +

≤ + ∇ + + − + ∇ +

+ +

 
 
 
 
 
 
 
 

∇ + ∇ + ∇

+ + +

∫

∫

∫

∫

�

�

 

.(4.45) 

与(4.21)的估计类似，并且假设 ( ) ( )0 0,u v B τθ ω∈ ，存在 ( ), , 0T T B ω= < 使得对所有的 Tτ ≤ ， 

( ) ( )( )
2

2 2 2 22 2 2
0 0 0 0 02e 1 2 , dn

k x
u v u u F x u x

k
τ ρ δ δ δ

 
  + ∇ + + − + ∇ + ≤
 
 

∫�  .        (4.46) 

另一方面，由引理 4.1 和 4.2，存在 ( ) ( )2 1k k≥  ， 1T T≤ 使得对所有的 2k k≥ ， 1Tτ ≤ ，(4.45)右边项

可以被 ( )1c r ω∈ 控制，其中 ( )1r ω 是一个正的随机变量，从这以及(4.46)，并根据(4.45)我们得到对于所有

的 2k k≥ ， 1Tτ ≤ ， [ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( )( )) ( )

2
2 2 22 2

2

22

e , , , , , ,

1 , , 2 , , , d

n
kt x

v t v t u t
k

u t F x u t x c r

ρ τ ω τ ω δ τ ω

δ δ τ ω τ ω ω

 
  + ∇ +
 
 

+ − + ∇ + ≤

∫�



,               (4.47) 

其中 ( )r ω 是一个正的随机变量，利用(3.6)我们有 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

3 3 32 2 22 , , , d 2 d 2 d 2 dn n x k x k

x x x
F x u t x x x x x x x

k k k
ρ τ ω ρ ϕ ρ ϕ ϕ

≥ ≥

   
   − ≤ ≤ ≤
   
  

 
 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫� �
.(4.48) 

因为 ( )1
3

nLϕ ∈ � ，由(4.48)我们发现存在 ( )3 3 2k k k= ≥ ，使得对所有的 3k k≥ ， 

( )( )
2

22 , , , dn

x
F x u t x

k
ρ τ ω
 
 − ≤
 
 

∫�  .                        (4.49) 

然后我们可以从(4.47)和(4.49)中得到，对于所有的 Tτ ≤ ， 3k k≥ 以及 [ ],0t τ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2 2 2 22 2 2
2

2
2 2 2 22 2 2

2

e , , , , , , 1 , , d

e , , , , , , 1 , , dn

kt
x k

kt

v t v t u t u t x

x
v t v t u t u t x

k

c r

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω

ρ τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω

ω

≥
+ ∇ + + − + ∇

 
 ≤ + ∇ + + − + ∇
 
 

≤ +

∫

∫�

 

.   (4.50) 

引理 4.3 得证。 
现在我们检验在有界域上(3.8)~(3.10)解的行为。我们定义 ( ) ( )1s sψ ρ= − ，这里的 ( )sρ 是在(4.33)

中所定义的。设 1k ≥ ，定义 

( ) ( )
2

2, , , , , ,
x

u x t u x t
k

τ ω ψ τ ω
 
 =
 
 

� .                          (4.51) 
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( ) ( )
2

2, , , , , ,
x

v x t v x t
k

τ ω ψ τ ω
 
 =
 
 

� ,                          (4.52) 

( ) 2v v v vψ ψ ψ∆ = ∆ + ∇ ⋅∇ + ∆� ,                           (4.53) 

( ) 2t t t tv v v vψ ψ ψ∆ = ∆ + ∇ ⋅∇ + ∆� .                          (4.54) 

利用(4.53)~(4.54)，我们有 

2v v v vψ ψ ψ∆ = ∆ − ∆ − ∇ ⋅∇� ,                            (4.55) 

2t t t tv v v vψ ψ ψ∆ = ∆ − ∆ − ∇ ⋅∇� .                           (4.56) 

因为 ( ) ( ) ( )1
0 2, , , , , , , ku x t v x t H Qτ ω τ ω ∈� � ，用(3.8)~(3.9)乘以

2

2

x
k

ψ
 
 
 
 

，得 

( ) ( )
2

12t

x
u u v h x t

k
δ ψ ω

 
 + − =
 
 

� � � ,                          (4.57) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2 2

12

2 2

1 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2
2

2

1 1

1 ,

2 1 2

1

t t

t t

x
v v v v u u h x t

k

x x
h x t f x u

k k

x x x x
v v v v

k k k k

x
u

k

δ δ δ δ δ δψ ω

δ ω ψ ψ

ψ ψ δ ψ ψ

δ δ ψ

 
 − ∆ − − − ∆ + − − + ∆ −
 
 

   
   − − ∆ +
   
   

          
          = − ∆ + ∇ ∇ − − ∆ + ∇ ∇

                    


− − + ∆

� � � � � �

2

22
x

u
k

ψ
   
    + ∇ ∇

        

.         (4.58) 

考虑特征值问题 

u uλ−∆ =� � , 2  kx Q∈ , 
2

0
kQu

∂
=� .                           (4.59) 

因此，问题有一族特征值{ } 1j j
λ

∞

=
对应的特征函数{ } 1j j

e
∞

=
的集合，使得{ } 1j j

e
∞

=
是 ( )2

2kL Q 上的一个标

准正交基，并且，当 j →∞时， 

1 2 jλ λ λ≤ ≤ ⋅⋅⋅ ≤ → ∞ . 

给定 n，设 { }1, ,n nX span e e= � ， ( )2
2:n k nP L Q X→ 是投影算子。 

引理 4.4 假设 ( )2 nh L R∈ ，条件 (3.4)~(3.7)成立， ( ){ }B B
ω

ω
∈Ω

= ∈ ，那么对于每个 0> 和

. .P a e ω− ∈Ω，存在 ( ), , ( , , ) 0K K T T Bω ω= = <  和 ( ),N N ω=  ，使得对于所有的 , ,k K T n Nτ≥ ≤ ≥ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 2 0 2

,0, , ,0, ,
k k

n nH Q H Q
I P u I P vτ ω τ ω− ⋅ + − ⋅ ≤� �  .              (4.60) 

证明.设 ,1n nu P u=� �， ,2 ,1n nu u u= −� � � ， ,1n nv P v=� �，并且 ,2 ,1n nv v v= −� � � ，将 ( )nI P− 应用到(4.57)中得到： 

( ) ( ) ( )
2

,2 ,2 ,2 12

d
dn n n n

x
v u u I P h x t

t k
δ ψ ω

 
 = +

 
− −

 



 
  

� � � .                 (4.61) 
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将 ( )nI P− 应用到(4.58)，接着用 ,2nv� 在 ( )2
2kL Q 上作内积，我们得 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2
,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2

2 2 2

1 ,2 1 ,2 ,22 2 2

2

2

1 d 1 d 1 , 1 ,
2 d 2 d

, 1 , , ,

2

n n n n n n n n

n n n

t

v v v v u v u v
t t

x x x
t h x v t h x v f x u v

k k k

x
v

k

δ δ δ δ δ

δω ψ δ ω ψ ψ

ψ

+ ∇ − + − ∇ + − − + ∆

     
     − − − ∆ +
     
    

     
     
     
   

 
 = − ∆ + ∇
 











� � � � � � � �

� � �

( )

( )

2 2 2

,2 ,22 2 2

2 2
2

,22 2

, 1 2 ,

1 2 ,

t n n

n

x x x
v v v v v

k k k

x x
u u v

k k

ψ δ ψ ψ

δ δ ψ ψ

   
   
   
   

     
     ∇ − − ∆ + ∇ ∇
     
     

   
   − − + ∆ + ∇ ∇
   


 
 
 
   

� �

�

.  (4.62) 

由(4.61)我们有 

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2 ,2

2 2 23 2
,2 ,2 ,2

2 2
2

1 ,2 ,22 2

2
2

2

d 1 2
d

2 1 2 2 1

2 , 2 2 1 2 1 ,

4 4 1 4 1 ,

n n n n n

n n n

n t n

t

v v u u v
t

v u u

x x
t h x v v v u v

k k

x
v v u

k

δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

δω ψ ψ δ δ δ

ψ δ δ δ

+ ∇ + + − + ∇ −

+ − ∇ + + − + ∇

   
   = + ∆ − − − − − +


 
 
 


  
   

 
 +∇ − ∇ − − ∇ − − + ∇
 
 



� � � � �

� � �

� �

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
2

,2 ,2 12

2 2
2

,2 1 1 ,22 2

2

,22

2 ,

2 1 , 2 1 ,

2 , ,

n n

n n

n

x
v t u h x

k

x x
t u h x t h x v

k k

x
f x u v

k

δ ω ψ

δ δ ω ψ δ ω ψ

ψ

   


  
  +

    

   
   − − + ∆ + − ∆
   
   

 
 −
 

  
   
   

 

 
 
 
 

� �

� �

�

.   (4.63) 

由于 ( ) ( )0, 1,2s sψ ′ = ∉ ，那么我们得 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2x x x x k c
kk k k k k

ψ ψ ψ
     

′ ′     ∇ = ≤ ≤
     
     

,                   (4.64) 

并且 

2 2 2 2

2 2 4 2 2

4 2x x x x x
k k k k k

ψ ψ ψ
     
     
     
     

′′ ′∆ = .                      (4.65) 

借助(4.64)~(4.65)，可将(4.63)右边的项进行如下估计： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 22 2
,2 1 ,2 12

12 , 1
2n n

x
t u h x u c t h

k
δ ω ψ δ δ δ ω

 
 


 
  ≤ − + ∇ +
 
  

 
� � ,           (4.66) 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

,2 12

2 2 2
2

,2 1 1 12 2 2

2 2 2 2 22 2 23 2
,2 ,2 1 1 14 2

2 1 ,

2 1 , 2

1 1
2

n

n

n n

x
t u h x

k

x x x
t u h x h x h x

k k k

c cu u t h t h c t h
k k

δ δ ω ψ

δ δ ω ψ ψ ψ

δ δ δ δ ω ω ω

 
 − − + ∆
 
 

     
     = − − + ∆ + ∇ ∇ + ∆
     
  

 
 
 
 
 
 
   

≤ + − + ∇ + + ∇ + ∆


 

�

�

� �

,    (4.67) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1 ,2 ,2 12

12 1 , 1
3n n

x
t h x v v c t h

k
δ ω ψ δ ω

 
 
 


 
 − ∆ ≤ − ∇ +
 

 
� � ,            (4.68) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
1 ,2 ,2 12

12 , 1
3n n

x
t h x v v c t h

k
δω ψ δ ω

 
 
 


 
  ≤ − ∇ +
 
  

� � ,               (4.69) 

( )( ) ( )
2

2 2 2 22
,2 ,22 4

12 2 2 1 ,
2t n n t

x cv v u v v v v u
k k

ψ δ δ δ δ
  
  ∆ − + + − + ≤ − + + +

    
� �      (4.70) 

那么由(3.4)和插值不等式，对(4.63)右边的两项进行如下估计： 

( )( ) ( )
2

2 2 2 22
,2 ,22 4

14 4 4 1 ,
2t n n t

x cv v u v v v v u
k k

ψ δ δ δ δ δ
  
  ∇ − ∇ + ∇ − − + ≤ − + ∇ + ∇ + ∇

    
� � , (4.71) 

( ) ( )

( )1 1

2 2 2

,2 1 ,2 1 ,22 2 2

11 1
,2 1 ,2 ,2 ,2 1 ,21 11

2 2 2
,2 1 ,2 ,2 1

2 , , 2 d 2 d

2 2

12 1
3

n n
r

n n n

n n n n nr rr

r r
n n nH H

x x x
f x u v c u v x x v x

k k k

c u v v c u v v v

c u v v v c u c

θ θ

ψ ψ ψ ϕ

ϕ ϕ

ϕ δ ϕ

−

+ ++

      
      ≤ +

            

≤ + ≤ ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ ≤ − ∇ + +

∫ ∫� �
� � �

� � � � �

� � �

. (4.72) 

根据(3.11)和(4.66)~(4.72)，(4.63)可以变为如下形式 

( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2

2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2

22 22 2 2 2 2
14 2 4

2 2 22 2 2 2 2
1 1 1 12

d 1
d

2 1

n n n n

n n n n

t t

r
H

v v u u
t

k v v u u

c c cv v u v v u t h
k k k

c t h c t h c t h c u c
k

δ δ δ

δ δ δ

ω

ω ω ω ϕ

+ ∇ + + − + ∇

+ + ∇ + + − + ∇

≤ + + + ∇ + ∇ + ∇ +

+ ∇ + + ∆ + +

� � � �

� � � �
.          (4.73) 

因为 1ϕ 以及 ( )2
1

nh L∈ � ，那么有 ( )1 1N N=  ，并且 ( )1 1k k=  ，使得对所有的 1n N≥ ， 1k k≥ ，从(4.73) 

中我们得到 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1 1 11

1 11 1

2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2

2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2

2 2 22 2 2

2 2 22 2

d 1
d

2 1

1 || ||

1

n n n n

n n n n

r
t tH H H HH

r r
t tH HH H

v v u u
t

k v v u u

c t v u u v u

c t u u v v

δ δ δ

δ δ δ

ω

ω

+ ∇ + + − + ∇

+ + ∇ + + − + ∇

≤ + + + + + +

≤ + + + + +

� � � �

� � � �





.                 (4.74) 
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下面用 ξ 换 t，两边同时乘以 2e kξ ，然后关于 ξ 在 ( ),0τ 上积分，我们从(4.74)中得到，对于所有的

1n N≥ ，以及 1k k≥ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

1 1

2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2

2 2 2 22 2 2
,2 ,2 ,2 ,2

0 2 2 2 2 22

2 22
0 0 0

0, , 0, , 0, , 1 0, ,

e , , , , , , 1 , ,

e 1 , , , , , , , ,

e 1

n n n n

k
n n n n

r rk
t tH H H H

k
H H

v v u v

v v u v

c u

v

u v v

c u u

τ

ξ
τ

τ

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω

τ τ ω τ τ ω δ τ τ ω δ δ τ τ ω

ω ξ ξ τ ω ξ τ ω ξ τ ω ξ τ ω

+ ∇ + + − + ∇

≤ + ∇ + + − + ∇

+ + + + + +

≤ + + +

∫

� � � �

� � � �



( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1

0 21 2

0 2 2 2 22

e 1 d

e ( , , , , , , , ,

r k
H

r rk
t tH H H H

c

c u u v v

ξ
τ

ξ
τ

ω ξ ξ

ξ τ ω ξ τ ω ξ τ ω ξ τ ω

+ + +

+ + + +

∫

∫





.   (4.75) 

因为 ( ) ( )0 0,u v B τθ ω∈ ，当τ → −∞时(4.75)右边的第一项趋于零。那么有 ( ), , 0T T B ω= < 使得对所

有的 Tτ ≤ ，第一项以 为界，由引理 4.2，我们从(4.75)中发现，对所有 1n N≥ ， 1k k≥ 以及 Tτ ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

2 2 2 22 2
,2 ,2 ,2 ,2

0 22
2

0 22
2

0, , 0, , 0, , 1 0, ,

e e 1 e d

1 e d

n n n n

k k k

k

v v u v

c c r

c r c

ξ ξ ξ
τ

ξ

τ ω τ ω δ τ ω δ δ τ ω

ω ω ξ ξ

ω ω ξ ξ

− −

−∞

+ ∇ + + − + ∇

≤ + + + +

≤ + +

∫

∫

� � � �

 

 

.       (4.76) 

引理 4.4 得证。 

5. 随机吸引子 

在这一部分，我们主要证明 n� 上的粘弹性问题(3.1)~(3.3)  -拉回随机吸引子的存在性。给定

( ){ }B B
ω

ω
∈Ω

= ∈，由引理 4.1，对于 . .P a e ω− ∈Ω，存在 ( ), 0T T B ω= > ，使得对所有的 t T≤ ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1

2 2 2
0 0 1, , , , , , ,n nn nt H HH H

t u z u t z t cθ ω τ ω τ ω ω− ×
Φ = − + − ≤

� �� �
.        (5.1) 

其中 ( )1c ω 是(4.1)中给出的随机函数。定义集合 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
2 21 1

1, : n n
n n

H HE u z H H u z cω ω= ∈ × + ≤
� �

� � .              (5.2) 

那么由(5.1)可知 ( ){ }E E
ω

ω
∈Ω

= 是Φ 在上的闭的随机吸收集。我们现在证明Φ 在 

( ) ( )1 1n nH H×� � 上的拉回渐近紧性。 

引理 5.1 假设 ( )2 nh L R∈ 以及(3.4)~(3.7)成立。那么随机动力系统Φ 在 ( ) ( )1 1n nH H×� � 上是-拉

回渐近紧的，即，对 . .P a e ω− ∈Ω，如果 mt →∞ ， ( ) ( )0, 0,,m m tmu z B θ ω−∈ 有 ( ){ }B B
ω

ω
∈Ω

= ∈，序列

( )( ){ }0, 0,, , ,m tm m mt u zθ ω−Φ 在 ( ) ( )1 1n nH H×� � 上有一个收敛子列。 

证明因为 mt →∞，由引理 4.1，对于 . .P a e ω− ∈Ω，有 ( )1 1 , 0M M B ω= > ，使得对所有的 1m M≥ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1

10, , 0, ,n n
m mH H

u t v t rω ω ω− + − ≤� � .                   (5.3) 

给定 0> ，由引理 4.3，有 ( )2 2 , , 0M M B ω= > 并且 ( )0 0 , 0k k ω= > ，使得对于所有的 2m M≥  

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

2 2 2 2

\
0, , 0, , 0, , 0, , dn

k
m m m mQ

u t u t v t v t xω ω ω ω− + ∇ − + − + ∇ − ≤∫�  .         (5.4) 

设 ( )1 0,k kω ≥ ， ( ) { }3 1 2, , max ,M B M Mω ≥ 并且 ( ), 0N ω > ，使得对所有的 3n M≥ ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 2 0 21 1

0, , 0, ,
k k

N m N mH Q H Q
I P u t I P v tω ω− − + − − ≤� �  .                 (5.5) 

从(5.3)中得到 ( ) ( )( ){ }0, , , 0, ,N m mP u t v tω ω− − 在有限维空间 ( ) ( )( )1 1

1 1
2 2N k kP H Q H Q× 上有界，因此在

( ) ( )( )1 1

1 1
2 2N k kP H Q H Q× 上是相对紧的。根据(5.5)，这表明 ( ) ( )( ){ }0, , , 0, ,m mu t v tω ω− − 在 

( ) ( )1 1

1 1
2 2k kH Q H Q× 上是相对紧，因此 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0, , , 0, , 0, , , 0, ,m m m mu t v t u t v tω ω ω ω= 对于 1x k≤ ，

( ) ( )( ){ }0, , , 0, ,m mu t v tω ω− − 在 ( ) ( )1 1

1 1
2 2k kH Q H Q× 上是相对紧的。 

由(5.4)可知 ( ) ( )( ){ }0, , , 0, ,m mu t v tω ω− − 在 ( ) ( )1 1n nH H×� � 上是相对紧的。 

现在，我们给出本文的主要结果： 
定理 5.2 假设 ( )2 nh L R∈ 且(3.4)~(3.7)成立。那么随机动力系统Φ 在 ( ) ( )1 1n nH H×� � 上存在唯一的

-拉回随机吸引子 ( ){ }ωω
∈Ω

 。 

证明由(5.2)可知Φ 存在一个闭拉回吸收集，并且根据引理 5.1，它在 ( ) ( )1 1n nH H×� � 上是-拉回

渐近紧的。因此由定理 2.8 得Φ 存在唯一的-拉回随机吸引子。 
本文较其他有界域上的粘弹性方程的研究相比较，初次讨论了在无界域上带有加性噪声的粘弹性方

程的长时间动力学行为，利用截断函数和算子分解的方法，得到了解的渐近紧性，最后，获得了粘弹性

方程随机吸引子的存在唯一性，为以后更进一步研究无界域上的粘弹性方程吸引子的存在性提供了方法。 
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