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摘  要 

本文主要研究了6A型顶点算子代数中的Ising向量。C. H. Lam，H. Yamada和H. Yamauchi构造了具体的

6A型顶点算子代数的例子，计算出了6A型顶点算子代数中有7个Ising向量，并给出了它们之间的关系；

S. Sakuma证明了6A型顶点算子代数由两个Ising向量e和f生成的顶点算子代数，并且e和f的内积

10

5,
2

e f = 。但是在后者中只给出了6个Ising向量，第7个Ising向量的具体形式未知。前者构造的具体

实例可以看成是后者的一种实现。本文通过两者的Ising向量的对应关系以及6A型顶点算子代数的唯一性，

我们求出了第7个Ising向量在一组基下的表达式。 
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Abstract 
In this paper, we mainly study the Ising vectors in the 6A-algebra. C. H. Lam, H. Yamada and H. Ya-
mauchi constructed an example for the 6A-vertex operator algebra, and they proved that there are 
seven Ising vectors in the 6A-vertex operator algebra, and they also showed the relations between 
the Ising vectors. S. Sakuma proved 6A-vertex operator algebra is generated by two Ising vectors e 

and f, and the inner product of e and f is 10

5
2

. But the author only listed six Ising vectors, so we 
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didn’t know the concrete form for the seventh Ising vector. The former can be regarded as a reali-
zation of the latter. In this paper, we calculate the seventh Ising vector under a set of bases by the 
correspondence between them. 
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1. 引言 

顶点代数是过去几十年新发展的一个代数学分支。数学家们受到仿射 Kac-Moody 代数表示理论、月

光模及其物理上的 2 维共形场论的启发，定义了顶点代数的概念。 
从群论的角度来看，魔高斯代数是一种 196884 维的交换非结合代数，并且在上面有正定不变的双线

性型。而魔单群 M 是由高斯在[1]中构造出的作为魔高斯代数的自同构群。魔单群 M 是由一些 2A 型对合

自同构生成的，并且对于任意两个 2A 型对合自同构τ 和τ ′，有 6ττ ′ ≤ 。在[2]中知ττ ′的共轭类是 1A，
2A，3A，4A，5A，6A，4B，2B 和 3C 这九种之一。 

从顶点算子代数的角度来看，魔单群可以看成是月光顶点算子代数的 0n nV V∞
== ⊕ 的自同构群。在月

光顶点算子代数的构造[3]中，我们可知魔高斯代数正是V 的权为 2 的子空间，也就是 2V 就是一个魔高

斯代数。在[4]中我们知道月光顶点算子代数V 中有 48 个相互正交的共形向量，并且在V 中每一个共形

向量生成一个同构于 Virasoro 顶点算子代数
1 ,0
2

L  
 
 

，且

481 ,0
2

L
⊗

 
 
 

是V 是的一个子代数。我们称这样

的中心载荷为
1
2
的共形向量为 Ising 向量。Miyamoto 在[5]中对每一个 Ising 向量 e 构造了关于 e 的τ -对

合自同构记作 eτ 。由[6]知每一个 eτ 都是一个 2A 型对合自同构，关于 Ising 向量的两个 2A 型对合自同构

的乘积ττ ′正是上面九种之一。对于任意两个 Ising 向量 e 和 f，它们的内积 ,e f 与它们对应 2A 型对合自

同构乘积所在的共轭类
M

e fτ τ 的关系如下： 

 
M

e fτ τ  1A 2A 3A 4A 5A 6A 4B 2B 3C 

,e f  1/4 1/25 13/210 1/27 3/29 5/210 1/28 0 1/28 

 
不仅仅是在魔单群中在顶点算子代数中，Sakuma 在[7]中证明了由两个 Ising 向量生成的月光型的顶

点算子代数正是以上这九种之一，它们对应的内积关系也如上。 
C. H. Lam，H. Yamada 和 H. Yamauchi 在文章[8]中从延伸的 E8 Dynkin 图出发，构造出 6A 型的余集

子代数 U6A，证明了 U6A 是由它的权为 2 的空间 U2 生成，又证明了 U2 是由两个 Ising 向量 ê和 f̂ 生成的。

因此 U6A 是由两个 Ising 生成的 6A 型的顶点算子代数。他们用软件 Risa/Asir 算出在 U6A 中有 7 个 Ising
向量。S. Sakuma 在[7]中证明了由两个 Iisng 向量 e 和 f 所确定的 2A 型对合自同构的乘积的阶数小 
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于等于 6，即 6e fτ τ ≤ 。特别的，对于 U6A 型， 102
, 5e f = ， 10

13,
2

fe eτ = 且 5

1,
2

f ee fτ τ = 。这时 e 和 f

所生成的子代数是 8 维的，且带有一组基： ( ) ( ), , , , , , , , ,f f e e f fee e e f f f e f e eτ τ τ τ τ ττ α α 。此时[7]中只给出 6

个 Ising 向量： , , , , ,f f e e fee e e f f fτ τ τ τ ττ 。 

为了研究 U6A 的自同构群与对合自同构的关系以及其固定点子代数的结构和性质，我们需要求出第

七个 Ising 向量的具体形式，由此确定它所对应的对合自同构与 U6A 的自同构群的关系。在本文中我们设

出第 7 个 Ising 向量在组基下的线性表达式，通过子代数中定义的内积、Ising 向量的性质、U6A 的自同构

群以及 7 个 Ising 向量之间的关系求出第 7 个 Ising 向量的具体形式。 
在本篇文章第二部分，我们回顾了我们要用到的一些概念和结果；在第三部分，我们建立起两种 Ising

向量之间的对应关系，并且求出了选定基的乘积表达式；第四部分我们利用 Ising 向量之间的内积关系、

基之间的乘积关系和第 7 个 Ising 向量的特点，列出相应的方程组，最后求解出第 7 个 Ising 向量为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 3232 , ,
3 3

f f e e f fee e e f f f e f e eτ τ τ τ τ ττ α α+ + + + + + + . 

2. 相关定义及结论 

2.1. 相关定义 

定义 2.1.1. 顶点算子代数是一个四元组 ( ), ,1,V Y ω ，这里 ( ), ,1V Y 是域 F 上的顶点代数，且 n nV V∈= ⊕ �

是到它的子空间的直和分解，使得 , ; 0, 0n ndimV n V n< ∞ ∀ ∈ ≤� � 。元素 2Vω∈ 是一个特定的向量，称为 
V 的 Virasoro 向量或共形向量，它对应的顶点算子通常表示为两种不同的形式： 

( ) ( ) ( )2 1, n n

n n
Y z L n z n zω ω− − − −

∈ ∈

= =∑ ∑
 

 

并且它的系数满足下列三个条件： 
1) ( ) ( ) ( ) ( )21 : 1 1,L D L u D u u u V−− = − = = ∀ ∈ ； 

2) ( ) ( )0 : 0 ,
nn

V nV
L nId L u nu u V= = ∀ ∈ ； 

3) ( ) ( ) ( ) ( )
3

,
12 m n V

m mL m L n m n L m n cIdδ +
−

= − + +   。 

上述等式中的 c F∈ 是常量，称为顶点算子代数 V 的中心载荷，且算子 ( )0L 是可对角化的(注：

( ) ( ) 01 ,1nL n Vω += ∈ )。 

定义 2.1.2. 我们称顶点算子代数 ( ), ,1,V Y ω 是数域�上 OZ-型的顶点算子代数，如果它满足下面的条

件： 

0 1
0

, 1, 0n
n

V V V V
∞

=

= = =∑ �  

定义 2.1.3. 我们称向量 2e V∈ 是中心载荷为 ec 的共形向量，如果它满足 1 32 , 1
2
ec

e e e e e= = 。此时算子

1: ,e
n nL e n+= ∈�，并满足 Virasoro 换位关系式： ( )

3

,0,
12

e e e
m n m n m n e

m mL L m n L cδ+ +
−  = − +  ，其中 m 和 n 是

整数。如果共形向量 e 的中心载荷为
1
2
，并且它生成 Virasoro 型顶点算子代数

1 ,0
2

L  
 
 

，那么我们就称 e

是 Ising 向量。
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定义 2.1.4. 我们称顶点代数 V 的子空间 I 是顶点代数的理想，如果它满足封闭条件： 

( ) ( )2 1 , , ,nv I u v I u V v I− ∈ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ 。 

定义 2.1.5. 我们称顶点代数 ( ), ,1V Y 是单的，如果它没有非平凡的理想。 

2.2. 高斯代数 

对 2,u v V∈ ，我们定义 V2 中的元素乘积： 1 2:uv u v V= ∈ 。利用顶点算子代数中的 n 运算，容易看出定

义的乘法满足交换律，不满足结合律(顶点算子代数中的 n 运算不满足结合律)。此时[6] V2 成为一个交换

非结合高斯代数。由[7]可知，6A 型顶点算子代数是由两个 Ising 向量生成的，而其中的高斯代数 V2 是由 

( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , ,f f e e f fe ee e e f f f e f e e f fτ τ τ τ τ ττ τα α α 张成的。 

2.3. 不变双线性型 

定义 2.3.1. 我们称顶点算子代数 V 的模 M 上的双线性型 , 是不变的，如果它满足下列条件： 

( ) ( ) ( ) ( )( )01 1, , , ,LzLY a z u v u Y e z a z u−= −  

其中 , ,a V u v M∈ ∈ 。 
顶点算子代数 V 也可以看成它本身的模。在顶点算子代数 V 上的不变双线性型由文献[9]知有下列定

理。 
定理 2.3.2. [9]顶点算子代数 V 上的所有不变双线性型所构成的空间同构于下列空间： 

( )( ) ( )( )0 1 0 11 1 ,V L V Hom V L V
∗
= � �  

特别的，如果顶点算子代数 V 是一个�上 OZ-型的单顶点算子代数，根据上述定理，显然在 V 上有

唯一的正定对称不变双线性型，且满足 1,1 1= 。 
把上述对称不变双线性型限制在 V2 上，在[5]的第六部分可知对 2, ,u v w V∈ ，有 ( )3, 1u v u v= 并且

, ,uv w v uw= 。 

2.4. 关于 Ising 向量的对合自同构 

设 2e V∈ 是一个 Ising 向量，通过定义，e 生成 Virasoro 顶点算子代数
1 ,0
2

L  
 
 

，由[4]和[10]知 Virasoro

顶点算子代数
1 ,0
2

L  
 
 

是有理的并且有三个不可约模，分别是
1 ,0
2

L  
 
 

，
1 1,
2 2

L  
 
 

，
1 1,
2 16

L  
 
 

。因此 V

作为
1 ,0
2

L  
 
 

的模，有下列分解： 

( ) 1 10
2 16e e eV V V V   = ⊕ ⊕   

   
 

其中的每一部分都是分别同构于
1 1 1, , 0, ,
2 2 16

L h h  = 
 

这些模的和。在[5]中定义了关于 Iisng 向量 e 的τ 对

合自同构，定义方式如下： ( )e v vτ = 当 ( ) 10
2e ev V V  ∈ ⊕  

 
； ( )e v vτ = − 当

1
16ev V  ∈  
 

。根据
1 ,0
2

L  
 
 

的融

合律， eτ 是 V 的 2 阶自同构。
 

引理 2.4.1. [5]对于 V 中的 Ising 向量 e，V2 文有如下分解： 
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( )2
1 10
2 16

e e eV e E E E   = ⊕ ⊕ ⊕   
   

�  

这里的 ( )eE h 是 ( )1e 的关于特征值为 h 的特征子空间。 

3. 两种 6A 型顶点算子代数的构造 

3.1. 6A 型顶点算子代数的实现 

在文章[8]中，C. H. Lam，H. Yamada 和 H. Yamauchi 从下列延伸的 E8 Dynkin 图构造了一些格顶点 
算子代数

2 8EV 的余集顶点算子代数。其中 1 2 8, , ,α α α� 是 E8 型李代数的单根， 0α− 是根系的最高根。它们

之间有关系： , 2,0 8i i iα α = ≤ ≤ ；若 i j≠ 且 iα 和 jα 是相连接的，有 , 1i jα α = − ；其他情况下 , 0i jα α = 。 

它们之间还有如下关系： 

0 1 2 3 4 5 6 7 82 3 4 5 6 4 2 3 0α α α α α α α α α+ + + + + + + + =  

令 ( )5L 是由上述 ,0 8, 5i i iα ≤ ≤ ≠ 生成的秩为 8 的 E8 的子格，从上面 Dynkin 图来看， ( )5L 就是在延

伸的 E8 Dynkin 图中去掉 5α 这个点后生成的，而 ( )8 5E L 正是上述等式中 5α 的系数 6。从图中可以看出：

( ) 5 2 15 A A AL ≅ ⊕ ⊕ 。为简便，我们把 ( )5L 记作 L。 5 Lα + 是商群 8E L 的生成元。因此 E8 有分解：

( )
5

8 5
0k

E k Lα
=

= +∪ 。 

令 52λ α= ，则 ( )
5

8
0

2 2
k

E k Lλ
=

= +∪ ，我们乘以系数 2 是为了使其称为一个正定偶格。 

此时由文章[11]可知格顶点算子代数有分解：
82 2 2 5 2E L L LV V V V

λ λ+ +
= ⊕ ⊕ ⊕� ，其中等式后面的每

一项都是
2LV 的不可约模。 

由文章[8]的引理 2.2 可知，可换群 8E L 可诱导
82EV 上的自同构σ ，

8 82 2: E EV Vσ → ，对
2k Lu V λ+∀ ∈ ，

( ) ku uσ ξ= ，其中 2 6 3i ie eξ π π= = 。而自同构σ 可通过α 来实现， 

( )0 1 5 8
1 2 6 7
8

α α α α α= − + + + +� 。此时 ( )2 0ie ασ − π= ，对 ( )
82M 1 Eu e Vα∀ ∈ ⊗ ⊂ ，有 ( ) ,iu e uβ ασ π−= 。另

外，通过正定偶格 82E 上的自然同构 α α→ − ， 82Eα ∈ ，诱导
82EV 上的自然的对合自同构

8 82 2: E EV Vθ → ，对 82Eα∀ ∈ 的， ( ) ( ) ,n n e eα αα α −− → − − → 。上述的σ 的相当于旋转变换，θ 相当

于反射变换，因此由σ 和θ 生成
82EV 的自同构子群是阶为 12 的二面体群。 

根据文献[8]和[12]来构造 6A 型余集子代数：已知 ( ) 5 2 15 A A AL L= ≅ ⊕ ⊕ ，记 1 2 3, ,Φ Φ Φ 分别为单李

代数 5 2 1A ,A ,A 的不可约根系，此时有 6 个相互正交的共形向量： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 21 1 1 2
2 2 k

k
k k

s s e e
h

α α

α

α
+

−

∈Φ

= Φ = − − +
+

∑ i ， ( )k k k
k sϖ ϖ ω= Φ = − ，其中 

( ) ( )21 1 1
2

k

k
k kh α

ω ω α
+∈Φ

= Φ = −∑ i ， 1,2,3k = 。这里的 kh 是对应于根系 kΦ 的 Coxeter 数。
2LV 中的共形向

量 1 2 3 1 2 3s s sω ϖ ϖ ϖ= + + + + + 也是
82EV 中的共形向量。[8]中定义的 6A 型余集子代数 

( )( ){ }82 1
| 0, 1, 2,3k

Eu v V s v k= ∈ = ∀ = 。这是一个 6A 型顶点算子代数，其共形向量为 1 2 3ω ϖ ϖ ϖ′ = + + 。

在[8]中可知在 u 中有中心载荷为
1
2
的两个 Ising 向量，分别为 ê和 f̂ ，其中 ˆ ˆf eσ= ， 
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( )
( )8

2 21 1ˆ
16 32 E

e e eα α

α

ω
+

−

∈Φ

= + +∑ 。由[8]中的定理 3.21 和定理 3.22 可知余集子代数可知 u 是由它的权为 2

的子空间 u2 生成的，而 u2 是由 ê和 f̂ 生成的维数为 8 的高斯代数，因此 u 是由 ê和 f̂ 生成的余集子代数。

由[8]中的引理 A.9 知 u 也就是 6A 型顶点算子代数。 
由[8]中引理 A.9 可知 u2 中的 7 个 Ising 向量分别是： 2 ˆ, ,0 5j

je e jϖ σ= ≤ ≤ 。并且它们之间的内积关

系如下： 2
5

1, ,0 5
2je jϖ = ≤ ≤ 。还有 

5

10

10

3mod 6
,

13 , 2 mod 6
2
5 , 1mod 6

2

1 ,
4
1 ,
2

i j

i j

i j
e e

i j

i j







=

=

− ≡

− ≡ ±

− ≡ ±








 

3.2. 6A 型顶点算子代数的抽象描述 

在[7]中，Sakuma 证明了对于两个 Iisng 向量 e 和 f 的τ 对合自同构乘积的阶数小于等于 6，也就是 

6e fτ τ ≤ 。而当 6e fτ τ = 时， 10 10 5

5 13 1, , , , ,
2 2 2

f f ee f e e e fτ τ τ= = = ，由 [ 7 ]中的定理 4 . 4 .可知

f e f e fe eτ τ τ τ τ= ， e f e f ef fτ τ τ τ τ= 。此时 e 和 f 生成的顶点算子代数就是 6A 型顶点算子代数，记作 V。它的

权为 2的子空间V2是一个 8维的向量空间，且V2是由 ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , ,f f e e f fe ee e e f f f e f e e f fτ τ τ τ τ ττ τα α α

生成的。其中的由[7]中的命题 3.3.可知， ( ) ( ){ }, , , , , , , , ,f f e e f fe ee e e f f f e e f fτ τ τ τ τ ττ τα α 是线性相关的，且 

有如下具体关系： 

( ) ( ) ( ) ( )4 4

1 1 , , 0
2 2

f f e e f fe ee e e f f f e e f fτ τ τ τ τ ττ τα α+ + − + + − + = . 

因此我们可以选取 V2 的一组基： ( ) ( ){ }, , , , , , , , ,f f e e f fee e e f f f e e e fτ τ τ τ τ ττ α α 。其中的 

{ }, , , , ,f f e e fee e e f f fτ τ τ τ ττ 是 V2 中的 Ising 向量，由上述的内积关系以及不变双线性型的保持对合自同构的 

性质，我们计算出这些 Ising 向量之间的内积关系如下： 

10

5, , , , , ,
2

f f e f e f f e e fe ee f e f e f e f e f e fτ τ τ τ τ τ τ τ τ ττ τ= = = = = =  

10

13, , , , , ,
2

f f e f f e e f e fe ee e e e e e f f f f f fτ τ τ τ τ τ τ τ τ ττ τ= = = = = =  

5

1, , ,
2

f e f f eee f e f e fτ τ τ τ ττ = = =  

3.3. 两种 Ising 向量形式的对应 

在这一部分，我们确定了 3.2.中的 6 个 Ising 向量分别对应 3.1.中的哪 6 个 Ising 向量，并给出它们之

间的具体对应关系。通过 3.1.中和 3.2.中的 Ising 向量的内积关系式不难看出它们之间只能有如下的对应 
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关系： 0 1 2 3 4 5,, ,,,f e f e fee e e e e fe f e ee fτ τ τ τ ττ= = = = = = 。因此对于最后的第 7 个 Ising 向量 2ϖ 在 3.2.中没

有找到具体的对应。在第四部分我们通过内积关系 2
5

1, ,0 5
2je jϖ = ≤ ≤ ， 2 2 1,

4
ϖ ϖ = ，还有共形向量

的性质 2 2 22ϖ ϖ ϖ= ，借助V2的基之间的乘积关系来求 2ϖ 对应的那个 Ising向量在V2的基下的具体表达式。 

4. 求解第七个 Ising 向量的具体形式 

4.1. 基之间内积关系式 

由上面 3.2.部分可知，V2 是一个 8 维的向量空间，并且 V2 是由下面这 8 个向量 

( ) ( ){ }, , , , , , , , ,f f e e f fee e e f f f e f e eτ τ τ τ τ ττ α α 生成的。其中前 6 个是 Ising 向量，它们之间的内积关系式在 

上面 3.2.中已经给出，我们通过内积的性质以及保对合自同构的特点，由[13]计算出基之间的内积关系和

相应的内积结果： 

( ) ( ) ( ) 14

101, , , , , ,
2

f f ee e f e e f e e fτ τ τα α α= = = −  

( ) ( ) ( ) 14

147, , , , , ,
2

f f f f e fe e e e e e e e eτ τ τ τ τ τα α α= = =  

( ) ( ) ( ) 14

101, , , , , ,
2

e fef e f f e f f e fτ ττα α α= = = −  

( ) ( ) ( ) 14

93, , , , , ,
2

f f e f fef e e f e e f e eτ τ τ τ ττα α α= = = −  

4.2. 基向量之间的乘积关系式 

我们利用文献[7] [13]中的一些结果，利用 e 和 f 的地位的对等性，来计算 V2 中的 8 个基向量之间的

乘积在这组基下的具体表达式： 

( ) ( ) ( )7 9

7 5 7, ,
16 2 2

ee e f e f e f f τα α⋅ = − + +  

( ) ( ) ( )7 9

7 5 7, ,
16 2 2

f f f f ee e e e e e e eτ τ τ τ τα α⋅ = + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 8 9

1 7 13 7 3 7, , ,
48 8 483 2 2 2

f f f e e f fef e e e e e f f f e f e eτ τ τ τ τ τ ττα α α⋅ = − + − − + + − +
⋅

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 13 8 9

7 7 17 7, , , ,
3 2 2 2 3 2

f f e e f fee f e f e e e f f f e f e eτ τ τ τ τ ττα α α α⋅ = + + + + + − −
⋅ ⋅

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )13 12 8 9

35 7 21 15, , , ,
2 2 2 2

f f f e e f fee f e e e e e f f f e f e eτ τ τ τ τ τ ττα α α α⋅ = − + + + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )13 9

147 63, , ,
2 2

f f f f e fe e e e e e e e eτ τ τ τ τ τα α α⋅ = + + −  

因为 V2 中的 e 和 f 的地位是相同的，因此 V2 中的其他的基向量之间的乘积都可以由上述它们的乘积

推导出来(交换 e 和 f 或者在等式两边同时作用对合自同构)。 

4.3. 求解 Ising 向量的具体表达式 

对于 2ϖ 对应的那个第 7 个 Ising 向量不妨记作ω� ，首先它在 V2 中，假设它在 V2 中我们选定基下的
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表达式为 ( ) ( )0 1 2 3 4 5 6 7, ,f e f e f fex e x f x e x f x e x f x e f x e eτ τ τ τ τ ττω α α= + + + + + + +� 。根据 3.3.中两种 Ising 向量

之间的对应及其内积关系有：
1,
4

ω ω =� � ， 2ωω ω=� � � ，还有下面关系式 

1, , , , , ,
32

f f e e fee e e f f fτ τ τ τ ττω ω ω ω ω ω= = = = = =� � � � � � . 

在ω� 的表达式中有 8 个未知量，上述正好有 8 个方程，将ω� 的表达式带入到上述 8 个等式中，再利

用 4.1.中内积关系式和 4.2.中乘积关系式，利用 Matlab 可以求解出方程组。最后我们求出最后结果为： 

0 2 4 1 3 5 6 7
1 32, 1, 32,
3 3

x x x x x x x x= = = = = = = = 。因此我们得到了第 7 个 Ising 向量在我们选定的基下的表

达式： ( ) ( ) ( ) ( )1 3232 , ,
3 3

f f e e f fee e e f f f e f e eτ τ τ τ τ ττω α α= + + + + + + +� 。 
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