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摘  要 

初等数学作为高等数学层面上的特例，往往不一定对所有数学概念、命题和数学系统满足逻辑和结果的

无矛盾性。本文以高等数学范畴的两个重要极限给出对指数函数、对数函数、正弦函数和余弦函数的导

数的证明，提高和拓宽学生的思维视角和逻辑起点，并利用高观点的数学思想方法来审视中学教学。 
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Abstract 
As a special case of higher mathematics, elementary mathematics often does not necessarily satisfy 
the contradiction-free logic and results for all mathematical concepts, propositions and mathemati-
cal systems. This paper gives the proof of the derivative of exponential function, logarithmic func-
tion, sine function and cosine function with two important limits of the category of higher mathe-
matics, so as to improve and broaden the students’ thinking perspective and logical starting point, 
and use the mathematical thinking method of high point of view to examine middle school teaching. 
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1. 引言 

基本初等函数指的是指数函数、对数函数、幂函数和三角函数，很多复杂的函数都是通过这些基本

初等函数通过加减乘除运算得到。导数是数学分析中的一个内容，为保证导数概念教学的教育形态，采

用归纳的思想呈现方式置于选择性必修第二册中，课本上仅详细介绍了幂函数的导数公式，其余基本初

等函数的导数公式直接给出。 
从知识层面来看，导数这一概念是高中数学和大学数学的一个接力点。从现阶段的改革来看，初等

数学和高等数学的内容衔接与联系高度紧密，改变了以往初等数学与高等数学结构的双脱节现象[1]，高

观点的数学思想方法从原来的高深不接地气到现在逐步被一线教育工作者接受，这是时代的特征，也是

数学教育不断发展进步的表现。 

2. 高观点思想的内涵及理论基础 

德国数学家菲力克斯·克莱因在其《高观点下的初等数学》中指出从事基础数学的教师应该高屋建

瓴，需要有高阶的思想意识来指导教学实践活动，只有观点高了，数学问题才会显得简明[2]。中学数学

教师应具备更高更广的知识体系去理解初等数学教育领域的知识和概念。“高观点”是指用经典高等数

学和现代数学的知识、思想和方法来分析和解决初等数学知识问题，其作为一种数学思想方法体现了知

识水平的高度跨越和内容结构上的深度结合，其强调知识结构上的深化、简化和统一，“高观点”与其

说是高等数学指导下的初等数学，不如说是初等数学知识在高观点下的重现[3]。一般而言，高等数学是

对初等数学的高度抽象，抽象性是数学的显著性之一。数学内部有着严密的逻辑体系，具有内部结构上

的联结性，初等数学的概念用“等势抽象”的方式，把某一类数学概念进一步抽象为更上位的概念[4]。 
高观点意在指出初等数学的知识一种有着现代数学的背景，是现代数学结构背景上的特例，许多初

等数学未能解决的问题，却能够利用高等数学知识加以求解，甚至说高等数学对初等数学教学具有指导

意义高观点作为一种数学思想方法，是立德树人根本任务的高度体现，是当前“四基”教学理念的落实

[1]。数学思想蕴涵在数学知识形成、发展和应用的过程中，是数学知识和方法在更高层次上的抽象与概

括，数学思想是数学科学发生、发展的根本，是探索研究数学所依赖的基础，也是数学课程教学的精髓，

内涵十分丰富。日本著名教育家米山国藏曾提到：“学生所学的数学知识，在进入社会后几乎没有什么

机会应用，因而这种作为知识的数学，通常在走出校门后不到一两年就忘掉了。然而不管他们从事什么

工作，唯有深深铭刻于头脑中的数学思想和方法等随时地发生作用，使他们受益终身”。 

3. 高观点提出的现实背景 

3.1. 认知发展理论 

瑞士心理学家皮亚杰(Piaget)从纵向上对人的认知发展做了详细的研究，他认为人的思维发展不是直
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线式上升的，而是整体呈现阶梯状的阶段发展，皮亚杰(Piaget)将青少年的认知发展阶段划分为四个阶段，

即：感知运动阶段、前运算阶段、具体运算阶段和形式运算阶段[1]。皮亚杰认为每一个儿童均会经历这

四种阶段，不同的年龄阶段呈现不同阶段的认知水平。认知主义理论是通过反映学生学习规律的学习理

论，此种观点主要指出了学生是学习的对象，学生获取知识要经历感知、注意、记忆、理解、问题解决

的信息交换过程。 

3.2. 教育形态的要求 

数学本身的发展、学校数学教育的需要及学生认知阶段的规律性和年龄特征，数学被划分为不同的

数学分支和不同的数学教育阶段，数学知识的呈现有其学术形态和教育形态。 
数学的学术形态表现为一种冰冷的美丽，这是因为数学是对外部世界的本质规律的抽象表达，数学

具有推理性和抽象性，因此数学呈现出一种抽象色彩的形式美，是一种冰冷的结果。而数学的教育形态

则应是一种火热的思考，任何一个具有公理性性质的冰冷的数学符号、数学公式、数学定理在被发现和

证明的过程中往往经历了思维上的抽象和推理，这种思考是火热的有意义的创造过程。 
数学教学的目标之一即把数学知识的学术形态转换为教育形态，应该将数学的形式化链条恢复为当

初数学家发明创造的火热的思考，只有经历有价值、有意义的火热的思考才能理解高认知水平的冰冷的

美丽的抽象的数学形式美。 

3.3. 高观点下中学数学研究的必要性 

3.3.1. 实施《普通高中课程标准(2017 年版)》的需要 
普通高中数学课程标准(2017 年版) [5]的基本理念是高中数学课程以学生发展为本，落实立德树人根

本任务，培育科学精神和创新意识，提升数学学科素养，使得人人都能获得良好的数学教育，不同的人

在数学上的到不同的发展。这就要求数学教育在对不同数学现实和不同数学特长的学生就要因材施教。 
普通高中课程标对必修板块中的函数主题的给出的建议课时最多，建议课时为 52 课时，而基本初等

函数内容正是函数主题的核心内容。高中板块中的选择性必修和选修中部分高等数学背景的知识概念下

放至高中学习，如导数、积分等，这也从侧面反映出，近年来，数学教育正在摆脱以往中学数学教育与

高等数学教育双脱节现象，而追求高初结合思想视域下的数学整体结构观的教学。 

3.3.2. 高考命题和自主命题机制的需要 
高考命题还应依据人才选拔要求，发挥数学高考的选拔功能。近几年高等数学背景下的高考数学命

题机制越来越热门，高等数学范畴的命题因子较多地渗透到高考实体中。一个原因是高考试题要考察学

生的创新应用能力，就需要有一个公平和具有区分度的知识背景，另外一个原因是，当前的课程标准的

制定、教材的编排都体现出了高初结合思想的理念导向。如： 
 
Table 1. Summary of propositions and time zones in the background of advanced mathematics  
表 1. 高等数学为背景的命题及时区汇总 

以高等数学为背景的高考命题 时区 

以矩阵的定义命题 2003 年北京 

以行列式的定义命题 07 福建 12 

以微分中值定理命题 06 全国卷理 21、06 四川卷 22、06 年北京卷 6 

闭区间套定理命题 06 福建 16 

以数学史为背景的命题 22 浙江省高考科目考试绍兴市适应性试卷 第Ⅱ卷 11 

以概率与解析几何“交汇”命题 2008 年江苏、上海卷理 
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表 1 汇总了部分在高考试题中的高等数学背景的命题，涉及高等代数背景、数学分析背景、数学史

背景、概率论与数学里统计及解析几何背景的命题范畴，高观点视域下的命题观也在随着数学教育学科

的发展慢慢发生转变。 
除此之外，自主招生考试在基于教材但又不受制于教材，规避模式越套路摒弃题海战术，挖掘潜能

和创新，注重素养和选拔的原则下，自主命题数学科的命题也将命题选材聚焦至高等数学范畴，高观点

的应用越来越受到关注和重视。 

4. 初等函数导数的高观点证明 

初等函数在高中版最新的教材中以特殊形式的幂函数为例，初等数学有着极强的高等数学背景，与

高等数学是特殊与一般的关系，利用高等数学这种数学分析内容中的两个重要极限来深度探讨基本初等 

函数导数的证明方法，即 ( )
1

0
lim 1 et
t
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→

= + = ，
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= 。 
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令
xt

x
∆

= 。且当 0x∆ → 时， 0t → ，所以原极限可以表示为： 

( ) ( )
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又因为 ( )
1

0lim 1 ett t→ + = 所以 ( ) 1 1 ln e 1log e
ln lnaf x

x x a x a
′ = ⋅ = ⋅ = 。 

评注：指数函数的导数证明其本质上运用了定义法，接着利用换元法，将t的取值范围求出来，接着 

通过运算转换变形，再利用数学分析中的第一个重要极限 ( )
1

0lim 1 ett t→ + = ，去求解问题。 

4.2. 对数函数 ( ) logaf x x= ( 0a > ，且 1a ≠ ， 0x > )，则 ( )′ 1
ln

f x
x a

=  

命题 2  ( ) logaf x x=  ( 0a > ，且 1a ≠ ， 0x > )， ( ) 1
ln

f x
x a

′ =  

证明： 
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评注：对数函数的导数证明其本质上运用了定义法，接着利用换元法，将t的取值范围求出来，接着 

运算转换变形，再利用数学分析中的第一个重要极限 ( )
1

0lim 1 ett t→ + = ，去求解问题。 

4.3. 正弦函数 ( ) sinf x x= 的导数公式证明 

命题 若 ( ) sinf x x= ，则 ( ) cosf x x′ = 。 
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又 0
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∆

。所以 ( ) 0lim cos cos
2x
xf x x x∆ →
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，所以原命题得证。 

评注：三角函数的导数证明其本质上运用了定义法，接着通过三角函数变换公式推导，再利用数学 

分析中的第二个重要极限 0
sinlim 1x

x
x→ = ，去求解问题。 

4.4. 余弦函数 ( ) cosf x x= 的导数公式证明 

命题 若 ( ) cosf x x= ，则 ( ) sinf x x′ = − 。 

证明： 
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评注：三角函数的导数证明其本质上运用了定义法，接着通过三角函数变换公式推导，再利用数学 

分析中的第二个重要极限 0
sinlim 1x

x
x→ = ，去求解问题。 

5. 总结 

基本初等函数的导数证明有着高等数学背景，在中学阶段部分初等数学知识解不出来的问题就需要

用到高等数学的知识，促进中学课堂教学内涵式与外延式发展，让中学课堂不在过分拘泥于特殊形态的教

育模式，而让学生深度感知数学知识本身在结构上的联结性和知识及学科上的联系性，体验从低阶至高

阶的思维过渡。可以更好地指导教师合理组织教材和深度把握教材，可以训练学生思维和实践创新教育。 
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