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摘  要 

一个线性森林是指每个连通分支都是路的森林。图G的线性荫度是指使得G的边集 ( )E G 可以分解成n个

线性森林的最小整数n，用 ( )la G 表示。本文对路和路、路和圈、圈和圈以及路和树的半笛卡尔积结构进

行讨论，通过对这几类图中的边进行划分，得到了路和路，路和圈，圈和圈以及路和树的半笛卡尔积的

线性荫度的确切值并且证明这几类图满足线性荫度猜想。 
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Abstract 
A linear forest is a forest whose components are paths. The linear arboricity ( )la G  of a G is the 

minimum number n of linear forests that is the partition of the edge set ( )E G  of G. In this paper, 
we discuss the structure of Semi-Cartesian product path and path, path and cycle, cycle and cycle, 
and path and tree. By dividing the edges of these kinds of graphs, we show that the exact values of 
the linear arboricity of Semi-Cartesian products of path and path, path and cycle, cycle and cycle, 
path and tree and these values match up the linear arboricity conjecture. 
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1. 引言 
一个线性森林是指每个连通分支都是路的森林。图 G 的线性荫度是指使得 G 可以分解成 n 个线性森

林的最小整数 n，用 ( )la G 表示。线性荫度的概念最早是由 Harary [1]于 1970 年提出的。关于图 G 的线性

荫度，Akiyama，Exoo 和 Harary [2]提出了一个猜想：对于任何正则图 G，均有 ( ) ( ) 1
2

G
la G

∆ + 
=  
 

。他

们在文献[2]中给出了树、完全图、完全二部图等图类的线性荫度，并且证明了当 ( ) 3G∆ = 时此猜想成立。

在文献[3]中，他们又证明了 ( ) 4G∆ = 时此猜想成立。接着，Enomoto 和 Péroche [4]证明了当 ( ) 5,6,8G∆ =

时，此猜想是成立的。1986 年，Guldan [5]证明了当 ( ) 10G∆ = 时此猜想也成立。显然对于任何图 G，均

有 ( ) ( )
2
G

la G
∆ 

≥  
 

，这是因为任何一个顶点在一个线性森林中的度最大是 2。而对于任何正则图 G，均

有 ( ) ( ) 1
2

G
la G

∆ + 
≥  
 

。所以上面的猜想等价于著名的线性荫度猜想： 

猜想 1：对于任何简单图 G，都有
( ) ( ) ( ) 1
2 2
G G

la G
∆ ∆ +   

≤ ≤   
   

。 

对于平面图而言，此猜想已经被吴建良[6] [7]证明是成立的。文献[8] [9]中，作者证明了若 G 是

( ) 21G∆ ≥ 的 NIC-平面图或不含 4-圈且 ( ) 9G∆ ≥ 的 IC-平面图，其线性荫度均为
( )
2
G∆ 

 
 

。Niu 和 Zhang [8]

还证明了 ( ) 14G∆ ≥ 的 NIC-平面图，线性荫度猜想是成立的。陈洪玲[10]等人证明了对于两个固定的整数

{ }, 5,6,7i j∈ ，如果最大度 ( ) 7G∆ ≥ 的平面图 G 中不存在相邻的含弦 ,i j -圈，则图 G 的线性荫度为

( )
2
G∆ 

 
 

。近期，李萍[11]验证了树和路的笛卡尔积图、直积图、强积图满足线性荫度猜想。这些结果都

丰富了此研究领域的发展，但迄今为止，此猜想仍未被完全证明。 
本文我们考虑几类特殊图的半笛卡尔积图的线性荫度。半笛卡尔积图是由 Metsidik [12]于 2013 年提

出的一种新定义的乘积图，这是由两个连通的二部图且其中一个图是对称的另一个图是圈保持定向的图做 

半笛卡尔积构成。两个符合定义的图的半笛卡尔积可以从这两个图的笛卡尔积大约删除
( )

( )
2

E H
E G

 
 
  

得 

到。而将成为 21 世纪最有前途的碳纳米材料的结构模型等六角系统模型就可看作是两个简单图的半笛卡

儿积。所以研究这几类图的线性荫度是极具有意义的。 

2. 基本定义以及符号 
定义 1. 对于两个连通的二部图 G 和 H，且图 G 和 H 都是二着色的，其中图 G 是对称的，图 H 是圈
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保持定向的。图 ( )1 1,G V E= 与 ( )2 2,H V E= 的半笛卡尔积图 ( )1 2 ,G H V V E= × ，其中 ( )1 2,u u 与 ( )1 2,v v 相

邻，当且仅当 2 2u v= 且 ( )1 1u v E G∈ 或者 1 1u v= 且 2 2u v→ 且 1 2,u u 着色相同。 
符号 2 2u v→ 表示在连通的圈保持定向图 H 中边 2 2u v 的方向是由顶点 2u 指向顶点 2v 。二部图的顶点

集可分割为两个互不相交的子集 { }1, , nA a a= � ， { }1, , nB b b= � ，如果两条边 i ja b 与 j ia b 同时出现，称这

样的二部图为对称的二部图。具体概念参看文献[12]。 
为了方便描述，我们采用如下一些记号。 
我们规定图 G 和图 H 做半笛卡尔积时，图 G 的顶点 1u 与图 H 的顶点 1v 着色相同，当图 H 分别为路 mP

与圈 mC 时，其圈保持定向如图 1 所示。在半笛卡尔积图 m nP P 中， ( ) { }1 2, , ,m mV P u u u= � ，

( ) { }1 2, , ,n nV P v v v= � ， ( ) ( ),i ju v V G H∈  记作 i
jv 。对于固定的 ( )1,2, ,j j n= � ，用 i

nP 表示由顶点集

{ }1 2, , ,i i i
nv v v� ，1 i m≤ ≤ 导出的 n 条路 mP ，用 ( )2P 表示顶点集{ }1 1 1

1 2 2 3 1, , , , , , ,m m m
n nv v v v v v −� � 导出的 1n − 条

路 2P ，用 ( )2P∗ 表示顶点集 { }1 2 2 3 1, , , , , , ,k k k l l l
n nv v v v v v −� �  ( 3,5,7, , 1k m= −� ; 2, 4,6, , 2l m= −� )导出的

( )( )1 2
2

n m− −
条路 2P 。 

 

 
Figure 1. The cycle preserving orientable of mP  and mC  
图 1. mP 与 mC 的圈保持定向 

3. 主要结论 

引理 1. [2]树 T 的线性荫度 ( ) ( )
2
T

la T
∆ 

=  
 

。 

引理 2. 路 mP 和路 nP 的半笛卡尔积图 m nP P ， ( ) 1, 2, 2;
2,m n

m n
la P P

= ≥
= 
 其它.

  

证明：当 2m = ， 2n ≥ ， 2m n nP P P= ， ( ) 1m nla P P = 。 

当 4m ≥ ， 2n = 时，我们得到半笛卡尔积图 m nP P 的最大度 ( )2 3mP P∆ = 。 

由图的线性荫度的定义可知，半笛卡尔积图 2mP P 的线性荫度 ( ) ( )2
2

3 2
2 2

m
m

P P
la P P

 ∆  ≥ = =     


 。 

现在，我们说明半笛卡尔积图 2mP P 可以分解成 2 个线性森林。令 { } { }1 1 2,i i i
nM P v v= = ， 

( ){ } ( ){ }1 1
2 1 22M P v v= = ， ( ){ } { }3 1 22 ,k kM P v v∗= = ， 3,5,7, , 1k m= −� ，不难看出 1 2M M∪ ， 3M 是 2 个线

性森林，又 ( ) ( )1 2 3m nE P P M M M= ∪ ∪ 。这说明 ( )2 2mla P P ≤ 。因此 ( )2 2mla P P = 成立。 
当 4m ≥ ， 3n ≥ 时 ， 由 半 笛 卡 尔 积 的 定 义 可 得 ， 半 笛 卡 尔 积 图 m nP P 的 最 大 度

( ) ( ) ( ) 1 3m n m nP P P P∆ = ∆ + ∆ − = 。 

同理，半笛卡尔积图 m nP P 的线性荫度 ( ) ( ) 3 2
2 2

m n
m n

P P
la P P

 ∆  ≥ = =     


 。 
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现在，我们说明半笛卡尔积图 m nP P 可以分解成 2 个线性森林。令 { }4
i

nM P= ， ( ){ }5 2M P= ， 

( ){ }6 2M P∗= ，不难看出 4 5M M∪ ， 6M 是 2 个线性森林， 又 ( ) ( )4 5 6m nE P P M M M= ∪ ∪ 。这说明

( ) 2m nla P P ≤ 。因此 ( ) 2m nla P P = 成立。�  

因为在 m nP P 中增加一些边即可得到 m nP C ， m nC P 和 m nC C ，所以在定理 3，4 中仍采用之前

所定义的记号。 
定理 3. 路 mP  ( nP )和圈 nC  ( mC )的半笛卡尔积图 m nP C 和 m nC P ， ( ) ( ) 2m n m nla P C la C P= =  。 

证明：当 2m = 时， 2m n nP C C= ，显然 ( ) 2m nla P C = 。 
当 4m ≥ 时，由半笛卡尔积图的定义可得，半笛卡尔积图 m nP C 最大度 

( ) ( ) ( ) 1 3m n m nP C P C∆ = ∆ + ∆ − = 。 

由图的线性荫度的定义可知，半笛卡尔积图 m nP C 的线性荫度 ( ) ( )
2

2
m n

m n

P C
la P C

 ∆
≥ = 
 


 。 

现在，我们说明 m nP C 可以分解成 2 个线性森林。 

令 { }1
i

nM P= ， ( ){ }2 2M P= ， ( ){ }3 2M P∗= ， ( ){ }4 1 , : 2, 4, ,m m
nM v v m m= = � ，不难看出 1 2M M∪ ，

3 4M M∪ 是 2 个线性森林，又 ( ) ( ) ( )1 2 3 4m nE P C M M M M= ∪ ∪ ∪ 。这说明当 4m ≥ 时， ( ) 2m nla P C ≤ 。 

当 2n = 时，因为 ( )2 3mC P∆ = ，那么 ( ) ( )2 2
2

m
m n

C P
la C P

 ∆
≥ = 
 


 。 

当 3n ≥ 时，由半笛卡尔积图的定义可得半笛卡尔积图 m nC P 最大度 ( ) 3m nC P∆ = ，

( ) ( )
2

2
m n

m n

C P
la C P

 ∆
≥ = 
 


 。 

现在，我们说明 m nC P 可以分解成 2 个线性森林。 

令 { }5
i

nM P= ， ( ) ( ) ( ){ }1 1 1
6 1 1 2 2, , , , , ,m m m

n nM v v v v v v= � ，不难看出 5 2M M∪ ， 3 6M M∪ 是 2 个线性森林，

又 ( ) ( ) ( )5 2 3 6m nE C P M M M M= ∪ ∪ ∪ ，这说明 ( ) 2m nla C P ≤ 。 

综上所述，路 mP  ( nP )和圈 nC  ( mC )的半笛卡尔积图 m nP C 与 m nC P 的线性荫度 

( ) ( ) 2m n m nla P C la C P= =  。�  
如图 2所示，我们可以用定理 2中的分解方法将半笛卡尔积图 6 6P C 分解成 2个线性森林 1 2M M∪ ，

3 4M M∪ 。 
 

 
Figure 2. 1 2M M∪  and 3 4M M∪  
图 2. 1 2M M∪ 与 3 4M M∪  
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定理 4. 圈 mC 和圈 nC 的半笛卡尔积图 m nC C ， ( ) 2m nla C C = 。 
证明：由半笛卡尔积图的定义可得，半笛卡尔积图 m nC C 的最大度 

( ) ( ) ( ) 1 3m n m nC C C C∆ = ∆ + ∆ − = 。 

由图的线性荫度的定义可知，半笛卡尔积图 m nC C 的线性荫度 ( ) ( )
2

2
m n

m n

C C
la C C

 ∆
≥ = 
 


 。 

现在，我们说明 m nC C 可以分解成 2 个线性森林。令 { }1
i

nM P= ， ( ){ }2 2M P= ， ( ){ }3 2M P∗= ，

( ){ }4 1 , : 2, 4, ,m m
nM v v m m= = � ， ( ) ( ) ( ){ }1 1 1

5 1 1 2 2, , , , , ,n n n
m mM v v v v v v= � ，不难看出 1 2M M∪ ， 3 4 5M M M∪ ∪ 是

2 个线性森林，又 ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5m nE C C M M M M M= ∪ ∪ ∪ ∪ ，这说明 ( ) 2m nla C C ≤ 。 

综上所述，路 mC 和圈 nC 的半笛卡尔积图 m nC C 的线性荫度 ( ) 2m nla C C = 。�  

定理 5. 树 T 和路 mP 的半笛卡尔积 mT P 的线性荫度， ( ) ( ) 1
1

2m

T
la T P

∆ − 
= + 
 

 。 

证明：当 2m = 时，我们得到半笛卡尔积图 mT P 的最大度 ( ) ( )2 1T P T∆ = ∆ + ，由图的线性荫度的

定义可知，半笛卡尔积图 2T P 的线性荫度 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1

2 2 2m

T P T T
la T P

∆ ∆ + ∆ −     
≥ = = +     
     


 。 

当 3m ≥ ，由半笛卡尔积图的定义可得，半笛卡尔积图 mT P 的最大度 

( ) ( ) ( ) ( )1 1m mT P T P T∆ = ∆ + ∆ − = ∆ + 。 

同理，半笛卡尔积图 mT P 的线性荫度 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

2 2 2
m

m

P T T T
la P T

 ∆ ∆ + ∆ −   
≥ = = +     

    


 。 

根据半笛卡尔积图的定义，树 T 有两种情况： 
情况一：树 T 是路。引理 2 已经证明。 
情况二：树 T 不是路。 
当 ( ) ( )0 mod 2T∆ ≡ 时，如果半笛卡尔积图 mT P 中的边是树 T 的边，那么将这些边放入集合 X 中，

待所有的边全部放入集合 X 中后，我们得到集合 X 中包含 m 个树 T 的连通分支，且这 m 个连通分支是

两两不相交的。此时在 \mT P X 中，每个连通分支都是 2P 且各个连通分支之间两两不相交，因此

\mT P X 满足线性森林的定义。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
\ 1 1 1

2 2m m

T T
la T P la X la T P X la T

∆ ∆ −   
≤ + = + = + = +   

   
  。 

当 ( ) ( )1 mod 2T∆ ≡ 时。我们把树 T 所分解成的线性森林记作 lLF ，其中
( )

1,2, ,
2
T

l
 ∆  ∈  
   
� 。 

如果半笛卡尔积图 mT P 中的边是树 T 中的边，那么将这些边放入集合 Y 中，待所有的边全部放入

集合 Y 中后，我们得到 \mT P Y 中是两两不相交的 2P 路。 
现在将 \mT P Y 的边进行划分。由引理 1，树 T 的任意一种满足 ( )la T 的线性森林划分中，每个最

大度顶点只有在一个划分中以路为端点的形式出现，其余的划分均是路的内部顶点的形式。令每个树 T

的线性森林划分中最多只有一个最大度顶点为端点， iLF  (
( )

1,2, ,
2
T

i
 ∆  ∈  
   
� )中是不包含以最大度顶点

为路端点的形式的划分， jLF  (
( )

1,2, ,
2
T

j
 ∆  ∈  
   
� )中是包含以最大度顶点为路端点形式的划分，将每

个 jLF 中以最大度顶点为路端点的边放入集合 M ， jLF 中剩下的边放入集合 jLf ，那么
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( ) ( )j i j iE T LF LF M Lf LF= =∪ ∪ ∪  ( ( )
, 1, 2, ,

2
T

i j
∆ 

∈  
 

� 且 i j≠ )。如果半笛卡尔积图 mT P 中的边是 jLf

的边，那么将这些边放入集合 jA′；如果是 iLF 的边，那么将这些边放入集合 iA 。如果是 M 的边，那么将

这些边放入集合 1M 。N 是树 T 中最大度顶点的集合， su N∈ ， t mv P∈ ，那么在半笛卡尔积图 mT P 中，

将顶点 ( ),s tu v 放入集合 Z 中，把顶点集 Z 的导出路 2P 的集合记为 1N ， 1 1M N∪ 是一个线性森林。 

再令顶点 ( )a V T N∈ − ，若 ( )ia V LF∈ 或 ( )ja V LF∈ 那么在半笛卡尔积图 mT P 中，将顶点集

( ) ( ) ( ){ }, : ,t i t ma v a V LF v V P∈ ∈ 导出的边放入集合 iB 中，顶点集 ( ) ( ) ( ){ }, : ,t j t ma v a V LF v V P∈ ∈ 导出的边

放入集合 jB′ 中，不难看出 ( ) ( )i j j iA B A B′ ′∪ ∪ ∪  (
( )

, 1, 2, ,
2
T

i j
∆ 

∈  
 

� )是
( )

1
2
T∆ 

− 
 

个线性森林，又

( ) ( ) ( ) ( )1 1m i j j iE T P M N A B A B′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ，这说明 ( ) ( ) ( ) 1
1

2 2m

T T
la T P

∆ ∆ −   
≤ = +   
   

 。 

综上所述，树 T 和路 mP 的半笛卡尔积图 mT P 的线性荫度 ( ) ( ) 1
1

2m

T
la T P

∆ − 
= + 
 

 。�  

如图 3 所示，我们用定理 5 中的分解方法将半笛卡尔积图 4T P 分解成 3 个线性森林

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1B B A A A B M N′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 。 

( )( )( ){ }1 1 5 8 10 8 12, , ,LF u u u u u u= ， ( ) ( ){ }1 8 10 8 12, , ,Lf u u u u= ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }8 10 8 12 8 10 8 12 8 10 8 12 8 10 8 12
1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4, , , , , , , , , , , , , , ,A v v v v v v v v v v v v v v v v′ = ， 

( ) ( ) ( ){ }2 2 5 3 5 8 11, ,LF u u u u u u= ， ( ) ( ){ }2 2 5 3 5,Lf u u u u= ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 5 3 5 2 5 3 5 2 5 3 5 2 5 3 5
2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4, , , , , , , , , , , , , , ,A v v v v v v v v v v v v v v v v′ = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9, , , ,LF u u u u u u u u u u= ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9
3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

A v v v v v v v v v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v v v v v v v v v v v v v

=
， 

 

 

Figure 3. ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1B B A A A B M N′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪  

图 3. ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1B B A A A B M N′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪  
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( ) ( ){ }1 5 8 11, , ,M u u u u= ， 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ){ }1 5 1 5 1 5 1 5 8 11 8 11 8 11 8 11
1 1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , , , , , ,M v v v v v v v v v v v v v v v v= ， 

{ }5 8,N u u= ， ( ) ( )( ){ }5 5 5 5 8 8
1 1 2 3 4 2 3, , , ,N v v v v v v= ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 10 10 12 12
1 1 2 3 4 2 3 2 3, , , , , , ,B v v v v v v v v′ = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 3 3 3 3 11 11 11 11
2 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , , ,B v v v v v v v v v v′ = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 4 6 6 7 7 7 7 9 9 9 9
3 2 3 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , , , , ,B v v v v v v v v v v v v= 。 
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