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摘  要 

本文研究了多智能体系统的优化问题，在局部成本函数可微并且强凸的条件下，提出了分布式凸优化算

法，使得智能体的状态渐近收敛到全局最优点。为了节省系统的通信成本及降低系统的能量消耗，本文

引入了积分型动态事件触发机制。不同于传统的周期检测，本文研究的事件检测具有异步性，即每个智

能体基于自己的时钟周期地检查事件触发条件。当满足事件触发条件时，相应智能体及其邻居更新它们

的控制输入。此外，由于事件触发时刻的最小时间间隔是检测周期h，Zeno行为可以很自然地被排除。

最后，数值仿真验证了算法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the convex optimization problem of multi-agent systems (MASs). Un-
der the condition that the local cost function is differentiable and strongly convex, a distributed 
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convex optimization algorithm is proposed, which makes the state of the agent asymptotically 
converge to the global optimal point. In order to save the communication cost and reduce the 
energy consumption of the system, the integral dynamic event trigger mechanism is introduced in 
this paper. Different from the traditional periodic detection, the event detection studied in this 
paper is asynchronous, that is, each agent checks the event trigger conditions based on its own 
clock cycle. When the event trigger condition is satisfied, the corresponding agent and its neigh-
bors update their control input. In addition, since the minimum time interval of the event trigger 
time is the detection period, the Zeno behavior can be naturally excluded. Finally, we illustrate the 
effectiveness of the proposed protocols by a numerical simulation. 
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1. 引言 

考虑由 N 个智能体组成的网络，每个智能体都有强凸的局部成本函数 : n
if R R→ 。全局成本函数

( )F x 是局部成本函数之和，即 ( ) ( )
1

N

i
i

F x f x
=

= ∑ 。协作控制的目标是设计一种分布式算法来解决以下凸优

化问题 

( )* arg min ,
nx R

x F x
∈

=                                    (1) 

即全局成本函数 ( )F x 在 *x 处达到最小。近年来，上述凸优化问题(1)被应用来解决许多实际问题，

比如统计估计、并行计算和无线网络资源分配等[1] [2] [3]。 
目前，已经涌现出一系列关于分布式凸优化问题研究的成果。在文献[4]和[5]中，Nedic 等提出了分

布式次梯度下降算法和分布式次梯度投影算法分别解决无约束凸优化问题和约束凸优化问题。Lin 等[6]
使用次梯度投影算法来解决分布式凸优化问题，指出该算法适用于具有非同一性约束和通信延迟的多智

能体系统。上述算法在实现的过程中，都需要智能体持续地获取其邻居的信息，并持续进行控制更新，

这需要较高的通信成本。为了克服上述缺陷，将事件触发机制应用于解决凸优化问题，即智能体只在特

定的事件发生时刻进行信息传递和控制更新，这能够有效降低通信成本。Liu 等[7]提出了一种基于事件

触发通信的分布式凸优化算法，解决了无向连通图上的凸优化问题。Chen 等[8]提出一种解决有向网络上

分布式凸优化问题的事件触发零梯度和算法，分别讨论了连续时间情形和离散时间情形。Lü 等[9]研究了

一阶离散时间多智能体系统的一类凸优化问题，提出一种基于事件触发的分布式次梯度投影算法。Mo
等[10]研究了具有非均匀梯度增益的二阶多智能体网络的自适应事件触发优化问题，设计了一种具有非均

匀梯度增益的分布式自适应事件触发优化算法。Yang 等[11]提出了基于比例积分策略的分布式优化算法，

并将分布式优化算法与事件触发通信相结合，证明了在局部成本函数可微且凸的条件下，智能体状态渐

近收敛到全局最小值点。 
值得注意的是，上述文献的研究均假设智能体自身与其邻居智能体之间以同步通信和同步更新为前
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提，即智能体之间存在一个虚拟的全局时钟监控和调控智能体之间进行更新和完成信息传递。但是随着

智能体的规模不断扩大，时钟同步变得越来越难以实现。异步检查事件触发机制只需使用每个智能体上

的本地时钟就可以完成协作任务，并且避免了连续通信、降低了通信负载。将异步问题与优化问题结合

考虑的研究成为近年来的研究热点。Hachem 等[12]提出一种随机原始——对偶择优算法，并将算法用于

异步求解分布式优化问题中。Xie 等在文献[13]中提出一种随时间变化的事件触发异步分布式凸优化算法，

解决了时变无向网络上的凸优化问题。Nicola 等[14]研究了在节点之间通信易发生故障，代理之间没有同

步情况下最小化凸代价函数的问题，提出了改进的放松 ADMM 方法。Ali 等[15]提出一种基于预测校正

异步乘法交流器的方法，在子问题计算异构的情况下，该算法减少了计算资源的不充分利用。 
综合以上研究成果发现，这些成果的共同点是算法需要持续监控智能体自身及其邻居的状态，导致

了额外的能量消耗。故一些研究将周期监测机制与事件触发机制结合，使得事件检查仅在周期时刻进行，

不再需要持续对智能体自身及其邻居的状态进行监控。例如，Zhang 等[16]研究了有向拓扑上具有量化信

息通信的多智能体系统的周期事件触发一致性问题，讨论了周期事件触发控制对一致性问题的影响。

Wang 等[17]基于周期事件触发机制，研究了异步多智能体系统的一致性问题。Liu 等[18]在事件触发机制

的基础上引入周期检测，解决了有时滞系统的一致性问题。Zhao 等[19]提出一种基于周期检测的分布式

事件触发零梯度和算法，解决了强连通平衡有向图上多智能体系统的凸优化问题。以上工作有效减少了

智能体之间的通信量和控制输入的更新频率，Zeno 行为可以更好地被排除。除此之外，与传统的触发条

件相比，文献[20] [21]在触发条件下引入动态变量确保了更少的触发瞬间，减少了触发次数。 
本文研究了多智能体系统的优化问题，提出了基于动态事件触发策略和异步周期检测的分布式凸优

化算法。在本文考虑的系统中，每个智能体的初始状态是不同的，智能体根据自己的时钟周期地检查事

件触发条件。由于事件触发条件仅在周期时刻进行检验，那么相邻事件触发时刻的时间间隔的最小值是

采样周期 h，可以直接排除 Zeno 行为，动态积分型事件触发条件，能够更有效地减少事件发生次数。 
本文其余部分结构如下：第二部分给出了相关的基础知识，第三部分对模型进行了描述，并提出了

凸优化算法。第四部分分别针对固定拓扑和切换拓扑情形，提出了积分型动态事件触发条件，并分析给

出保证智能体状态渐近收敛到全局最优点的充分条件。第五部分利用数值仿真验证理论结果的有效性。

第六部分给出文章的主要结论和未来研究的方向。 
符号说明：在本文中，符号 nR 和 n nR × 分别表示 n 维实向量集和 n n× 维实矩阵集。 nI 为 n 维单位矩

阵。1 是元素都是 1 的具有合适维数的列向量，0 是元素都是 0 的具有合适维数的列向量， TL 表示矩阵 L
的转置， { }1,2, ,I N= � 表示指标集。 

2. 准备工作 

2.1. 代数图论 

在一个由 N 个智能体组成的多智能体系统中，智能体间的信息交换可以描述成 ( ), ,=    ，其中

{ }1,2, , N= � 是有限非空节点集， ( ){ }, : , ,i j i j i j= ∈ ≠  是边集， N N
ija R × = ∈  是的邻接矩阵，

其中 1ija = 当且仅当 ( ),i j ∈ ，否则 0ija = 。本文中，我们假设图中每一个节点都没有自环边，即对

, 0iii a∀ ∈ = 。如果存在一条边 ( ),i j ∈ ，那么节点 j 称为是 i 的邻居，意味着智能体 i 能接收到来自智

能体 j的信息。智能体 i的邻居集定义为 { }| 1i ijj a= ∈ =  。如果 ( ),i j ∈ 当且仅当 ( ),j i ∈ ，即 ij jia a= ，

则称图  是无向图。从节点 i 到节点 j 的路径是指存在节点序列 1 2, , , ki i i� ，其中 1 , ki i i j= = ，使得

( )1, , 1, , 1j ji i j k+ ∈ = −� 。对于有向图，如果从任意一个节点到另一个节点都存在一条有向路径，则称

其为强连通平衡图。对于无向图，如果任意一对不同节点之间都存在一条路径，那么称其为连通图。图
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的度矩阵表示为 { }1 2, , , Ndiag d d d= � ，其中
1

N

i ij
j

d a
=

= ∑ 是节点 i 的入度。图的 Laplacian 矩阵定义

为 ( )ij N N
l

×
= = −  。对于所有 i I∈ ，如果满足

1 1

N N

ij ji
j j

a a
= =

=∑ ∑ ，则称是平衡的。 

在具有切换拓扑的多智能体系统中，用集合{ },s s I∈ 表示多智能体系统。每一个拓扑图 s 可以用

( ) ( ) ( ){ }, ,s s s      来表示，其中 ( ) ( ) ( ), ,s s s      分别是图 s 的节点集、边集、邻接矩阵。 

2.2. 相关定义和引理 

定义 1：[11]称一个二次连续可微函数 : n nf R R→ 是局部强凸的，如果对于 , nx y R∀ ∈ ，存在常数 0m > ，

有以下等价条件成立： 

( ) ( ) ( )( ) ( )T 2

2
mf y f x f x y x y x− −∇ − ≥ −

 

( ) ( )( ) ( ) 2f y f x y x m y x
Τ

∇ −∇ − ≥ −
 

( )2
nf x mI∇ ≥ , 

其中 { }1 2min , , , Nm m m m= � ， im 是 if 的凸性参数。 

引理 1：[22]对于一个强连通平衡图，存在向量 [ ]T1 1,1, ,1= � 使得 T1 0= 。令 

( )
T

min
2iα α λ

  + = =   
   

 
 ，其中

T

0
2iλ

 +
> 

 

 
。令 ( ) ( ){ }Tmax iβ β λ= =   ，则有以下不等式成

立： 

T T Tx Lx x xα
β

≥                                      (2) 

引理 2：[23]对于一个无向连通图，图的 Laplacian 矩阵是对称且半正定的，记的特征值序列

为 ( ) ( ) ( )1 20 nλ λ λ= < ≤ ≤�   ，有 ( )2 0λ > 。并且有以下不等式成立： 

( ) ( )
T

T T T
22 , ,n

x x x x x x
x

λ λ≥ ≤


                                (3) 

其中 0x ≠ ，并且 T1 0x = 。 

3. 问题描述 

考虑由 N 个智能体组成的多智能体系统，智能体 i 的动态方程描述为 

( ) ( )( )( ) ( )
12 , ,i i i ix t f x t u t i I
−

= ∇ ∈�                              (4) 

其中 ( ) n
ix t R∈ 是智能体 i 的状态，代表智能体 i 对 *x 的估计。为简单起见，我们仅考虑 1n = 的情形。 *

ix

表示局部目标函数 ( )if x 的最小值， ( )iu t 是待设计的控制输入。如果 ( ) *lim 0,it
x t x i I

→∝
− = ∈ ，则凸优化

问题(1)得到解决。 
对于每个智能体 ,i i I∈ ，令事件检测周期为 h 且智能体 i 的事件检查序列为递增序列 0 1 2, , , , ,i i i i

kt t t t� �，

其中 1
i i
k kt t h+ = + 。假设 [ )1 2

0 0 0, , , 0,Nt t t h∈� 。令 ( ) ( ) ( )0 1 2, , ,i i it t t �是事件触发时刻。在本文中，我们规定 ( ) 00
i it t= ，

即智能体 i 在初始时刻更新。定义分段常值函数 ( )ˆix t 为智能体 i 的最新传播状态，其中 
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( ) ( )( ) ( ) ( )1ˆ , , 0,1, 2,i i i
i i k k kx t x t t t t k+= ≤ < = �。 

针对系统(4)，我们对智能体 i 设计的控制算法为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ )
1

ˆ ˆ , 0, ,
N

i ij i j
j

u t a t x t x t t
=

= − − ∈ + ∝∑ �                          (5) 

其中 ( ) 0ija t =� ，当 { }0max ,it t i I< ∈ ； ( )ij ija t a=� ，当 { }0max ,it t i I≥ ∈ 。 

注 1：假设所有智能体的启动时间不同，但是所有智能体都有一个共同的固定事件检测周期，即它

们异步检测事件触发条件。我们考虑的是当时间 t 趋于无穷时，所有智能体状态的变化趋势，故我们在

[ )0 ,t + ∝ 内对所提算法进行收敛性分析，其中 { }1 2
0 0 0 0max , , , Nt t t t= � ，当 0t t< 时，控制算法为 0，我们不

予考虑。 
基于注 1，采用控制算法(5)的多智能体系统(4)可表示为 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) [ )
12

0
1

ˆ ˆ , , , ,
N

i i i ij i j
j

x t f x t a x t x t t t i I
−

=

= − ∇ − ∈ + ∝ ∈∑�                  (6) 

其中 ( ) *0i ix x= 。令 ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2, , , Nx t x t x t x t=   � ， ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , , Nx t x t x t x t=   � 。则算法(6)可等价表

示为 

( ) ( )( )( ) ( ) [ )
12

0ˆ , , .x t f x t x t t t
−

= − ∇ ∈ + ∝�                            (7) 

为了执行所设计的控制算法，我们需要设立事件触发条件来确定智能体何时传播其状态信息给它的

邻居及何时对其控制器进行更新。对于每个智能体 i，我们针对不同多智能体系统设立动态事件触发条件。 

4. 主要结果 

4.1. 具有固定拓扑的多智能体网络 

在这一部分，我们假定多智能体系统具有固定拓扑，分别讨论拓扑图是强连通平衡和无向连通的情

形。 
在多智能体系统具有固定拓扑的情形下，我们设计的事件触发条件为 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )2ˆ d
,

i
k

i
k

t qh

i it
i i

i ik k

x s y s s
x t qh x t

h
σ

+
+

+ − >
∫ 

                   (8) 

其中σ 是一个正常数， i 是的第 i 行。q 连续的取自然数 1，2，3，...的值，直到满足(8)的第一个 q 成

立，然后令 ( ) ( )1
i i
k kt t qh+ = + ， ( )iy t 是引入的非负动态变量，其中 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2

1

1ˆ ˆ
4 4

N
i

i i ij i j i k
j

y t y t a x t x t e tσ
σ=

 
= − + − − 

 
∑� ， ( ) ( ) ( )ˆi i ie t x t x t= − ， ( ) ( ) ( )ˆi i i

i k i k i ke t x t x t= − ，且

0,1, 2,k = �。 

定理 1：对于具有固定拓扑的多智能体系统，假设系统的拓扑图是强连通平衡的，如果周期 h，参

数σ 等满足如下不等式 
3 ,

2 4
hh
m

σ α
β

+ + <                                    (9) 

其中 ,α β 如引理 1 中定义。则在事件触发条件(8)的作用下，分布式事件触发算法(5)可以解决凸优化问题

(1)，即 ( ) *lim it
x t x

→∝
= 。 
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证明： 
考虑一个李雅普诺夫函数为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2,V t V x t y t V x t V y t= +� ， 

其中 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )* *
1

1

N

i i i i i i
i

V x t f x f x f x x x
Τ

=

= − − ∇ −∑ ， ( )( ) ( )2
1

N

i
i

V y t y t
=

= ∑ 。将 ( )V t 求导，得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1
1

,
N

i
i

V t V x t V y t V x t y t
=

= + = +∑� � � � �                       (10) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )T2 * *
1

1 1 1
ˆ ˆ

N N N

i i i i ij i j i
i i j

V x t f x t x t x x a x t x t x x
= = =

= − ∇ − = − −∑ ∑∑� � 。因为图  是强连通平衡

的，所以 ( ) ( )( ) *

1 1
ˆ ˆ 0

N N

ij i j
i j

a x t x t x
= =

− =∑∑ ，因此 ( )( ) ( ) ( )T
1 ˆV x t x t x t= −�  。将 ( )( )1V x t� 和 ( )iy t� 带入(10)中得到

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2T 2

1 1 1

1ˆ ˆ
4 4

N N N
i

i i i k
i i i

V t x t x t y t x t e tσ
σ= = =

= − − + −∑ ∑ ∑�   。 

由积分的性质得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

1 0

T
0

1

2 2

1 1

0
1 1

2 2

1 1

d

ˆ d d
4

1ˆ d d
4

ˆ d d
4

1ˆ d d
4

k

k k

k k

k k

k k

t
k t

Nt t
it t

i
N Nt t i

i i kt t
i i

N Nt t
i i it t

i i
N Nt t i

i i kt t
i i

V t V t V s s

V t x s x s s y s s

x s s e t s

V t x s x s s y s s

x s s e t s

σ

σ
σ

σ

+

+ +

+ +

+ +

+ +

+

=

= =

= =

= =

= +

= − −

+ −

= − −

+ −

∫

∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

�







 .

                  (11) 

给定任意 k，对于每一个 i I∈ ，存在 iq 使得 1 1 1i i

i i
q k qt t t h+ + +< ≤ + ，在这种情况下，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 11

0 0 1 1
ˆ ˆd d .

i i i i
k p kqi

i i i i
p q qi i

t t t t t t
i i i it t t t t t

x s x s s x s x s s+ + ++

+

 − = − + + + + + + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫� �             (12) 

对于给定的任意 p，假定 i
r pt t= ， 1

i
r k pt t′+ +≤ ，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

1

12

12

ˆ ˆd d

ˆ ˆd d

ˆ ˆ ˆd d d .

i
p

i i
p p

i i
p p

i i i
p p p

t r k
i i i it t

r k si
i p i i i it t

r k r k si
i p i i i i it t t

x s x s s x s x s s

x t f x t x t t x s s

x t x s s f x t x t t x s s

+ ′+

−′+

−′ ′+ +

− ≤ −

= − − ∇

= − + ∇

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 

  

      (13) 

令 ( ) ( ) ( )ˆi i i
i p i p i pe t x t x t= − ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1
1

ˆ ˆ ˆd d

ˆ ˆ ˆd d

ˆ ˆ ˆd d ,

r k r k
i i
p p

r k r k
i i
p p

q r k
i

q p

t ti i i
i p i i p i p it t

t ti i
i p i i p it t

r k t t i
i i i p it t

q r

x t x s s x t e t x s s

x t x s s e t x s s

x s x s s e t x s s

′ ′+ +

′ ′+ +

′+ +
′+ −

=

− = − +

= − −

= − −

∫ ∫

∫ ∫

∑ ∫ ∫

 

 

 

             (14) 
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并且 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 ' 1

212

2

2
1 2 1 1 1 1

2
1

1ˆ ˆ ˆd d d
2

1 ˆ ˆ ˆd d d
2
1 ˆ ˆ ˆ

2

2

r
i i i
p p p

r r r k

r r r k

t k s r k
i i i i it t t

t t t
i i it t t

r r i r r r i r r k r k i r k

r

f x t x t t L x s s x t t
m

x t t x t t x t t
m

t t x t t t x t t t x t
m

t th
m

′+ + +

+ + −

−′ ′+ +

′ ′ ′+ + + + + + − + −

+

∇ ≤

 = + + +  

 = − + − + + − 

−
=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫�

�

 

  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 12 1 1

1
T T

1

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ .
2

r k r k i r kr i r r r i r

r k

q q q i i q
q r

t t x tx t t t x t
h h h

h t t x t x t
m

′ ′ ′+ + − + −+ + +

′+ −

+
=

 −−
+ + + 

 

≤ −∑

�
 

 

          (15) 

根据触发条件(8)，对任意 p 有以下不等式成立 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1

2ˆ d
ˆ .

i
p

i
p

t
i iti i i

i p i p i p

x s y s s
e t x t x t

h
σ −

+
= − ≤

∫ 
                   (16) 

在(14)中 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2

2 2

1 1ˆ ˆd d
2
1 ˆd d ,

2 2

r k r k
i i
p p

r k r k
i i
p p

t ti i
i p i i p it t

t ti
i p it t

e t x s s e t x s s

e t s x s s

σ
σ

σ
σ

′ ′+ +

′ ′+ +

 − ≤ +  

= +

∫ ∫

∫ ∫

 


               (17) 

上述第一个不等式用到了公式 T T T1
2 2

x y x x y yθ
θ

≤ + ，其中 , , 0nx y R θ∈ > 。因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1

0 0 1 1

2 2 2 2 2
0 1 1

1 1d d d d d
4 4

i i i
k p k

i i i ip qi

t t t t ti i i i
i k i i i p i qt t t t t

e t s e t s e t s e t s e t s
σ σ

+ + +

+
+

 − = − + + + + + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫� � ，其中 

( ) ( )1 2 21 1d d
4 4

p r k
i i
p p

t ti i
i k i kt t

e t s e t s
σ σ

′+ +− ≤ −∫ ∫ ，所以结合(16)，(17)得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

1

'1 1

2

2 T T

2 T T

2

2 T T

1ˆ d d
4

1 ˆ ˆd d
4 2
1 ˆ ˆ d

4 2

ˆ d d
ˆ ˆ d

4 2

i
r k p
i i
p p

r k r k
i i
p p

r k
i
p

i i
p p

i i
r kp p
i
p

t ti i
i p i i pt t

t ti
i p i it t

ti i
r k p i p i it

t t
i i tt t

i it

e t x s s e t s

e t s x s x s s

t t e t x s x s s

x s s y s sh x s x s s
h

σ
σ

σ
σ

σ

σσ
σ

′+ +

′ ′+ +

′+

+− −

′+

− −

≤ +

= − +

+
≤ +

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫
∫



 

 


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1

T T T Tˆ ˆ ˆ ˆd d d .
4 4 2

i i i
p p p

i i i
p p p

t t t
i i i i it t t

x s x s s y s s x s x s sσ σ σ +

− −
≤ + +∫ ∫ ∫   

              (18) 

进而可以得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 1 1

1 2 11

1 1 1

0 1 0

2
1 2 1

T T T T

1ˆ ˆ ˆd d d d
4

3ˆ ˆ ˆ ˆd d d .
4 4 4

i i
k k

i i i ii
qi

i
k k

i i i

t t t ti i i i
i i i i i q i i kt t t t

t t t
i i i i it t t

e t x s s e t x s s e t x s s e t s

x s x s s x s x s s y s s

σ
σ σ σ

+ +

+

+ +

+
 − + + + − 
 

≤ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

�  

   

      (19) 
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将(12)~(15)以及(18)和(19)结合得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1

0 0
0

1 1

0 1

1

0
0

2

2
0

=

T T T T

T T
1

=

1ˆ d d
4

ˆ ˆ ˆd d d

3ˆ ˆ ˆ ˆd d
4 4

ˆ ˆd ,
4 2

k k

i i
q

qi

i
k

i i

k
i

i

t t i
i i i kt t

kt t t
i i i i it t t

q k

t t
i i i it t

kt
i q q q i i qt

q k

x s x s s e t s

x s x s s e t s x s x s s

x s x s s x s x s s

hy s s t t x t x t
m

σ

σ σ

σ

+ +

+

+

+

+

− −

≤ − − −

+ +

+ + −

∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

∫ ∫

∑∫



 

   

 

                  (20) 

其中
0 1

i i
kt t= 。在(11)中 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1 2 1

0 0 1

11

1

2 2 2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆd d d d

ˆ ˆd d .

i i i
k p

i i
p

i
kqi

i i
q qi i

t t t t
i i i it t t t

t t
i it t

x s s x s s x s s x s s

x s s x s s

+ +

++

+

= + + +

+ + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

�

�

   

 
            (21) 

因为 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 2

1 1

2
2 2

2

2
2 11 2 1

1 1

2 1

ˆ ˆ ˆd d d

ˆ ˆ ˆd d d

ˆ ˆ ˆ

i i i
p p p

i
p r r

r r r k

r r r k

t t t
i i it t t

t t t
i i it t t

r k r kr r r r
i r i r i r k

r r

x s s x s s x s s

x s s x s s x s s

t tt t t th x t x t x t
h h h

t th
h

+ + +

′′+ + +

′′+ + −

′′ ′′+ + −+ + +
′′+ + −

+

 = ≤  
 

= + + +

−− − = + + +  

−
≤

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫�

�

  

  

  

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

22 2 12 1
1 1

1
T T

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ,

r k r kr r
i r i r i r k

r k

q q q i i q
q r

t tt tx t x t x t
h h

h t t x t x t

′′ ′′+ + −+ +
′′+ + −

′′+ −

+
=

−− + + +  

= −∑

�  

 

         (22) 

其中 1
i

r k pt t′′+ += ，所以有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

0 0
0

12 2 T T
1ˆ ˆ ˆ ˆd d .

i
r k

i

r kt t
i i q q q i i qt t

q k

x s s x s s h t t x t x t+
+ −

+
=

≤ + −∑∫ ∫                  (23) 

将(20)~(23)代入(11)中化简得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

1

0
0

1 1

0 0

0

T T T
1 0 1 1

1 1

T T T T
1

1 1

2
0

1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ
2

3ˆ ˆ ˆ ˆd
4 4

ˆd d

i i

i

i
i

i i

i

N k N k

k q q i q i q q q q i i q
i iq k q k

N N kt
i i q q q i i qt

i i q k

N Nt t
i i it t

i i

N k

i q k

hV t V t t t x t x t t t x t x t
m

x s x s s t t x t x t

e t s x s x s s

h t

σ σ

+ + +
= == =

+
= = =

= =

= =

≤ − − + −

+ + −

− −

+

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

  

   



( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

T T T T
1

1
ˆ ˆ ˆ ˆ d

iN t
q q q i i q i it

i
t x t x t x s x s s+

=

− +∑∫   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0

1

0
0

0

2 T T
0 0

1 1 1

T T T
1

1 1

T T
1

1

ˆ ˆ ˆd d d

ˆ ˆ ˆ ˆd
4

3 ˆ ˆ .
4 2

i i i

i

i
i

i

N N Nt t t
i i i i it t t

i i i
N N kt

i i q q i q i qt
i i q k

N k

q q q i i q
i q k

V t x s x s s e t s x s x s s

x s x s s t t x t x t

h h t t x t x t
m

σ

σ

= = =

+
= = =

+
= =

= − − +

+ − −

 + + + − 
 

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

  

  

 

             (24) 

令 { }0 1 1max i
k i nt t≤ ≤= ，定义

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0

0
1

0
0

0

0

T 2 T T
0 0

1 1 1
1

T T T
1

1 1

1
T T

1
1

ˆ ˆ ˆd d d

ˆ ˆ ˆ ˆd
4

3 ˆ ˆ
4 2

i i i

i

i
i

i

N N Nt t t
i i i i it t t

i i i
kN Nt

i i q q i q i qt
i i q k

kN

q q q i i q
i q k

V x s x s s e t s x s x s s

x s x s s t t x t x t

hh t t x t x t
m

σ

σ

= = =

−

+
= = =

−

+
= =

= − − +

+ − −

 + + + − 
 

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

  

  

 

，故(24)

可化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

0

T
1 0 0 1

1

T T
1

1

T
0 0 1

T
1

ˆ ˆ

3 ˆ ˆ
2 4

ˆ ˆ

3 ˆ ˆ .
2 4

k N

k q q i q i q
q k i

k N

q q q i i q
q k i

k

q q q q
q k

k
T

q q q q
q k

V t V t V t t x t x t

hh t t x t x t
m

V t V t t x t x t

hh t t x t x t
m

σ

σ

+ +
= =

+
= =

+
=

+
=

≤ + − −

 + + + − 
 

= + − −

 + + + − 
 

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑



 



 
 

由(2)我们有 

T T T ,x x x xβ
α

≤  
 

进而可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T
1 0 0 1

3 ˆ ˆ1
2 4

k

k q q q q
q k

hV t V t V h t t x t x t
m

β σ
α+ +

=

  ≤ + − − + + −  
  

∑  . 

根据(9)可知，
31 0

2 4
hh
m

β σ
α
 − + + > 
 

，并且根据凸函数的定义可知， ( )( ) 2*
1 0

2 i
mV x t x x≥ − ≥ ，即

( )( )1V x t 非负， ( )iy t 非负，那么 ( )V t 非负，故得到 ( ) ( ) ( )T
1 ˆ ˆlim 0k k k kk

t t x t x t+→∝
− = 。因为我们采取的是周

期检测，控制器周期地检查事件触发条件并进行控制更新，因此 1k kt t h+ − ≤ ，且为一个确定的值，进而

得到 ( ) ( )Tˆ ˆlim 0k kk
x t x t

→∝
= ，由(2)可知， ( ) ( ) ( ) ( )T T Tˆ ˆ ˆ ˆ0 k k k kx t x t x t x tβ

α
≤ ≤   ，因此， ( )ˆlim 0kk

x t
→∝

= ，进

而有 

( )ˆlim 0.
t

x t
→∝

=                                     (25) 

由 (7) 可 知 ， ( ) ( )( )( ) ( ) [ )
12

0ˆlim lim 0, ,
t t

x t f x t x t t t
−

→∝ →∞
= − ∇ = ∈ + ∝�  ， 结 合 (16) 和 (25) 可 得 ，

( ) ( )( )ˆlim 0i i
i k i kk

x t x t
→∝

− = ，由 ( )ie t 的定义进一步可得 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

ˆ ˆlim lim lim

ˆlim d 0,

t t

i t t
kt

i i
i i i i i k i kt t t

t i i
i i k i ktt

e t x t x t x t x t x t x t

x s s x t x t

→∝ →∝ →∝

→∝

= − = − + −

= + + =∫ �
 

其中 )1,
t t

i i
k kt t t +∈  。故得到 

( ) ( ) ( )ˆlim lim 0.
t t

e t x t x t
→∝ →∝

= − =                               (26) 

结合(25)和(26)可得， ( ) ( ) ( )ˆlim 0
t

x t x t e t
→∝

= + =   ，因为是强连通平衡的，所以 

( ) ( ) ( )1 2lim lim lim Nt t t
x t x t x t c

→∝ →∝ →∝
= = = =� ，其中 c 是一个常数。 

因为 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2

1 1 1 1

d ˆ ˆ 0
d

N N N N

i i i ij j i
i i i j

f x t f x t x t a x t x t
t = = = =

∇ = ∇ = − =∑ ∑ ∑∑� ，即 ( )( )
1

N

i
i

f x t
=

∇∑ 是一个常数，又

因为 *
ix 是 if 的最优点，所以 ( )( ) ( )( ) ( )*0 0

N N N

i i i i i i
i i i

f x t f x f x∇ = ∇ = ∇ =∑ ∑ ∑ 。故得到 ( )( )
1

0
N

i i
i

f x t
=

∇ =∑ 。因为

( )if x 是强凸函数，所以 ( )F x 是强凸函数，那么 ( )F x 的最优点唯一，又因为 

( ) ( ) ( ) ( )* *

1 1

N N

i i i
i i

F x f x f c F c
= =

∇ = ∇ = ∇ = ∇∑ ∑ ，所以 *x c= ，故 ( ) ( ) ( ) *
1 2lim lim lim Nt t t

x t x t x t x
→∝ →∝ →∝

= = = =� 。 

我们很容易将定理 1 的结论推广到无向图中。 
推论 1：对于具有固定拓扑的多智能体系统，假设系统的拓扑图是无向连通的，如果周期 h、参数

σ 等满足如下不等式 

3 1 ,
2 4 n

hh
m

σ
λ

+ + <                                   (27) 

其中 nλ 如引理 2 中定义。则在事件触发条件(8)下作用下，分布式事件触发算法(5)可以解决凸优化问题(1)，

即 ( ) *lim it
x t x

→∝
= 。 

证明： 
证明过程类似于定理 1。对于一个无向连通图，有 

T T ,nx x x xλ≤  

通过将定理 1 证明过程中的
β
α
替换成 nλ ，我们可以得到推论 1 的证明，详细的证明过程省略。 

4.2. 具有切换拓扑的多智能体网络 

在本节中，将协议扩展到通信拓扑在具有相同有限顶点集的连通图{ }1 2, , , N�   之间切换的情况，

切换网络可以用分段常数开关信号来建模 ( ) [ ): 0,s t I+ ∝ → 。切换时间定义为 0 10 T T= < <�，定义在检

查时刻 i
kt qh+ 的活动拓扑为 ( )i

s kt qh+ 且相应的 Laplacian 矩阵为 ( )( )i
s kt qh+  ，我们将 ( )( )i

s kt qh+ 

用 s 表示， ( )i
s kt qh+ 用 s 表示。 

注 2：我们所讨论的切换拓扑不仅在检查时刻进行切换，还可以在检查时刻之间进行切换。两个连

续的检查时刻之间可能发生一次或者多次切换，但是对控制器和事件检测器产生影响的是到当前检查时

刻最近的一次切换。在两个连续的检查时刻，邻域关系保持不变的智能体不会受到切换的影响，在两个

检查时刻之间通信发生变化的智能体必须使用当前的邻居集来判断其事件条件和控制律。 
在多智能体系统是切换拓扑的情形下，分布式事件触发算法与固定拓扑下相同。分别给出拓扑图是
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强连通平衡和无向情形下的收敛性分析。我们设计的事件触发条件为 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )2ˆ d
,

i
k

i
k

t qh

si it
i i

i ik k

x s y s s
x t qh x t

h
σ

+
+

+ − >
∫ 

                  (28) 

同理， si 是 s 的第 i 行。 

注 3：对于集合{ }1 2, , , N�   ，每一个 ,i i I∈ 都是一个强连通平衡图，并且存在向量 [ ]T1 1,1, ,1= � ，

使 得 T1 0s = 。 令 ( ) { }{ }1 2min , , , ,s s Nα α= ∈� �     ， ( ) { }{ }1 2max , , , ,s s Nβ β= ∈� �     ， 其 中

( ) ( ),s sα β  的定义如引理 1 所示，则 

T T T .s s sx x x xα
β

≥
�
�  

 
注 4：由 LaSalle 不变集原理可知，虽然拓扑在多个连通图之间切换，但是解集独立于任何一个拓扑，

因此可得到以下定理。 
定理 2：对于多智能体系统是切换拓扑，假设系统的拓扑图 s 是强连通平衡的，如果周期 h、参数σ

等满足如下不等式 

3 ,
2 4
hh
m

σ α
β

+ + <
�
�                                   (29) 

其中 ,α β�� 如注 3 中定义。则在事件触发条件(28)下作用下，分布式事件触发算法(5)可以解决凸优化问题

(1)，即 ( ) *lim it
x t x

→∝
= 。 

证明 类似的考虑李雅普诺夫函数为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 1 2, ,V t V x t y t V x t V y t= +�
 

研究多智能体系统是切换拓扑并且拓扑图是强连通平衡和无向情形下的凸优化问题。对 ( )3V t 求导可

以得到 

( ) ( ) ( )3 1 2 ,V t V t V t= +� � �
 

其中 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )T* * *
1

1 1 1
ˆ ˆ

N N N

i i i i i i ij i j i
i i j

V x t f x f x f x x x a x t x t x x
= = =

= − − ∇ − = − −∑ ∑∑ ，因为 s 是强连通

平衡的，所以 ( ) ( ) ( )T
1 ˆV t x t x t= −�  。 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

2
1 1 1 1

1ˆ
4 4

N N N N
i

i i si i k
i i i i

V t y t y t L x t e tσ
σ= = = =

= = − + −∑ ∑ ∑ ∑� � ，进而得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2T 2
3

1 1 1

1ˆ ˆ .
4 4

N N N
i

s i si i k
i i i

V t x t x t y t x t e tσ
σ= = =

= − − + −∑ ∑ ∑�  
 

如果 

3 ,
2 4
hh
m

σ α
β

+ + <
�
�

 

类似于定理 1 的证明过程，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1

0
0

T T T
3 1 3 0 1 1

1 1

T T T T
1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
2

3ˆ ˆ ˆ ˆd
4 4

i i

i

i
i

N k N k

k q q i q si q q q q si si q
i iq k q k

N N kt
si si q q q si si qt

i i q k

hV t V t t t x t x t t t x t x t
m

x s x s s t t x t x tσ σ

+ + +
= == =

+
= = =

≤ − − + −

+ + −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∫
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0
0

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1

0

2 T T
0 1

1 1

T T T

1 1

T 2 T T
3 0 0

1 1 1

1

ˆ ˆd

ˆ ˆ ˆd d

ˆ ˆ ˆd d d

ˆ
4

i

i

i i

i i i

i

i

N N kt
i q q q si si qt

i i q k

N Nt t
i si si sit t

i i
N N Nt t t

i si i si sit t t
i i i

N t

t
i

e t s h t t x t x t

x s x s s x s x s s

V t x s x s s e t s x s x s s

σ

+
= = =

= =

= = =

=

− + −

− +

= − − +

+

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑∫

 

  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

T T T
1

1

T T
1

1

ˆ ˆ ˆd

3 ˆ ˆ .
4 2

i

i

N k

si si q q i q si q
i q k

N k

q q q si si q
i q k

x s x s s t t x t x t

h h t t x t x t
m

σ

+
= =

+
= =

− −

 + + + − 
 

∑ ∑

∑ ∑

  

 

            (30) 

定义

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0

0
1

0
0

0

0

T 2 T T
0 0

1 1 1
1

T T T
1

1 1

1
T T

1
1

ˆ ˆ ˆd d d

ˆ ˆ ˆ ˆd
4

3 ˆ ˆ
4 2

i i i

i

i
i

i

N N Nt t t
i si i si sit t t

i i i
kN Nt

si si q q i q si qt
i i q k

kN

q q q si si q
i q k

V x s x s s e t s x s x s s

x s x s s t t x t x t

hh t t x t x t
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σ

σ

= = =

−

+
= = =

−

+
= =

′ = − − +

+ − −

 + + + − 
 

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

  

  

 

，故(30)可化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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0

0
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T
3 1 3 0 0 1
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T T
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T T
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2 4

k N
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q q q s s q
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q q q s q
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k

q q q s s q
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hh t t x t x t
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V t V t t x t x t

hh t t x t x t
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σ

σ

+ +
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+
=

+
=

+
=

′≤ + − −

 + + + − 
 

′= + − −

 + + + − 
 

∑ ∑

∑

∑

∑



 



 
 

根据注 3 可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T
3 1 3 0 0 1

3 ˆ ˆ1
2 4

k

k q q q s q
q k

hV t V t V h t t x t x t
m

β σ
α+ +

=

  ′≤ + − − + + −  
  

∑
�

�
 . 

由(29)可知
31 0

2 4
hh
m

β σ
α
 − + + > 
 

�

�
，根据和证明定理 1 相同的分析过程，可以得到 ( ) *lim it

x t x
→∝

= 。 

同理可以将结论扩展到多智能体系统是切换拓扑且拓扑图是无向连通的情形，得到下面的推论。在

得到推论 2 前，我们做如下说明。 
注 5：对于集合{ }1 2, , , N�   ，每一个 ,s i I∈ 都是一个无向平衡图，Laplacian 矩阵 s 满足 

T T T
s s n sx x x xλ≤ �   , 

其中 ( ) { }{ }1 2max , , , ,n n s s Nλ λ= ∈� �     ， ( )n sλ  的定义同引理 2。 

推论 2：对于多智能体系统是切换拓扑，假定系统的拓扑图是无向连通平衡的，如果周期 h、参数

σ 等满足如下不等式 

3 1 ,
2 4 n

hh
m

σ
λ

+ + < �                                   (31) 
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其中 nλ� 如注 5 中定义。则在事件触发条件(28)下作用下，分布式事件触发算法(5)可以解决凸优化问题(1)，

即 ( ) *lim it
x t x

→∝
= 。 

证明过程略。 

5. 数值仿真 

在这一部分，我们给出一个数值仿真的例子来说明理论结果的有效性。考虑一个由 4 个智能体组成

的多智能体系统，其通信拓扑图如图 1 所示。设计智能体的局部成本函数为： ( ) ( )22 , 1, 2,3, 4if x i x i i= − = 。

易得到优化问题(1)的全局最优点为 * 3x = 。每个智能体的初始值为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40 1, 0 2, 0 3, 0 4x x x x= = = = 。

从局部成本函数的设计可得 4m = 。在仿真过程中，我们将参数设计为： 0.05, 0.01h σ= = 。仿真结果见

图 2~4。图 2 给出了每个智能体的事件触发时刻，从图 3 我们可以看出智能体的状态最终收敛到最优值
* 3x = 。图 4 给出了智能体状态与最优值之间差的变化趋势，进一步验证了智能体的状态最终收敛到最

优值。 
 

 
Figure 1. Communication topology among agents 
图 1. 智能体之间的通信拓扑图 

 

 
Figure 2. Event-triggered instants 
图 2. 事件触发时刻 
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Figure 3. States of agents 
图 3. 智能体的状态 

 

 
Figure 4. States evolution of *

ix x−  

图 4. 
*

ix x− 的状态演变 

6. 结论 

本文研究了异步多智能体的凸优化问题，提出了一种基于动态周期事件触发的分布式凸优化算法，

给出了一个动态积分型事件触发条件。与一般的凸优化算法相比，该算法避免了连续通信，降低了更新

频率和通信负载，进而节约系统的资源。由于两个事件的触发时刻的最小间隔是检查周期 h，Zeno 行为

可以有效地被排除，数值仿真也验证了所得结果的有效性。在未来的工作中，将研究在二阶多智能体系

统和二阶异步多智能体系统中，基于事件触发的凸优化问题。 
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