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摘  要 

本文研究了一类平均曲率方程，通过选取适当的辅助函数G，然后运用极值原理和对极值点性质的讨论，

得到了此类平均曲率方程的内部梯度估计，完善了此类方程的内部梯度估计。 
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Abstract 
In this paper, we study a class of mean curvature equations. By selecting an appropriate auxiliary 
function G, and then using the extreme value principle and the discussion of the properties of ex-
treme points, we obtain the internal gradient estimation of such mean curvature equations, and 
improve the internal gradient estimation of such equations. 
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1. 引言 

平均曲率方程是偏微分方程中一类重要方程，对于给定的平均曲率方程的内部梯度估计和全局梯度

估计已经被广泛研究。Bombieri [1]等人首先利用测试函数技巧和图上的 Sobolev 不等式，对高维的极小

曲面得到了极小曲面方程的内部梯度估计。在 1970 年 Ladyzhenskaya 和 Ural’Tseva [2]运用了测试函数的

方法对一类的平均曲率方程得到了内部梯度估计，详细过程请参见文献 Gilbarg [3]。随后在 1991 年，Barles
考虑了一类方程，通过对此方程的粘性解证明得出梯度估计并且给出了拟线性和完全非线性椭圆方程的

一些推广[4]。1998 年文献[5]中 Wang 利用 Bernstein 技巧给出的一个新证明。2016 年 Ma 等在[6]中给出

了带有 Neumann 边值的平均曲率方程梯度估计的新证明，2018 年，Wang 与 Ma 利用曲面上的活动标架

和极大值原理，进一步得出了预定夹角边值平均曲率方程的解的梯度估计[7]。 
本文首先介绍了平均曲率型方程和 Wang 及其学生的研究方法，然后利用极值原理及其研究方法，

最终得出一类平均曲率方程的内部梯度估计。王培合教授研究的梯度估计适用于大部分的 ( ),H x u 在

0uH ≥ 时的情况而对于 ( ) ( ) 30, ,H x u H x uα α≤ = + 的情形不在其考虑类型中，本文对此进行了研究。 

2. 预备知识 

首先给出平均曲率方程，设 nRΩ ⊂ 是一个有界的 3C 区域，我们考虑映射 1: nF R +Ω → ，则 :u RΩ→

是定义在Ω的光滑函数，则 ( )FΣ = Ω 是 1nR + 中的超曲面。 

( ) ( ) 1nF x X x u x e += +   

假设{ }
1

ni

i
x

=
是Ω上的笛卡尔坐标，则有 ( )1 2, , , n i

ix x x x x e= =  。
 

其中 ( ) ( )0, ,0,1,0, ,0 , 1, 2, ,ie i n= =   。因此由上述的记号和计算得出 

( )

1
i

i ni

j k
jk

udX e e dx
x

g g x dx dx

+
∂ = + ∂ 

=

 



 

记 ( ) 2, 1 1u uγ = ∇ − + ∇ 为 Σ的向下方向的单位法向量场，我们有 γ ⊥ Σ，即Σ关于 γ 的第二基本型

是 dX dγ=  则可以得到 
2

21i j i j
iji j

u dx dx u h dx dx
x x
∂

= + ∇ =
∂ ∂

   

因此 Σ的平均曲率为 ij
ijH g h= ， 

其中
21

i jij
ij

u u
g

u
δ= −

+ ∇
代入第二基本型中可得

2
2 1

1
i j iju u u

H u u
u

 
 = ∆ − + ∇
 + ∇ 

， 

这里 ∆表示的 Laplace 算子， 
最后得到平均曲率方程 

( )
21

uH u div
u

 ∇ =   + ∇ 
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文献[5]中，Wang 考虑了如下的平均曲率方程 

( ) 2
2 1

1
i j

ij ij ij ij

u u
a u u H x u

u
δ
 
 = − = + ∇
 + ∇ 

                        (1) 

他对于方程(1)内部梯度估计的证明有如下结果： 
设 ( )( )3 0ru C B∈ 是方程(1)的非负解，当 ( ) 0H x C≤ ，并且 ( ) 0H x C∇ ≤ ，则有 

( )
2

1 2 20 exp Mu C C
r

 
∇ ≤ + 

 
 

其中
( )

( )
0

sup
rB

M u x= ， 1C 依赖于 n，M 和 0C ； 2C 依赖于 n，和 0C 。 

Wang 在证明过程中附加了条件，即梯度估计适用于大部分的 ( ),H x u 在 0uH ≥ 时的情况而对于

( ) ( )0, ,H x u H x uα α< = + 的情况则不在 Wang 的结果中。 

文献[8]中王聪涵则对该情况进一步的研究，尝试得出类似的内部梯度估计结果，并研究平均曲率型

方程的梯度估计时用到了几个极值原理，具体的证明参见。他考虑了如下平均曲率方程。 

( ) 21ij ija u H x u uα= + ∇ +                                (2) 

对于 ( )( )2 0ru C B∈ 时，我们令 

21
i j

ij ij

u u
a

u
δ
 
 = −
 + ∇ 

 

其中使用求和约定来表示。他的结果是如下： 
设 ( )( )3 0 , 0ru C B u∈ ≥ 是方程(2)的非负解，当 ( ) 0H x C≤ ，并且 ( ) 0H x C∇ ≤ ，则有 

( )
2 2

1 2 3 4 20 exp M Mu C C C C
r r

α
 

∇ ≤ + + + 
 

 

其中
( )

( )
0

sup
rB

M u x= ， 1 2,C C 依赖于 ,n M 和 0C ； 3 4,C C 依赖于 n 和 0C 。 

证明的大致过程为，选取适当的辅助函数 G，并对 logG 和平均曲率方程分别求导，最后得出平均曲

率型方程的内部梯度估计。 

3. 主要结果 

本节对于平均曲率型方程 

( )
3

21ij ija u H x u
u
α

= + ∇ +                              (3-1) 

其中 ( ) ( )( )0,1 0 , ,
i jr ij x xH x C B u u u α∈ = ∈且 0α ≤ ，给出以下证明结果。 

定理： 
设 ( )( )3 0 , 1ru C B u∈ ≥ ，满足方程 

( )
3

21ij ija u H x u
u
α

= + ∇ +  

当 ( ) 0H x C≤ ，并且 ( ) 0H x C∇ ≤ ，则有 

( )
2 2

3
1 2 3 4 20 exp M Mu C C C C

r r
α

 
∇ ≤ + + + 
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其中
( )

( )
0

sup
rB

M u x= ， 1 2,C C 依赖于 ,n M 和 0C ； 3 4,C C 依赖于 n 和 0C 我们使用 iC 表示各种统一常数，这些

常数可能会逐行改变。 
证明： 

( ) ( )
3

21f x H x u
u
α

= + ∇ +  

令辅助函数 

( ) ( ) ( ) ( )logG x g x u u xξϕ=  

其中 

( )
2

1
21 , nx

g x S
r

ξ −= − ∈  

( )
( )

( )
0

11 , , sup
r

u
B

uu M u x
M M

ϕ ϕ= + = =  

假设上确界 

( ) ( ){ }1sup , , 0 , n
rG x x B Sξ ξ −∈ ∈  

在某一点 0x 延 1x 的方向上达到。因此在 0x 处对 1,2, ,i n=  我们有 

( ) 1

1 1

0 log
log

i i
ii

g u
G u

g u u
ϕ
ϕ
′

= = + +                            (3-2) 

并且矩阵 ( ){ }log 0ijG ≤ ， 
即有 

( )
2

1 11
2 2 2

1 1 1 1 1

1log 1
log log log

ij i j i ji
i j ijij

g g g u uu
G u u u

g u u ug u u
ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕϕ

     ′′ ′ ′
= − + − + + − +     

    
 

由(3-2)可知 

( )
2

1 1
2 2 2 2
1 1log

i j i j
i j i j j i

u u g g
u u g u g u

gu u g
ϕ ϕ

ϕϕ
′ ′

= + + +  

( ) ( )

1 11
2

1 1 1 1 1

log

21
log log log

ij
i j ij i j j iij

i ji

g
G u u u g u g u

g g
u uu

u u u u u

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
′′ ′ ′

= + + + +

 
+ − + 

 

                     (3-3) 

当 2i ≥ 时，在 0x 处有 ( )0 11 2
1

10, , 1
1i iiu x a a

u
= = =

+
并且当 i j≠ 时 0ija = 对平均曲率型方程(3-1)进行微

分可得 

( )
3

21
i j

ij ij ij ij

u u
a u u f x

uu
αδ

 
 = − + =
 + ∇ 

                         (3-4) 

我们也可以得到 

( )
1 1

1 1 112 2 2 22
1 1 11

2
1 11 1

i j i j i j i j
ij

u u u u u u u u
a u u

u uu u

 
 = − = − − +
  + ++ ∇ + 
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故对(3-4)式求偏微分有 

( )

( )

( )

1 1 1

1 1 1 11
1 2 2 22

1 1 1

22 3 2
1 11 11 1 11

1 2 2 222
1 11

22
1 11 11

1 2 222
11

2
1 1 1

22 2
1 11

22
11

ii ii ij ij

i j i j i j
ij ij ij

i
i

i
i

a u f a u

u u u u u u u u
f u u u

u u u

u uu u u uf
u uu

u uu uf
uu

≥

≥

= −

= + + −
+ + +

= + − +
+ ++

= + +
++

∑

∑

 

如果 ( )1 0u x 充分大时，即有 

( )

( )

2
1

1
1 1

22 2
1 11 11 11

1 2 2 222 1 11 11

22
1 11 11

1 2 222
11

21
log

22 1 21
log1 11

22
11

i
ii ii

i
i

i
i

u
a u

u u

u uu u uf
u uu uu

u uu uf
uu

≥

≥

  
− +     

 
= + − + + + + +

≥ + +
++

∑

∑

 

由假设可得 ( ) ( ) ( )11 , , 0uu u u
M M

ϕ ϕ ϕ′ ′′= + = =  

从而有 

( )

( )

2

11 11
1 122

1

1 1
2 2 2 2
1 1

1 1
2 2 2 2

1

1
2 2

1

2

1 2
1

2 11 2 2
1 1

2 12 4
1

2 4
1

ij
ii i ii i i

ii ii
ii ii i

g
a u u g u

g g
a ga ga u g u

g g gu
n g uf

gu r g r g u

n x uf
gr g r g r u

unf
r gr g u

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

≥

 ′′ ′ ′
+ + + 

 
′ ′

≥ + + +
+

−′ ′ −
≥ + − + + + 

−′ ′ −
≥ + − −  + 

′ ′
≥ − −

+

∑

 

我们可以假设 ( )0G x 足够大，所以有 1 1gu ≥ ，然后由(3-3)我们可以得到 

( )

( )

( )

2
1 1 11

2 2 221 1 1 1 1

2
1 11

2 221 1 1 1

0 log

2 4
log 1 2 1 log

2 4
log 2 1 log

ii iia G

f u unf
u u r gr g u u u

f unf
u u Mrr g u u

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ

≥

′ ′
≥ + − − +

+ +

′
≥ + − − +

+

                   (3-5) 

在 1 1gu ≥ 的基础上可得 
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1
2

11

4 4 1 4
1

u
r g Mr gu Mru
ϕ
ϕ
′

− ≥ − ≥ −
+

 

其中 

1
2

11

1 1 1,  
1

u
M u M uu

ϕ
ϕ
′
= ≤ ≤

+ +
 

根据最初给出的 ( ) ( )
3

21f x H x u
u
α

= + ∇ + 的定义我们可以得到 

( ) ( ) ( )3
2 1 111

1 1 2 2
1

1

H x u uuf x H x u
u u

α−
= + ∇ + +

+ ∇
 

由(3-2)式我们有， 

( )( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

( )
( ) ( )

1

1 1
1

2 2 13 3
1 1 1 11 21 2

12 1
21 1 1 1 2

1 1 1

13 3
1 1 21 2

1 12 1
21 1 2
1

1
1 20 1 2

11
21 2
1

log

1
1

log log
log 1

1
log log

1

1
log

1

f f
u u

H x u H x u uu H x u
u u uu u u

u u u

H x H x ug u H x u
u g uu u

u

H x uC g uH x u
u g

u

ϕ
ϕ

α ϕ α
ϕ

α ϕ ϕ α
ϕ ϕ

ϕ
ϕ

′
+

+  ′
= − + + + + 

 +

 ′ ′ 
≥ − + − − + + +  

   +

′−
≥ − + + −

+ ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 3
1

1
2 2
1

3
1

0 1
2 2
1

1

1

1

u
u

g H x H x
C

g M u M u u
u

ϕ α
ϕ

α

 
′ 

+ 
 + 

≥ − − + +
+ +

+

 

其中 ( )
1

2 2 12
1 1 1 2

2 21 1 ,
xu u u g

rr
+ ∇ = + ≥ = ≤ 。 

由定理的已知条件 ( ) 0H x C≤ 和 0 0C > ，即有 ( ) 0H x C≥ − 。 
我们能够得出 

( ) 0H x C
M u M

≥ −
+

， 

所以 

( )

( )
0

1
2 2
1

1

1

H x C
M u M

u
≥ −

+
+

 

并且由 

1, 0u
M u

α≤ ≤
+

 

我们同样能够得到 
3

3u
M u
α α≥
+
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所以我们能够得出 

( )

1

1 1

30
0

3 0
1

log
2

2

f f
u u

H xC
C

M rg
C

C
rg

ϕ
ϕ

α

α

′
+

≥ − − + −

≥ − + −

 

其中 0
1 0

C
C C

M
= + 。 

若设 ( )0G x 足够大，故在 0x 处有 1
12

g u
g

ϕ
ϕ
′

≤ ， 

由(3-2)式代入可得， 

( ) ( )

( )

2
1

12
2 211
1 12 22 2

1 1

2

1
2 2
1 122

1

2
2

12

log
1 1

2
log

1

log
8

g u
gu u u

u u

u
u u

u

u

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

′ 
+ 

 =
+ +

′ 
 
 ≥
+

′
≥

 

即不等式(3-5)可以进一步得出 

( )
2

3 0
1 12 2

2
3 0

1 12 2

3 0 1
1 2 2

0 log

2 2 4 log
16

2 2 log
16

2 log2
64

ii iia G

C nC u
rg Mrr g
C nC u
rg r g
C unC
rg r g M

ϕα
ϕ

ϕα
ϕ

α

≥

′
≥ − − − − − +

′
≥ − − − − +

≥ − − − − +

 

因此 

3
1 1 2 3 4 2log M Mg u C C C C

r r
α≤ + + +  

即 

( ) ( ) ( ) 3
1 1 2 3 4 2log M MG x g x u u C C C C

r r
ϕ α= ≤ + + +  

最后我们能得出 

( ) 3
1 2 3 4 20 exp M Mu C C C C

r r
α ∇ ≤ + + + 

 
 

至此，我们完成了证明。 
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