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摘  要 

考虑二阶中立型时滞微分方程： ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )′′ ′
11

r t t t q t x t x t 0
βα

ϕ ϕ δ δ
−−

+ = 的振动性，在现有文

献基础上，利用广义Riccati变换、函数单调性和经典不等式，对方程做了进一步研究，建立新准则，改

进了文献的某些结果。并且给出了例子说明主要结果的先进性。 
 
关键词 

时滞微分方程，振动准则，二阶，广义Riccati变换 

 
 

Oscillation Criterion of Second Order  
Differential Equations with Neutral Delay 

Jingjie Lin, Quanwen Lin, Simin Wu* 
School of Science, Guangdong University of Petrochemical Technology, Maoming Guangdong 
 
Received: Oct. 18th, 2022; accepted: Nov. 17th, 2022; published: Nov. 25th, 2022 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we study the oscillation of second order differential equations with neutral delay 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )′′ ′
11

r t t t q t x t x t 0
βα

ϕ ϕ δ δ
−−

+ =  using generalized Riccati transformation, the 

classical inequality and functional monotonicity, some new oscillation criterion are obtained, and 
improved the results of the references. At last, some examples are given to illustrate the ad-
vancement of our results. 
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1. 引言 

本文研究的是一类二阶半线性中立型时滞微分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )11
0r t t t q t x t x t

βα
ϕ ϕ δ δ

−− ′′ ′ + = ， 1 0t t t> >                  (1) 

的振动性，其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )t x t p t x tϕ τ= + ，并且满足以下条件： 0α > ， 0β > ；时滞函数 [ )( )1
0 , ,C t Rδ ∈ ∞ ，

[ )( )1
0 , ,C t Rτ ∈ ∞ ，任意 0t t≥ ，都有 ( )t tτ ≤ ， ( )t tδ ≤ ， ( ) 0tδ ′ > ， ( ) ( )lim lim

t t
t tδ τ

→∞ →∞
= = ∞； 

[ ) ( )( )1
0 , , 0,r C t∈ ∞ ∞ ，记 ( ) ( )

1

d
t

t r t sαπ
−∞

= ∫ ，并且满足 ( )0tπ < ∞； [ ) ( )( )0 , , 0,q C t∈ ∞ ∞ ， 

[ ) ( )( )0 , , 0,p C t∈ ∞ ∞ ， ( ) 0q t > ， ( )0 1p t≤ < ； ( ) ( )
( )( )
t

p t
t

π
π τ

< 。 

若方程(1)的解既不最终为正，也不是最终为负，则它为振动的；否则称它为非振动的。若方程(1)所
有的解都是振动的，则称方程(1)是振动的。对二阶半线性中立型微分方程振动性建立了一系列准则并给

出证明方法[1]-[11]，但研究所得结果还不够完善，本文对文献[1]的振动准则进行研究，进一步改进其结

果，得到一个新的振动准则。为了能更好地研究这方面的知识，需要引入以下定理。 
引理 1.1 [1]设 0, 0α β> > 是两个奇数商，如果 

( ) ( ) ( )( )
0 0

1

1 d d
t

t t
Q s s s t

r t

α
βπ σ

∞ 
= ∞  

 
∫ ∫                             (2) 

成立，则方程 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) 0r t x t p t x t q t x t
α

βτ σ
′  ′+ + =     

是振动的。 

引理 1.2 [11]设 ( )0tπ < ∞，若存在函数 [ )( )0 , ,C t Rρ ∈ ∞ 满足 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )0

1

1 1
limsup d

1

t

tt

s r t
s G s

s s

α

αα

ρ σ
ρ

α ρ σ

+

+

+
→∞

 ′
 − = ∞
 ′+ 

∫                     (3) 

且 

( ) ( )
( ) ( )

0
2 1limsup d

t

tt
s G s s

s r s

α

α

ηπ
π

→∞

 
 − = ∞ 
 
 

∫                       (4) 

其中 
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( ) ( ) ( )( )( )1 1G t g t p t
α

σ= − ， ( ) ( ) ( )
( )( )( )
( )( )2 1

t
G t g t p t

t

α
π τ σ

π σ

 
 = −
 
 

，             (5) 

( ) ( ){ }max 0,t tρ ρ+′ ′= ，
1

1

ααη
α

+
 =  + 

， ( ) ( )

1

1 d
t

t s
r s

α

π
∞  

=   
 

∫                 (6) 

则方程 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )11
0r t t t g t x t x t

αα
ϕ ϕ σ σ

−− ′′ ′ + = 振动。 

受文献[1]和[11]启发，建立新的准则，主要对条件改进得到相对完善的结果，使得只要文献[1]中的

0, 0α β> > 且 ,α β 可取偶数而不仅仅限于 0, 0α β> > 的两个奇数商。 

2. 主要结果 

定理 2.1：设(1)~(5)都成立，若存在函数 [ )( )0 , ,C t Rρ ∈ ∞ ，满足 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )0

1

1 1limsup d
1

t

tt

t r t
t Q t t

t t

α
α

α αα

ρ δαρ
β α ρ δ

+

+
+

→∞

 ′
 − = ∞
 + ′ 

∫                   (7) 

且 

( ) ( ) ( )
1 1

1

1limsup d d
t t

t tt
u Q u u s

r s

α
βπ

→∞

  
= ∞      

∫ ∫                           (8) 

其中 

( ) ( ) ( )( )( )1 1Q t q t p t
β

δ= − ， ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )
( )( )

1
t

Q t q t p t
t

β
π τ δ

δ
π δ

 
 = −
 
 

，             (9) 

( ) ( ){ }max 0,t tρ ρ+′ ′= ，                              (10) 

则方程(1)是振动的。 
证明：设方程有一个非振动解 ( )x t ，不妨设当 1t t≥ 时，使得 ( ) 0x t > ， ( )( ) 0x tσ > ， ( )( ) 0x tτ > 成

立。 
由方程(1)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )11
0r t t t q t x t x t

βα
ϕ ϕ δ δ

−− ′′ ′ = − ≤                    (11) 

在 [ ]1,t t 上， ( ) ( ) ( )( )1
r t t t

α
ϕ ϕ

−′ ′ 是非増函数， ( )tϕ′ 是定号的，那么分 ( ) 0tϕ′ > ， ( ) 0tϕ′ < 两种情况

展开讨论： 
(I) 假设 ( ) 0tϕ′ > ， 1 0t t t≥ ≥ ， 
因为 ( )t tτ ≤ ，所以 ( ) ( )( )t tϕ ϕ τ≥ ，即有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1x t t p t x t t p t t p t tϕ τ ϕ ϕ τ ϕ= − ≥ − ≥ −            (12) 

将(12)代入(1)得， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 0r t t Q t t
βαϕ ϕ δ′′ ≤ − ≤                      (13) 
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考虑广义 Riccati 变换，得到 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
0

t r t t
t

t

α

β

ρ ϕ
ν

ϕ δ

′
= > ， 1t t≥                             (14) 

对(14)式中分子，分母同时乘上 ( )tρ ，再对 t 进行求导，结合(13)得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )

1

1

1 1

1
t r t t t tt

t t q t p t t
t t

t t
t Q t t t

t
t r t

α
β

β

α
α

α

βρ ϕ ϕ δ δρ
ν ρ δ ν

ρ ϕ δ

ρ βδ
ρ ν ν

ρ
ρ δ

+

+

′ ′ ′−′
′ ≤ − − + −

′ ′
≤ − + −

        (15) 

由经典不等式
( )

1 1

11
AAy By
B

α α α
α

α α

α
α

+ +

+− ≤ ⋅
+

，上式变成 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1 1

1

1 1

1

1

t r tt
t t Q t

t t

t r t
t Q t

t t

αα

α α

α
α

α αα

ρ δραν ρ
ρα βδ

ρ δαρ
β α ρ δ

+

+

+

+
+

′ 
′ ≤ − +   + ′ 

′
≤ − +

+ ′

                   (16) 

对(16)式在 [ ]1,t t 上积分，即有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )1 1

1

1 1 1d d
1

t t

t t

t r t
t t t t t Q t t

t t

α
α

α αα

ρ δαν ν ν ρ
β α ρ δ

+

+
+

 ′
 ′ = − ≤ − +
 + ′ 

∫ ∫          (17) 

即 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
1

1

1 1 11 d
1

t

t

t r t
t Q t t t t t

t t

α
α

α αα

ρ δαρ ν ν ν
β α ρ δ

+

+
+

 ′
 − ≤ − ≤
 + ′ 

∫             (18) 

显然式(18)与条件(7)矛盾。 
(II) ( ) 0tϕ′ < ， 1 0t t t≥ ≥ ，由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

d
t

t r t r t t t t r t tα α αϕ ϕ π ϕ
−∞

′ ′≥ − ≥ −∫                      (19) 

则 

( )
( )

0
t
t

ϕ
π

′ 
≥  

 
 

所以 

( )
( )

( )( )
( )( )
tt

t t
ϕ τϕ

π π τ
≥                                    (20) 

即有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )
( ) ( )1

t
x t t p t t p t t

t
π τ

ϕ ϕ τ ϕ
π

 
≥ − ≥ −  

 
                   (21) 
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由方程(1)和不等式(21)得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )r t t Q t t
α βϕ ϕ
′′− − ≤ −                              (22) 

考虑到 ( ) ( )( )r t t
α

ϕ′− 的单调性，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 0r t t r t t
α α

ϕ ϕ µ′ ′− ≥ − = > ， 1t t≥                        (23) 

由式(19)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1t t r t t t r t t tα α αϕ π ϕ π ϕ π µ′ ′≥ − ≥ − =                     (24) 

又结合式(22)和式(24)可得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )r t t Q t t t Q t
β

α β β αϕ ϕ π µ
′′− − ≤ − ≤ −                       (25) 

对式(25)从 1t 到 t 积分 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1 d

d

t

t

t

t

r t t r t t s Q s s

s Q s s

β
α α βα

β
βα

ϕ ϕ µ π

µ π

′ ′− − ≤ − − −

≤ −

∫

∫
                   (26) 

对上式从 1t 到 t 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

2
1

1 d d
t t

t t
t t u Q u u s

r t

β α
βαϕ ϕ µ π

 
≤ −   

 
∫ ∫                      (27) 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

2 2 2
1 1

1 d d
t t

t t
u Q u u s t t t

r t

β β βα
β α α απ µ ϕ µ ϕ µ ϕ

− − −  
≤ − <      

∫ ∫             (28) 

显然式(28)与条件(8)矛盾。所以假设不成立，即方程(1)是振动的。 

3. 二阶中立型时滞微分方程的振动准则的应用 

例：考虑方程： 

( )
2

4 41 0
9 3 3

t tt x t x ktx

′  ′      + × + =             

                          (29) 

的解振动性 

证明：取 ( ) 4r t t= ， ( )
1
2

4

1 1d
t

t t
tt

π
∞ = = 
 ∫ ， ( ) 1

9
p t = ， ( ) 8q t kt= ， ( )

3
ttδ = ， ( )

3
ttτ = ， 0k > ， 

显然 

( )
4 4

8 8
1

1 81
9 9

Q t kt kt   = − =   
   

， ( )
4

8 81 9 161
9 3 81

tQ t kt kt
t

 = − × × = 
 

，             (30) 

则有 
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( )
0

4
8 9 9

0
8 2048d
9 729

t

t
kt t k t t

   = −     
∫                             (31) 

( )

( ) ( )
0 0 0

1 1
2 24 8 5 5

04 4

2 2 5 5 5
0 0 0

1 16 1 16d d d
81 405

8 16
405 1215

t t t

t t t
t kt t t k t t t

t t

k t t kt t t

−

− −

       = −       
       

= − + −

∫ ∫ ∫
                (32) 

显然当 t →∞时，方程(29)条件(7)和(8)成立，故方程(29)是振动的。 
注：本例子是建立在文献[1]中方程的基础上，主要是针对于 ,α β 是偶数情况下，文献[1]的定理准则

不能判断方程(29)的振动性。本例子检验了 2, 4α β= = 时，仍可判断方程(29)是振动的，体现了本准则的优

越性。 
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