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摘  要 

研究了一类拟线性方程Neumann问题的梯度估计，通过选取适当的辅助函数，利用函数在极大值点的性

质，证明了解的边界梯度估计有界。得到了方程中关于f依赖于x，u时Neumann问题的解的边界梯度估计。 
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Abstract 
The gradient estimation of a class of quasilinear equations Neumann problem is studied. By se-
lecting appropriate auxiliary functions and using the properties of functions at maximum points, it 
is proved that boundary gradient estimation is bounded. The boundary gradient estimation of 
Neumann problem solution is obtained when f depends on x, u in the equation. 
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1. 引言 

在二阶椭圆型偏微分方程的研究过程中，边值问题的解的存在性是最重要的问题之一。而边值问题

主要分为 Dirichlet 问题，Neumann 问题与斜导数问题，解决边值问题解的存在性问题的关键在于先验估

计，即解的梯度估计，最大模估计等。即使最简单的偏微分方程，例如波动方程、Laplace 方程，求解都

是有难度的，对其不同的边值问题有不同的求解方法。 
2018 年，Ma [1]研究了如下平均曲率方程的 Neumann 问题： 

( )

( )

2
, ,

1

, .

Dudiv f x x
Du

u x x
v

ψ

  
= ∈Ω    + 

∂
= ∈∂Ω∂

 

                   

 

通过引入一个特殊标架，构造了一个新的辅助函数，利用极值原理得到了平均曲率方程 Neumann 问

题的梯度估计，从而得到平均曲率方程 Neumann 问题解的存在性，证明综合利用 Spruck [2]，Wang [3]，
Liebeman [4]等人的技巧。 

对于上述 Ma [1]研究的平均曲率方程的 Neumann 问题中 f 依赖于 x，u 时，徐金菊[5]得到了他的梯

度估计。 
2021 年，刘晋鹏[6]研究如下拟线性方程 Neumann 边值问题的梯度估计，即： 

( ) ( )

( )

, ,

, , .

ij ija u u f x x

u x u xψ
γ

∇ = ∈Ω

∂

= ∈∂Ω∂

   

          
 

受刘晋鹏文章的启发，本文考虑如下形式的拟线性方程 Neumann 边值问题的梯度估计： 

( ) ( )

( )

, , ,

, , .

ij ija u u f x u x

u x u xψ
γ

∇ = ∈Ω

∂

= ∈∂Ω∂

 

           
 

其中Ω是 n 中的有界区域， 2n ≥ ， 3C∂Ω∈ ，γ 是 ∂Ω的单位内法向。f 为定义在Ω×上给定的有界可

微函数。鉴于椭圆型偏微分方程解的梯度估计证明[7] [8]，本文目的是利用刘晋鹏所使用的 Bernstein 技

巧，从而推出方程中关于 f 依赖于 x，u，时 Neumann 问题的解的边界梯度估。本文第二节主要给出证明

所需的一些基本概念，第三节综合利用 Spruck [2]，Wang [3]，Liebeman [4]等人的技巧，用极值原理证

明了一类拟线性方程 Neumann 问题的边界梯度估计，从而得到了一个存在性定理。 

2. 预备知识 

为了证明简便，本节将介绍一些基本概念及性质。设Ω是 n 中的有界区域 2n ≥ ， 3C∂Ω∈ ， 0
ija C∈

且
2

ij i ja ξ ξ λ ξ> ， γ 是 ∂Ω的单位内法向。令 

( ) ( )dist , ,d x x= ∂Ω  
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( ){ }: .x d xµ µΩ = ∈Ω <
 

则存在常数 1 0µ > 使得 ( ) ( )3
1d x C µ∈ Ω 。由 Simon-Spruck [9]可知，在 1µΩ 内可取 Ddγ = ，并且 γ 是

( )2
1C µΩ 向量场。且具有以下性质： 

( )2 ,D D C nγ γ+ ≤ Ω                                   (1) 

1 1
1, 0, 0.i i i j

j i
i n i n

D Dγ γ γ γ γ
≤ ≤ ≤ ≤

= = =∑ ∑  

引入记号： ij i j
ijc δ γ γ= − 。对任一 n 中向量ζ ，记ζ ′为ζ 的切向部分，其第 i 个分量定义为 

1
.ij

j
j n

c ζ
≤ ≤
∑  

梯度 Du 的切向量记为 D u′ ，则 
2

1 ,

ij
i j

i j n
D u c u u

≤ ≤

′ = ∑                                   (2)
 

3. 主要结果 

考虑如下椭圆方程的 Neumann 问题： 

( ) ( )

( )

, ,

, ,

ij ija u u f x u x

u x u xψ
γ

∇ = ∈Ω

∂

= ∈∂Ω∂

 

           
                              (3) 

其中Ω是 n 中的有界区域， 2n ≥ ， 3C∂Ω∈ ， 0
ija C∈ 且

2
ij i ja ξ ξ λ ξ> ，γ 是 ∂Ω的单位内法向。f 和ψ 为

定义在Ω×上给定的有界可微函数，设存在正常数 0 1 2, ,M L L 使得 

0   in u M≤ Ω                                       (4) 

( ) ( ) ( ) [ ]1 0 0, , , , ,xf x z f x z L x z M M+ Ω≤ ∀ ∈ × −                        (5) 

( ) ( )3 2,
C

x u Lψ
Ω
≤                                     (6)

 

我们的主要结果为如下定理： 
定理 1 设 ( ) ( )2 3u C CΩ∈ Ω 为方程(3)的解且满足式(4)。若 ,f ψ 满足式(5)，(6)则存在小的正常数 0µ

使得 

}{
0

1 2sup max , ,Du M M
µΩ

≤  

其中 1M 为正常数只依赖于 0 0 1, , ,n M Lµ ，来自于梯度内估计； 2M 为正常数只依赖于 0 0 1 2, , , , ,n M L LµΩ 。
 

因为边界梯度估计依赖于梯度内估计，所以首先叙述梯度内估计。 
引理 1 [10]设 ( )3u C∈ Ω 为方程 

( ) ( ), , .ij ija u u f x u x∇ = ∈Ω 。
 

的解，对于 ( )0f C∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }01 + .L L L Cu M u u f∞ ∞ ∞Ω ∂ Ω ΩΩ
∇ ≤ ∇ +  

其中 1M 只依赖于 , LΩ 。 
证明：令 ( ),u x u dω ψ= − ，并选取如下辅助函数 
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( ) 0 0
0

2 1log e e , .M u dx Dw xα
µφ + + Ω= ∈  

其中 [ ]( )0
0 00 0, 1C M M Cα ψ

× −Ω
= + + ， 0C 为正常数，只依赖于 ,n Ω；为了简化计算，我们令 

( ) ( ) ( ) ( )2log log log .x x D h u g dϕ ω= Φ = + +  

其中
 

( ) ( )0 01 ,h u M u g d dα= + + =                              (7) 

设 ( )xϕ 在 0 0x µ∈Ω 点达到极大值，其中 0 10 µ µ< < 为充分小常数，将在后面确定。下面分三种情形

证明定理 1。 
情形 1： 0x ∈∂Ω，由 Hopf 引理得 ( )0Du x 有界，对ϕ 求法向导数，再利用边界点性质即可得到，过

程与参考文献 6 的情形 1 完全相同，可参照文献。

  情形 2：若 0 0x µ∈∂Ω Ω 则归结为内部梯度估计。由引理 1，可得 


0
1sup ,Du M

µ∂Ω Ω
≤



 

其中

1M 只依赖于 0 0 1, , ,n M Lµ 。 
情形 3：若 0 0x µ∈Ω ，证明 ( )0Du x 有界。

 
在 0x 点选择标准坐标系，设 ( )0 0iu x = ， 2 i n≤ ≤ ， ( )1 0 0u x Du= > 。进一步设矩阵 ( ){ }0 , 2

n
ij i j

u x
=
是

对角的。取 2
2

1
100L

µ ≤ 则 

2
1

10uψ µ ≤ ，从而 2
99 1011

100 100uψ µ≤ − ≤                           (8) 

选取 

{ }0 1 2
1 min , ,1 .
2

d µ µ µ< =  

为简化计算，令 

( )= , , .u G G x u dω ψ− =  

则有 

( )1 .
kk u k xG u Gω = − −  

因为在 0x 点，
 

2 2 2
1

2
,i

i n
Dω ω ω

≤ ≤

= + ∑  

( ) ( )
1 1

1
1 1 11 1 ,

, 2, , .
i i

u x u x

i
i x x

G u G G u d

G d i n

ω ψ ψγ

ω ψ ψγ

= − − = − − −

= − = − − = 

 

由以上关系式，在 0x 点，可设 

( ) [ ]( )( )0
0 0

2
1 0 ,3000 1 ,C M Mu Du x ψ

× −Ω
= ≥ +  

则有 

22 2 2 2 2
1 1 1 1 1

9 11 9 11, .
10 10 10 10

u D u u uω ω≤ ≤ ≤ ≤  
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由 0µ 的选取和式(7)，我们得到 

99 1011 .
100 100uG≤ − ≤  

此种证明较长，下面分两步完成定理的证明，以下计算均在 0x 点进行。 
第一步：先推导 ϕ∆ ，对ϕ 微分两次，并由 ( )0 0i xϕ = ，可得 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2
2 2

2 22

1 log
log

+ 1 log 1 log .

ij
ij ij i j

i j i j i
j i j

D
h u h D h u u

D D

g D g D h g u u g

ω
ϕ ω

ω ω

ω γ γ ω γ γ γ

 ′ ′′ ′= + + − +  

 ′′ ′ ′ ′ ′− + − + + +  

 

从而可得 

1 2
1 ,

0 ij
ij

i j n
a I Iϕ

≤ ≤

≥ = +∑                                    (9) 

其中 

( )2
1 2 2

1 ,

1 ,
log

ij

iji j n
I a D

D D
ω

ω ω ≤ ≤

= ∑  

( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

2 22 2
2

1 ,

2

1 log 1 log

1 log .

ij i j
ij i j

i j n

i j i
j i j

I a h u h D h u u g D g

D h g u u g

ω ω γ γ

ω γ γ γ

≤ ≤

   ′ ′′ ′ ′′ ′= + − + + − +      

′ ′ ′− + + +

∑
 

由 0
ija C∈ ，

2
ij i ja ξ ξ λ ξ> ，以及坐标系的选取和方程(3)式(7)可得 

( )
( ) ( ) ( )

2 22 2 2
2

2
1 1

2 2 2
1 1 1

log 1 log

2 1 log

log .

i j
ij i j ij i j ij

i i
i ij j

I h f a u u h D a u u h h a g D g

a D h g u a g

f D u C u C

ω ω γ γ

ω γ γ

λ ω

  ′ ′ ′′ ′ ′′ ′= − + − + − +    

′ ′ ′− + +

≥ − − −

  

其中 1C 为正常数只依赖于 0 0 2, , , , ,n M Lµ λΩ ，下面计算 1I 。 
对

2Dω 微分两次，我们有 

( )2

1 1
2 2k ijk ki kj

ij k n k n
Dω ω ω ω ω

≤ ≤ ≤ ≤

= +∑ ∑                             (10) 

将式(10)代入 1I 中，可重写为 

1 2 2
1 , , 1 , ,

1 2 2 .
log

ij k ijk ij ki kj
i j k n i j k n

I a a
D D

ω ω ω ω
ω ω ≤ ≤ ≤ ≤

 
= + 

 
∑ ∑  

下面我们处理 1I ，因为我们已经令 

( ), , .u G G x u dω ψ= − =  

则有 

( )
( ) ( )
1 ,

1

.

i k k i

i j k

i j k k j i j i k i k j

ki u ki uu k i ux k ux i x x

kij u kij uu ki j kj i ij k ux kj ux ki ux ij uuu k i j

uux k j uux k i uux i j ux x i ux x k ux x j x x x

G u G u u G u G u G

G u G u u u u u u G u G u G u G u u u

G u u G u u G u u G u G u G u G

ω

ω

= − − − − −

= − − + + − − − −

− − − − − − −        
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因此 

( ) 1 1 1 1
1 , , 1 , , 1 1

2 2 2
11 1 1 1 1 11 1

1 , , 1 1 1

1 1 1
1 ,

1 2

2 2

2

k

i i k

i j

ij k ijk u k ij kij uu uu i k ki k ux
i j k n i j k n k n k n

k ij ux kj uuu k i uux uux k
i j k n k n i n k n

ij ux x k i
i j n

a G a u G u f G a u u f G

a G u a G u u a G a G u

u a G a

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

= − − − −

− − − −

− −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ 1
1 , 1 , ,

.
i k i k jux x k ij x x x

i k n i j k n
G u a Gω

≤ ≤ ≤ ≤

−∑ ∑

 

对方程 ( ) ( ),ij ija u u f x u∇ = ，求导可得 

( )
1 , ,

.
l

ij ijk ij lk ij kp
i j k n

a u a u u D f
≤ ≤

= − +∑  

且
kk x u kD f f f u= + ，我们设 ( )

l
ij p

a C< ，因此 

( )

( ) ( ) ( )

1 2 2
1 , , 1 , ,

2
2 2

1 , ,

1 2 2
log

1 2 1
log

2 1 2 1
i k k i

ij k ijk ij ki kj
i j k n i j k n

ij u ki kj
i j k n

ij u kj uu k i ux k ux i x x ij u ki

I a a
D D

a G u u
D D

a G u G u u G u G u G a G u

ω ω ω ω
ω ω

ω ω

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

 
= + 

 

  = −  

− − − − − − −

∑ ∑

∑

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 , ,

1 1 1 1
1 1 1 , ,

2

2 1

2 2

j k k j i k k i

j k k j kl

k i

uu k j ux k ux j x x ij uu k i ux k ux i x x

uu k j ux k ux j x x u k ij lk ij x u kp
i j k n

uu uu i k ki k ux k ij ux kj
k n k n i j k n

G u u G u G u G a G u u G u G u G

G u u G u G u G G a u u f f u

G u f G a u u f G a G u

ω

ω ω ω ω
≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

− − − + − − −


− − − + − − + +


− − − −

−

∑

∑ ∑ ∑

   

2 2 2
11 1 1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1 ,

1 1
1 , 1 , ,

2

2 .

i k i j

i k i k j

uuu k i uux uux k ij ux x
k n i n k n i j n

k i ux x k ij x x x
i k n i j k n

a G u u a G a G u u a G

a G u a G

ω ω ω ω

ω ω

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

− − −


− − 



∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

 

将 1I 和 2I 代入式(9)，我们可以得到 

1 2 3
1 ,

0 .ij ij
i j n

a Q Q Qϕ
≤ ≥

≥ = + +∑  

其中 1Q 包含 iju 所有二次项， 2Q 包含 iju 所有的一次项，其他剩余项记为 3Q  

( ) ( ) ( )2
1 2 2

1 , ,

1 2 1 2 1 .
log l

ij u ki kj u k ij lk ijp
i j k n

Q a G u u G a u u
D D

ω
ω ω ≤ ≤

 
= − − − 

 
∑  

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
1 , ,

1 1
1

1 2 1 2
log

2 1 2 .

i k k i i

j k k j

ij u kj uu k i ux k ux i x x k ij ux kj
i j k n

ij u ki uu k j ux k ux j x x uu i k ki
k n

Q a G u G u u G u G u G a G u
D D

a G u G u u G u G u G G a u u

ω
ω ω

ω

≤ ≤

≤ ≤

= − − − − − −

− − − − − − 

∑

∑
 

( ) ( ) ( )

( )
3 2 2 2

1 , ,

2 2
1 1 11 1 1 1 1

1 1 1

2
11 1 1 1

1 1 ,

1 2 1 2
log

2

k i k k i

j k k j k i

k

u k x u k ij uu k i ux k ux i x x
i j k n

uu k j ux k ux j x x uu k ux uuu k i uux
k n k n i n

uux k ij
k n i j

Q I G f f u a G u u G u G u G
D D

G u u G u G u G G u f f G a G u u a G

a G u u a

ω
ω ω

ω ω ω ω

ω ω

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤


= + − + + − − −



− − − − − − −

− −

∑

∑ ∑ ∑

∑ 1 1
1 , 1 , ,

2 .
i j i k i k jux x k i ux x k ij x x x

n i k n i j k n
G a G u a Gω ω

≤ ≤ ≤ ≤


− − 


∑ ∑ ∑ 
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对 2I 的估计有 

2 2 2 1 1
3 1 2 1 2 2

2
log .

log
uuG u f

Q f D u C u
D D

ω
λ ω

ω ω
≥ − − −  

其中 2C 为正常数只依赖于 0 0 2, , , , ,n M Lµ λΩ 。 
第二步：记

2 2logA D Dω ω= ，利用一阶导数条件化简 1Q 、 2Q 中的每一项，由条件 ( )0 0i xϕ = ，和

坐标系的选取得 

( )1 1
11 1

1 2, , ,
2 1 1 1

i k i
i

ux x x
i i ii k

k nu u u

G Gg Au u u i n
G G G
γω ω

ω ω ≤ ≤

′
= − − + + =

− − − ∑ ,  

( )
2

1
11 2

2 11

.
2 1 1

i
ii

i n u u

Auh Du u
G G

ω
ωω≤ ≤

′
= − +

− −∑  

其中 

1

1

1
2 1
1 1 2

1 21 1 1

1
2

2 1 1 ,1 1 1

2 2
1 1 .

k i

i k k i

i
uu ux k x x i

k n i n

i x u k x x k i x x
i n k n i k n

ug A g AD G u G u G

u G G G

γ ω ω γ
ω ω ω

ω ω ω ω
ω ω ω

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

′ ′
= − + + +

− + −

∑ ∑

∑ ∑ ∑
                (11) 

从而 
2

3 1 .D C u≤  

其中 3C 为正常数只依赖于 0 0 1 2, , , , , ,n M L Lµ λΩ 。 

( ) ( )2 1 1 2 1 1

, 1, , .
1 1

i

k i k

i
uxi uu

ki i k k
u k u u k u

ux x x
i

u u

GAu Gh g Au u u u
G G G G

G G
u i n

G G

γ
ω ω

′ ′
= − + − +

− − − −

+ + =
− −

          

 

处理 1Q 、 2Q 每一项 

( )

( )

2
1

1 , ,

2 22 2
1 1

1 12 2
1 , , 1 , 1 ,

2

1 , ,

: 2 1

2 4 4

2
4 2

2
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所以得到 
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其中 1Y 只包含含有 iiu 的项，其他剩余项记为 2Y  
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根据方程(3)和式(11)得 
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由 3Q 的估计以及
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从而存在正常数 9C 使得 

( )0 9 .Du x C≤                                     (12) 

由情形 1，情形 2，和式(12)，得到 

( )0 9 0 0, .Du x C x µ≤ ∈Ω ∂Ω   

其中以上正常数 2 9, ,C C 。只依赖于 0 0 1 2, , , , , ,n M L Lµ λΩ 。因为 ( ) ( )0x xϕ ϕ≤ ， 

0 0x µ∀ ∈Ω 则存在正常数 2M 使得 

( ) 2 0, .Du x M x µ≤ ∈Ω ∂Ω  
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因此，最后得到估计 

}{
0

1 2sup max , ,Du M M
µΩ

≤  

其中 1M 为正常数只依赖于 0 0 1, , ,n M Lµ ，它来自于梯度内估计； 2M 为正常数只依赖于 0 0 1 2, , , , ,n M L LµΩ 。

由此，定理得证。 

4. 总结 

研究结果主要推广了刘晋鹏的一类拟线性方程中 f 只依赖于 x 时的 Neumann 问题梯度估计，即方程

中关于 f 依赖于 x，u 时，利用极值原理得到了这类方程解的梯度估计，给出了其解的存在性。 
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