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摘  要 

码本可以应用于区分不同用户发出的信号的码分多址系统中，基于奇异辛空间构造了一类新的码本，运

用奇异辛空间的计数定理，得到了码本的相关参数，计算了该新码本的最大互相关振幅，计算出了最大

互相关振幅渐近到达Welch的限制条件，从而证明了根据奇异辛空间构造出的码本是渐近最优码本。 
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Abstract 
The codebook can be used to distinguish the signals sent by different users in the code division 
multiple access system. Based on the singular symplectic space, a new codebook is constructed. 
Using the counting theorem of the singular symplectic space, the relevant parameters of the co-
debook are obtained, the maximum cross-correlation amplitude of the new codebook is calculated, 
and the limiting conditions for the maximum cross-correlation amplitude to reach mathbit Welch 
asymptotically are calculated. It is proved that the codebook constructed from singular symplectic 
space is asymptotically optimal. 
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1. 引言 

码本是传输不同种类信息的载体，有着低重复率和强保密性的优点。一个参数为 ( ),N K 的码本 C 是

由 N 个单位向量{ }1 2 3, , , , nC C C C
构成的集合， jC 长度为 K，其中1 j N≤ ≤ 。最大互相关幅度是刻画码

本优劣的一个重要参数，一般用 ( )maxI C 来表示。在信息的传递过程中，由于受到自身因素和外力因素的

影响，码本会出现错误。避免出现错误就需要码本中的两两码字之间的相关性较小。在码本的实际应用

过程中，对于一定长度的 K，我们总希望码本向量个数 N 尽可能的大，从而使得最大互相关幅度尽可能

的小，减少在信息传递过程中的信号之间的干扰。但码本参数的选择要符合一定的规则，其最大互相关

幅度和参数 N，K 之间要满足一个特定的界，即 Welch [1]界。当 N K> 时，如果码本 C 的最大互相关幅

度与 Welch 界大小相等，那么就称该码本为 MWBE (maximal Welch bound equality codebook)码本[2]或者

最优码本。最优码本对于参数的限制较多，构造较为困难，其最优构造可以分为几方面： 
第一方面：对 1N∀ > ，使用 m-序列构造参数为 ( ), 1N N − 的 MWBE 码本[2]； 
第二方面：对 1N∀ > ，基于离散傅里叶变换构造 ( ), 1N N − 的 MWBE 码本[2]，基于 NZ 中的 ( ), ,N K λ

差集构造参数为 ( ),N K 的 MWBE 码本[3]； 
第三方面：设 d 是正整数，当 12 2dN K += = 或 2 1dN K p= = + ，且 p 是素数时，用协商矩阵构造参

数为 ( ),N K 的 MWBE 码本[4] [5]； 
第四方面：利用有限域 qF 中的 ( ), ,N K λ 循环差集[2]和阿贝尔差集[6]构造参数为 ( ),N K 的 MWBE 码

本，用 ( )2, ,k υ -Steiner 系构造 ( ),N K MWBE 码本[7]； 
第五方面：用图论和有限几何构造 ( ),N K MWBE 码本[8] [9] [10]。 
但是由于对于最优码本的构造需要对于参数的限制条件较多，而且束缚条件严格，所以难以构造最

优码本，构造最优码本的途径较少。所以学者们找出了一个近似构造最优码本的方法。当码本的最大互

相关幅度无限的趋近于 Welch 界时，称其为渐近最优码本。其构造放宽了对于码本的束缚条件，使其对

于参数的选取范围更大，参数的选择更为灵活。当码字的长度达到足够长度时，渐近最优码本可以近似

的代替最优码本来使用。所以构造渐近最优码本有着较大的意义。2008 年，Ding 使用几乎差集构造了出

来一类渐近最优码本[11]；2012 年，冯克勤等人运用类似于 Ding 的方法构造了束缚条件更为宽松的渐近

最优码本[12]；2018 年，何春燕等人利用高斯和构造了一类渐近最优码本[13]解决了 Ding 在文献[11]中
遗留下的问题；2021 年，刘雪梅等人利用仿射空间的相关性质构造了一类渐近最优码本[14]。 

本文采取了构造渐近最优码本的方法，并创新性的使用了基于奇异辛空间的方式来构造码本，基于

这个空间来进行码本构造的动机在于该空间的相关性质和计数定理能够满足一类新码本构造的条件，并

通过对于该空间的相关参数进行范围限制可以得出渐近最优码本。该构造码本具有创新性和实用价值。 
论文的其余部分组织如下。在第 2 节中我们给出了构造一类渐近最优码本应满足的条件和判断码本

优劣的定义，以及奇异辛空间的相关定义定理。在第 3 节我们利用奇异辛空间的相关定义和计数定理来
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进行了码本的构造，并找出限制码本为渐近最优码本的相关条件。第 4 节就是对于结论的综合展示。 

2. 预备知识 

2.1. 码本的相关概念及界 

定义 2.1.1一个参数为 ( ),N K 的码本C是由N个1 K× 复单位向量{ }1 2, , , Nc c c
构成的集合，1 i N≤ ≤ ，

其中向量 ic 称为码本的码字。 
定义 2.1.2 码本 C 的最大相关幅度定义为 

( )max 1
max H

i ji j N
I C c c

≤ < ≤
=  

其中 H
jc 表示复数向量 jc 的共轭转置。 

引理 2.1.3 (Welch 界[1])对任意参数为 ( ),N K 的码本 C，且 N K≥ ，有 

( ) ( )max 1
N KI C
N K

−
≥

−
, 

等号成立当且仅当对任意的 ( ),i j 且 i j≠ ，都有
( )1

H
i j

N Kc c
N K

−
=

−
。 

为方便起见，记
( )1W

N KI
N K

−
=

−
。 

2.2. 奇异辛空间的相关概念及相关定理 

定义 2.2.1，定义 2.2.2，定理 2.2.3，引理 2.2.4，引理 2.2.5，引理 2.2.6，定义 2.2.7 均来自参考文献[15]。 

定义 2.2.1 假设 qF 是含有 q 个元素的有限域，其中 q 是一个素数的幂。令 ( )2v l
qF +

为 qF 上的 ( )2v l+ 维

行向量空间。假设
( )

( )

0

0

v

v

I
K

I

 
=   − 

， ( )0l l

K
K

 
=   
 

。 qF 上满足 t
l lTK T K= 的 ( ) ( )2 2v l v l+ × + 非奇异矩

阵 T 组成的集合构成了一个群，称该群为 qF 上的指标为 v 的 ( )2v l+ 阶奇异辛群，记为 ( )2 ,v l v qSp F+ 。容易

验证 ( )2 ,v l v qSp F+ 是由所有的 ( ) ( )2 2v l v l+ × + 形如 11 12

220
T T

T
T

 
=  
 

的非奇异矩阵组成的。其中 

11 11
t

l lT K T K= ， 22T 是非奇异的。 

定义 2.2.2 假设 ( )2v l
qF +

为 qF 上的 ( )2v l+ 维行向量空间。定义 ( )2 ,v l v qSp F+ 在 ( )2v l
qF +

上的作用为： 

( ) ( ) ( )2 2
2 ,

v l v l
q v l v q qF Sp F F+ +

+× → , 

( )( ) ( )1 2 2 1 2 2, , , , , , ,v l v lx x x T x x x T+ +   , 

称向量空间 ( )2v l
qF +

连同群 ( )2v l
qF +

的作用为 qF 上的奇异辛空间。 
定理 2.2.3 假设 ( )1 2ie i v l≤ ≤ + 是 ( )2v l

qF +
中的行向量， ie 的第 i 个分量是 1，其余的分量全是 0。记 E

是由 2 1 2 2 2, , ,v v v le e e+ + + 生成的 ( )2v l
qF +

中的 l 维子空间。 ( )2v l
qF +

中的一个 m 维子空间 P 为 ( ), ,m s k 型子空间

是指： 
1) t

lPK P 与 ( ),M m s 是合同的。 
2) ( )dim P E k=

，其中 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.132018


林远鹏 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.132018 161 理论数学 
 

( )

( )

( )

( )2

0

, 0

0

s

s

m s

I

M m s I
−

 
 
 = −
 
 
 

, 

记 ( )2v l
qF +

中所有 ( ), ,m s k 型子空间为 ( ), , ;2 ,m s k v l v+ 容易验证 ( ), , ;2 ,M m s k v l v+ 是集合的充分必要条

件是： 0 k l≤ ≤ ， 2s m k v s≤ − ≤ + 。记 

( ) ( ), , ;2 , , , ;2 ,N m s k v l v m s k v l v+ = + . 

引理 2.2.4 ( ), , ;2 ,m s k v l v+ 非空当且仅当 

0 , 2k l s m k v s≤ ≤ ≤ − ≤ + , 

同时等价于 

{ } { }max 0, min , 2m v s l m s− − ≤ − , 

如果 ( ), , ;2 ,m s k v l v+ 非空，则其在 ( )2 ,v l v qSp F+ 作用下形成一条轨迹道，并且有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2 1 1

22
1 1 1

1 1
, , ;2 ,

1 1 1

v i i
s v s m k m k l k i v s m k i l k

s m k s ki i i
i i i

lq q
N m s k v l v q

q q q
+ − + + − − = + − + + = − +

− −

= = =

− −
+ =

− − −

∏ ∏
∏ ∏ ∏

, 

记 ( )2v l+ 维奇异辛空间 ( )2v l
qF +

中所有的 ( ),m s 子空间构成的集合为 ( ), ;2m s v l+ ，且记 

( ) ( ), ;2 , , ;2 ,N m s v l v m s v l v+ = + . 

引理 2.2.5 令 { } { }max 0, min , 2m v s l m s− − ≤ − ，则有 

( ) ( ){ }
{ }min , 2

max 0,, ;2 , , , ;2 ,l m
k m v sN m s v l v N m s k v l v−

= − −
+ = +∑ , 

取定 ( )2v l+ 维奇异辛空间 ( )2v l
qF +

中的一个 ( ), ,m s k 型子空间 P。记包含在 P 中的所以 ( )1 1 1, ,m s k 型子空间

的构成的集合为 ( )1 1 1, , ; , , ;2 ,m s k m s k v l v+ 。记 

( ) ( )1 1 1 1 1 1, , ; , , ;2 , , , ; , , ;2 ,N m s k m s k v l v m s k m s k v l v+ = + . 

引理 2.2.6 ( )1 1 1, , ; , , ;2 ,m s k m s k v l v+ 非空当且仅当 

( ) ( )

1

1 1 1 1

1 1 1

2
2
0

k k l
s m k v s
s m k v s

s s m k m k

≤ ≤
 ≤ − ≤ +
 ≤ − ≤ +
 ≤ − ≤ − − −

, 

同时等价于 

{ } { }

1

1 1 1 1 1 1

2
max 0, min 2 , 2

k k l
s m k v s

m k s s m k s m k s

 ≤ ≤


≤ − ≤ +
 − − − ≤ − − − −

, 

如果 ( )1 1 1, , ; , , ;2 ,m s k m s k v l v+ 非空，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 1 1 1 1 1 1, , ; , , ;2 , , , ;2 2 ,m k k kN m s k m s k v l v q N k k N m k s s m k s s− −+ = − + − − . 

定义 2.2.7 设 ( )1 2, , , na a a a= 
是 ( )n

qF 中的向量，则向量 a 的 Hamming 权定义为非零分量 ia 的个数，

表示为 ( )aω ，即 ( ) { }# :1 , 0ia i i n aω = ≤ ≤ ≠ 。 
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3. 码本构造 

在构造新的码本之前，先利用奇异辛空间的子空间的包含关系构造一类二元等重码。 
定义 3.1 给定整数 

( ) ( )

1

1 1

1 1

0
0
0

k k l
m k v
m k v
m k m k

≤ ≤
 ≤ − ≤
 ≤ − ≤
 ≤ − − −

 

令 Φ是一个二元矩阵，其中它的行是由所有的 ( )1 1,0,m k 型子空间标定，列是由所有 ( ),0,m k 型标定，

Φ的第 i 行第 j 列为 1，当且仅当第 i 行的 ( )1 1,0,m k 型子空间包含在第 j 列的 ( ),0,m k 型子空间中。 
由引理 2.2.4，引理 2.2.5 和引理 2.2.6 知 Φ是一个 K N× 的矩阵，并且它的列重都是 ω，其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 11 1 1

1 1 1

2
1 1

1 1

1 1

1 1
,0, ;2 ,

1 1

v li i
i v m k i l km k l k

m k ki i
i i

q q
K N m k v l v q

q q
= − + + = − +− −

−

= =

− −
= + =

− −

∏ ∏
∏ ∏

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 1

1 1

1 1
,0, ;2 ,

1 1

v li i
m k l k i v m k i l k

m k ki i
i i

q q
N N m k v l v q

q q
− − = − + + = − +

−

= =

− −
= + =

− −

∏ ∏
∏ ∏

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 1 1 1 1,0, ; ,0, ;2 , , ,0;0 ,0m k k kN m k m k v l v q N k k N m k m kω − −= + = − + −  

由此，以每一列为一个码字，就得到了一个二元等重码 C，参数 ( ),K N 。对任意一个二元码𝐶𝐶，我们

可以定义码本 

( ) :cS C c Cω ω
 

= ∈ 
 

                       (1) 

定理 3.2 对于任一 ( )K N× 二元码 C，在等式(1)中定义的集合 ( )S Cω 是一个 ( ),N K 码本，且最大互

相关幅度为 

( )( )max
QI S Cω ω

=  

其中 ( ) ( ){ }1 1 1 1max ,0, ; 1,0, ;2 , , ,0, ; 1,0, 1;2 ,Q N m k m k v l v N m k m k v l v= − + − − +  
证明 
由非空条件 ( ) ( )1 10 m k m k≤ − − − ，设 1k 为 x，有 

( ) ( )( )1 0m k m x− − − − ≥  

1x k≥ −  

而 1k k≤ 所以 x 的取值为 , 1k k − 。 
构造码本的大小和码字的长度可以由二元码 C 的定义及参数得出。 
对任意两个不同的向量 ( ), ,1 ,i js s S C i j Nω∈ ≤ ≤ ，有 

( )i jH
i j

s s
s s

ω

ω
=



 

当 ( ) ( )1 1 1 1,0, ; 1,0, ;2 , ,0, ; 1,0, 1;2 ,N m k m k v l v N m k m k v l v− + ≥ − − + 时， ( )i js sω  取得最大值当且仅当

存在 ( )1,0,m k− 型子空间既包含于第 i 个 ( ),0,m k 型子空间，又包含于第 j 个 ( ),0,m k 型子空间，则
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( ) ( )1 1,0, ; 1,0, ;2 ,i js s N m k m k v l vω = − + 。 
当 ( ) ( )1 1 1 1,0, ; 1,0, ;2 , ,0, ; 1,0, 1;2 ,N m k m k v l v N m k m k v l v− + < − − + 时， ( )i js sω  取得最大值当且仅当

存在 ( )1,0, 1m k− − 型子空间既包含于第 i 个 ( ),0,m k 型子空间，又包含于第 j 个 ( ),0,m k 型子空间，则

( ) ( )1 1,0, ; 1,0, 1;2 ,i js s N m k m k v l vω = − − + 。 

综上可得 ( )max i js s Qω = ，即 ( )( )max
QI S Cω ω

=  

引理 3.3 当 ( )( ) ( )1 1 1 1 1 14 3 3 3 2m k v m k k l m− − + − = − 时， 

maxlim 1
1v

I

K
→∞

=  

证明由引理 2.2.4，引理 2.2.5，引理 2.2.6 知 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1 1 11 1 1

1 1 1

1 1 11 1 1

1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2
1 1

1 1

2
1 1

1 1

1
2

2

1 1

1 1

v li i
i v m k i l km k l k

m k ki i
i i

v li i
i v m k i l km k l k

m k ki i
i i

m k m k
m k v m k l k m

q q
K q

q q

q q
q

q q

q

= − + + = − +− −
−

= =

= − + + = − +− −
−

= =

− + −
− − + + + −

− −
=

− −

≈

=

∏ ∏
∏ ∏

∏ ∏
∏ ∏

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1max , max ,
m k k m k m k m k m k k m k m k m k

m m km k k m k m k m k m k k m k m k m k

Q q q
q qq qω

− − + − − − − − + − − − − −

−− + − − − − − + − − − −

    ≈ =   
   

 

根据非空条件 1 1 1 10 , ,0m m k k k≤ − ≤ ≤ ，所以 

1 1

1
m k

Q
qω −≈  

当 ( )( ) ( )1 1 1 1 1 14 3 3 3 2m k v m k k l m− − + − = − 时， 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1
1max 4 2lim 1

1

m k m k l k m
m k v m k

v

I
q

K

− + − −
− − + − + +

→∞
= =  

引理 3.4 当 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

m k v m k m k v m k

m k m k m k m k

l k m l k m

− − + < − − +


− + − < − + −
 − < −

 

时，有 lim 1
1
W

v
I

K

→∞ =  

证明由引理 2.2.4 知 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

1 1 11 1 1

1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2
1 1

1 1

1
2

2

1 1

1 1

v li i
i v m k i l km k l k

m k ki i
i i

m k m k
m k v m k l k m

q q
K q

q q

q

= − + + = − +− −
−

= =

− + −
− − + + + −

− −
=

− −

≈

∏ ∏
∏ ∏  
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

2
1 1

1 1

1
2

2

1 1
,0, ;2 ,

1 1

v li i
m k l k i v m k i l k

m k ki i
i i

m k m k
m k v m k l k m

q q
N N m k v l v q
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lim 0

m k m k
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m k v m k l k m

K q
N

q

− + −
− − + + + −

→∞ − + −
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那么可以得到
1

lim lim lim 1
1 11 1

W
v v v

K
I N K N

N
NK

→∞ →∞ →∞

−−
= = =

− −
。 

定理 3.5 当参数 1 1, , , , ,m m k k v l ，满足 ( )( ) ( )1 1 1 1 1 14 3 3 3 2m k v m k k l m− − + − = − ， 

( )( ) ( )( )1 1 1 1m k v m k m k v m k− − + < − − + ，( )( ) ( )( )1 1 1 11 1m k m k m k m k− + − < − + − ，( ) ( )1 1l k m l k m− < − 时，

码本 ( )S Cω 是渐近最优码本。 

证明由引理 3.3 和引理 3.4 可得
max

lim 1W
v

I
I→∞ = 。 

4. 结论 
本文提供了一个通过奇异辛空间构造码本的方法。首先利用了奇异辛空间的子空间之间的包含关系

构造二元等重码，然后用等重码构造了最大互相关振幅为
Q
ω

的码本。当 

( )( ) ( )1 1 1 1 1 14 3 3 3 2m k v m k k l m− − + − = − 时，码本的最大互相关振幅随 v 增大趋于
1
K

，当  

( )( ) ( )( )1 1 1 1m k v m k m k v m k− − + < − − + ，( )( ) ( )( )1 1 1 11 1m k m k m k m k− + − < − + − ，( ) ( )1 1l k m l k m− < − 时，

Welch 界随 v 增大也趋于
1
K

，由此得到码本 ( )S Cω 的最大互相关振幅渐近达到 Welch 界的条件。 
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