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摘  要 

本文运用Mawhin延拓定理，研究了一类奇数阶泛函微分方程周期解的存在性问题，得到了新的判定准
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1. 引言 

由于泛函微分方程在许多数学模型中有着深刻的应用，因此吸引了国内外大量的学者进行研究[1] [2]。
其中，周期解问题一直得到学者们的关注，但大部分都只是利用不动点理论、重合度理论或者临界点理

论等等讨论了低阶的泛函微分方程[3]-[15]，涉及到高阶的却不多[16] [17] [18]。 
本文将利用 Mawhin 延拓定理讨论一类奇数阶泛函微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 12 1
0

nn i
iix t a t x t g x t t p tτ−+

=
+ + − =∑                        (1) 

周期解的存在性，其中 ( )tτ 、 ( )( )0,1,2, ,ia t i n=  和 ( )p t 都是定义在 R 上具有正周期 T 的实连续函数。

并且 ( )0 0a t > ， ( ) ( )2 1 0 1,2, ,ka t k n− > =  ， ( )g x 是定义在 R 上的实连续函数。 
在第二节中，我们先给出一些预备知识，以及针对周期解存在性的条件做假设。在第三节中，我们

将利用 Mawhin 延拓定理[19]，证明方程(1)的周期解存在性。 

2. 预备知识 

为了证明主要结果，我们需要介绍 Mawhin 延拓定理[19]。 
令 X 和 Y 是两个 Banach 空间，且 :L DomL X Y⊂ → 是一个线性映射， :N X Y→ 是一个连续映射。

若映射 L 满足：1) dimKerL codimImL= < +∞ ；2) ImL 在 Y 上是闭的。则称映射 𝐿𝐿是指标为零的 Fredholm
算子。若映射 L 是一个指标为零的 Fredholm 算子，则存在连续的投影算子 :P X X→ 和 :Q Y Y→ ，使得

ImP KerL= 和 ( )ImL KerQ Im I Q= = − 成立。令 pK 表示 ( ):DomL KerPL I P X ImL
∩

− → 的逆，若 ( )QN Ω 是有

界的且 ( ) ( )pK I Q N− Ω 是紧的，则称映射 N 是Ω上 L-紧的，其中Ω是 X 上的有界开子集。 
引理 2.1 (𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌𝐌延拓定理) [19]令 L 是一个具有零指标的 Fredholm 算子，N 是一个在Ω上 L-紧的

非线性算子。如果 
1) 对每个 ( )0,1λ∈ 及 ,  x Lx Nxλ∈∂Ω ≠ ； 
2) 对每个 ,  0x KerL QNx∈∂Ω ≠ 及 ( )deg , ,0 0QN KerLΩ ≠ ； 

则方程 Lx Nx= 在 DomLΩ 上至少有一个解。 
在呈现我们主要结果之前，先作出如下假设： 
(H1)：

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 10,0,

max min 0 1,2, ,k k k k kt Tt T
M a t a t m a t k n− − − − −∈∈

= ≥ ≥ = > =  ； 

(H2)：
[ ]

( ) ( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

( )2 2 2 2 0 0 0 0 00,0, 0,
max 2, , 1 , max min 0k k t Tt T t T

M a t k n M a t a t m a t− − ∈∈ ∈
= = − = ≥ ≥ = > ； 

(H3)： ( )
2 2

2 2 1
2 1

2 2 1

, 2,3, ,n i
n

n i

MM i n
T M T
π π− +

−
− −

   < < =   
   

 ； 

(H4)：存在正常数 r 使得
2

0 0

0 12
m r T M

T M M
δ

δ
−

>
+

，且 0A DB− > 和 *1 0A− > 。其中
0 0

1 1e e 1
M MT T
M Mδ = − ，

*1A A= − ， 
2 3 2

*
2 1 2 2 1 ,

2 2 2

n

n n
T T TA M M M− −
     = + + +     
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( ) ( )
2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 2 2 1 1 ,
2 2 2 2

n n

n n n
T T T TB M m M M M m

− −

− − −
       = − + + + + −       
       

  

0 1 0

0 0 1

.
2

M M m rTD
m r T M Mδ

 +
= + − + 

 

3. 主要结果的证明 

定理 3.1 若假设(H1)~(H4)成立，且满足 

( )supm ,li x

g x
r

x→∞ ≤                                   (2) 

( ) ( )sgnl ,im x x g x→∞ = +∞                                 (3) 

则方程(1)至少存在一个 T 周期解。 
为了证明定理 3.1，我们要做如下准备工作。令 

( ) ( ) ( ){ }2: , , , ,nX x x C R R x t T x t t R= ∈ + = ∀ ∈  

和 ( ) ( ) ( )0x t x t= ，并在空间 X 上定义如下范数： 

[ ]
( ) ( )2

0 2 0,
max max .n

j n t T
x x t

≤ ≤ ∈
=  

类似地，令 ( ) ( ) ( ){ }: , , ,Y y y C R R y t T y t t R= ∈ + = ∀ ∈ ，在空间 Y 上定义如下范数： 

[ ]
( )0 0,

max .
t T

y y t
∈

=  

显然， ( ),X ⋅ 和 ( )0,Y ⋅ 都是 Banach 空间。 
分别定义算子 :L X Y→ 和 :N X Y→ ，如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 12 1
0, ; , .nn i

iiLx t x t t R Nx t p t a t x t g x t t t Rτ−+
=

= ∈ = − − − ∈∑            (4) 

易知算子 L 是一个指标为零的 Fredholm 算子，再定义投影算子 P、Q 分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

10 ,  ,  ;  d ,  ,  .
T

Px t x x T t R x X Qy t y s s t R y Y
T

= = ∀ ∈ ∈ = ∀ ∈ ∈∫               (5) 

容易验证，算子 N 是一个在Ω上是 L-紧的非线性算子。 
考虑如下的辅助方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 12 1
0 ,nn i

iix t a t x t g x t t p tλ λ τ λ−+
=

+ + − =∑                     (6) 

其中 0 1λ< < 。 
引理 3.2 [20]令 ( ) ( ),n

Tx t C R R C∈  ，则 

( ) ( ) ( )1

0

1 d , 1,2, , 1.
2

Ti ix x s s i n+≤ = −∫   

其中 2n ≥ ，且 ( ) ( ) ( ){ }, ,: ,TC x x C R R x t T x t t R∈ + == ∀ ∈ 。 

引理 3.3 [21]设 M，λ是两个正数，且满足
2

0 M
T
π < <  
 

和 0 1λ< < ，则对任意的函数 ( ) [ ]( )0,t t Tϕ ∈ ，

方程 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 , 0

x t Mx t t
x x T x x T

λ λϕ′′ + =
 ′= =′

 

有唯一解，其表达形式如下： 

( ) ( ) ( )
0

, d ,
T

x t G t s s sλϕ= ∫  

其中， Mα λ= ， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,        1 ,
,

,  1 .
t s k T s t kT

G t s
T t s k T t s kT k N

ω
ω
 − − ≤ ≤ ≤=  + − − ≤ ≤ ≤ ∈

 

和 

( )
cos

2 .
2 sin

2

Tt
t T

α
ω αα

 − 
 =  

引理 3.4 若定理 3.1 中的条件被满足，且 ( )x t 是方程(6)的一个 T 周期解，则存在独立于 λ 的常数

( )0,1, ,2iD i n=  ，使得 
( ) [ ], 0, , 0,1, ,2 .i

ix D t T i n≤ ∈ =                               (7) 

证明：设 ( )x t 是方程(6)的一个 T 周期解。令 
2

0 0

0 1

.
2

m r T M
T M M

δε
δ

−
= −

+
 

由(2)知，存在一个正常数 1 0M > ，使得 

( )( ) ( ) ( ) 1, , .g x t r x t x t M t R≤ > ∈                             (8) 

令 

[ ] ( ){ } [ ]1 1 2 10, , ,  .0, \E t t T x t M E T E= ∈ =                          (9) 

和 
( )

2
max .E g xρ =                                    (10) 

由(6)、(8)、(9)和(10)式和引理 3.2，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2 2 1

00

2 1
00

2 1 2 2 0
2 1 2 2 0 000 0 0

1 d
2

d
2

d
2 2 2

Tn n

T n i
ii

Tn n
n n

x x t t

a t x t g x t t p t t

T TM x M x M x g x t t t p

λ τ

λ λ λτ

+

−

=

− −
− −

≤

 ≤ + − +
 

 ≤ + + + + − +  

∫

∑∫

∫

 

( )

( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )
( )

1 2

2 2 1
2

2 1 2 2 1 0 00

0

2*
0 0 00

2* 0
00

2 2 2 2 2

1 d d
2 2

2 2

 .
2 2

n
n

n n

E E

n

n

T T T T TM M M x M x

Tg x t t t g x t t t p

T TA x M r x p

m r TA x D x C

τ τ

ε ρ

−

− −

    ≤ + + + +    
     

 + − + − +  

≤ + + + + +

−
= + +

∫ ∫



                      (11) 
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其中， 0 1 0
0

0 0 1

,  
2

M M m rTC p D
m r T M M

ρ
δ

 +
= + = + − + 

。 

由假设(H4)和(11)式，有 

( ) ( ) 12 * 0
00

1 .
2 2

n m r Tx A D x C
− − ≤ − + 
 

                         (12) 

由(6)式和引理 3.3，得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1
1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 10

2 2
1 1 1 1 100

, d

, d ,

Tn n
n n

T n i
ii

x t G t t M a t x t p t g x t t t

G t t a t x t t

λ τ

λ

− −
− −

−

=

 = − + − − 

−

∫

∑∫
         (13) 

其中， 1 2 1nMα λ −= ， 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

1 1 1

,        1 ,
,

,  1 .

t t k T t t kT
G t t

T t t k T t t kT k N

ω

ω

 − − ≤ ≤ ≤= 
+ − − ≤ ≤ ≤ ∈

 

和 

( ) ( )
1

1 1 1 10
1 2 1

1

cos
12 ,  , d .

2 sin
2

T

n

Tt
t G t t tT M

α
ω α λα −

 − 
 = =∫  

由(13)式和引理 3.3，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3
2 1 1 1 2 2 2 2 2 10 0

2 1
2 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 10 0

2 3 2 32 3
2 1 1 1 1 2 2 3 2 2 2 10 0

2 1

2 2
2 1 1 1 2 2 2 2 2 2

, , d d

, , d d

, , d d

, ,

T Tn

T T n
n n

T Tn nn
n

n

i n
i ni

x t G t t G t t p t g x t t t t

G t t G t t M a t x t t t

M
G t t x t G t t a t x t t t

M

G t t G t t a t x t a t x

λ τ

λ

λ λ

λ

−

−
− −

− −−
−

−

−
−=

 = − − 

+ −

 
+ − 

 

− +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( )2 4
2 2 100 0

d ,d
T T n t t t− 

 ∑∫ ∫

     (14) 

其中， 2 1
2

2 3

n

n

M
M

α −

−

= ， 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

2 2 2

,        1 ,
,

,  1 .

t t k T t t kT
G t t

T t t k T t t kT k N

ω

ω

 − − ≤ ≤ ≤= 
+ − − ≤ ≤ ≤ ∈

 

和 

( ) ( )
2

2 1
2 2 2 20

2 2 3
2

cos
2 ,  , d .

2 sin
2

T n

n

Tt
Mt G t t tT M

α
ω αα

−

−

 − 
 = =∫  

利用数学归纳法，可以得到 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 10 0

2 1
1 1 1 2 1 2 1 10 0

2 3 2 32 3
1 2 2 1 1 1 1 2 3 1 10 0 0

2 1

, , d d

, , d d

, , , d d d

T T
n n n n n n n

T T n
n n n n n n n n

T T Tn nn
n n n n n n n n n n n

n

x t

G t t G t t p t g x t t t t

G t t G t t M a t x t t t

MG t t G t t x t G t t a t x t t t t
M

λ τ

λ

λ

−

−
− − −

− −−
− − − − − −

−

 = − − 

+ −

 
+ − 

 

′

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 5 2 52 5
1 3 3 2 2 2 2 1 1 1 2 5 1 2 10 0 0 0

2 3

1 11
1 1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 2 10 0 0

3
0

, , , , d d d d

, , , , d d d

,

T T T Tn nn
n n n n n n n n n n n n n n

n

T T T T
n n n n n n n n

n

MG t t G t t x t G t t G t t a t x t t t t t
M

MG t t x t G t t G t t G t t a t x t t t t
M

G t

λ

λ

λ

− −−
− − − − − − − − −

−

− − −

 
+ − 

 
+ +

 
+ − 

 

−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 0
1 1 1 2 1 1 1 1 0 100 0 0

1
, d d , , d .d

nT T T Tk
n n k n n n n n n n n n

k
t G t t a t x t t t G t t G t t a t x t t tλ

−

− −
=

   −    
∫ ∫ ∑ ∫ ∫   

  

(15) 

其中， 2 2 1

2 2 3

,2n i
i

n i

M i n
M

α − +

− +

= ≤ ≤ ， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

,        1 ,
,

,  1 .
i i i

i
i i i

t t k T t t kT
G t t

T t t k T t t kT k N
ω
ω
 − − ≤ ≤ ≤=  + − − ≤ ≤ ≤ ∈

 

和 

( ) ( ) 2 2 3
0

2 2 1

cos
2 ,  , d ,2 .

2 sin
2

i T n i
i i i i

i n i
i

Tt
Mt G t t t i nT M

α
ω αα

− +

− +

 − 
 = = ≤ ≤∫  

再根据(15)式和常数变易法， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ){
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1
1 1 1 1

2 1
1 1 1 2 1 2 1 1

2 3 2 32 3

0 0 0

0

1 2 2 1 1 1 1 2 3
2 1

0

0 0 0

e 1 , , , d d

, , d d

, , , d

M T t T TM
n n n n n n n

T T n
n n n n n n n n

T T Tn nn
n n n n n n n n n n

n

x t t s G s t G t t p t g x t t t t

G s t G t t M a t x t t t

MG s t G t t x t G t t a t x t t
M

λ τ

λ

λ

−

−
− − −

− −−
− − − − −

−

 
  = − Φ − −  

 

+ −


+ −



∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 

 1 1d dnt t−


 


+ +



 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1

1 11
1 1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 2 1

3

1
2

1 1 1 2 1
1

00
1 1 1 0

0 0 0 0

1

0 0

0 0

, , , , d d d

, , d d d

e 1 , , ,

T T T T
n n n n n n n n

nT T k
n n n k n n n

k

M T t T TM
n n n no

MG s t x t G t t G t t G t t a t x t t t t
M

G s t G t t a t x t t t s

Mt s x s G s t G t t a t x
M

λ

λ

λ

− − −

−

−
=

−

 
+ − 

 
 −    

 
 + − Φ −
 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∑

∫

 

 

 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ){
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1

2 1
1 1 1 2 1 2 1

0 0 0

0 0 1

d d d

, , , d d

, , d d

n n

T T T
n n n n n n n

T T n
n n n n n n n n

t t t s

t s G s t G t t p t g x t t t t

G s t G t t M a t x t t t

λ τ

λ

−

−
− − −

     

 + Φ − − 

+ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫



 

 

 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.132038


林梦媛 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.132038 351 理论数学 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 2 32 3
1 2 2 1 1 1 1 2 3 1 1

2 1

1 13
1 1 1 1 2 2 2 3 1 1 1

0 0 0

0 0 0 0

0

2

1 10

1
1

1

, , , d d d

, , , , d d d

, ,

T T Tn nn
n n n n n n n n n n n

n

T T T T
n n n n n n n n

T T
n n n

MG s t G t t x t G t t a t x t t t t
M

MG s t x t G t t G t t G t t a t x t t t t
M

G s t G t t a

λ

λ

λ

− −−
− − − − − −

−

− − −

−

 
+ − 

 
+ +

+ −
 
 
 

−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
2

2 1
1

00
1 1 10 0

1
0 1

d d d

, , , d d d .

n
k

k n n n
k

T T T
n n n n n n

t x t t t s

Mt s x s G s t G t t a t x t t t s
M

λ

−

=

−

 
   

  + Φ −   
∫

∑

∫ ∫



 

 (16) 

其中 

( )
( )

( ) ( )
0 0

1 1

0 0

1 1

e e, , , , ,
e 1 e 1

M Ms t T
M M

M MT T
M M

t s t s t t T δ
−

Φ = Φ ≤ Φ + = =

− −

 

且 

( )

0

1

0 0

1 1

0

1

1

0 0

1 e

, d .

e 1 e 1

M T
M

t

M MT T
M M

M
Mt s s

M M

− 
 −
 
 Φ = ≤
   
   − −
   
   

∫  

由(8)、(9)、(10)、(16)式和引理 3.2，得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

0 0 2 1 2 1 2 20 0 0
0 1

3 4 2 3 2 2

2 3 2 3 2 4 3 3 2

2 1
2

1 1 0

1
2 2

2 2 2 2

,
2

n n n

n n

n n n

n
n

T T Tx p M m r x M m M
M M

T T T TM m M M m M

TM m x

δ ρ ε − − −

− −

− − −

−

       ≤ + + + − + + + − +            

       + − + + + − +       
       

  + −  






    

        (17) 

经化简后，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0 1

0 0 2 1 2 1 2 20 0 0
0 1

3 2 2 2 1
2

2 3 2 3 2 1 1 0
,

2 2

2 2 2

n n n

n n
n

n n

M M T Tx M m r x p M m M
T M M

T T TM m M M m x

ε ρ
δ − − −

− −

− −




   − − + + ≤ + + − +   +    

     + − + + +



−


     
 


    



       (18) 

因此，根据假设(H4)、(18)式和 ε的取值，可得 
( )( )2

0
0

0

2
.

nB x C
x

m r

+
≤

−
                                (19) 

结合(12)式和(19)式，得 

( ) ( ) ( )( )2 2*

0 0
1 ,

2
n n TCA x D B x C− ≤ + +                          (20) 
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因此有 

( ) ( )2

0
,

2
n TCA DB x DC− ≤ +                               (21) 

其中， 0 1 0
0

0 0 1

, .
2

M M m rTC p D
m r T M M

ρ
δ

 +
= + = + − + 

 

再由假设(H4)和(21)式，得到 

( )2
20

2 .n
n

DC TCx D
A DB
+

≤ =
−

                              (22) 

联立(19)和(22)式，得 
( )2

00
0

 .
2 nBD C

x D
m r

+
≤ =

−
                               (23) 

最后，由(22)、(23)式和引理 3.2，得到 
( ) ( )

0
,  0 2 .i

ix D i n≤ ≤ ≤  

引理 3.4 得证。 
定理 3.1 的证明：设 ( )x t 是方程(6)的一个 T 周期解。由引理 3.4 知，存在独立于 λ的常数 

( )0,1, , 2iD i n=  ，使得(7)式成立。由(3)式知，存在正常数 2 0M > ，使得 

( ) ( ) ( ) 2sgn 0,  ,  .x g x x t M t R> > ∈                            (24) 

取一正常数 { }0 2 2max i n iD D M≤ ≤> + ，令 

{ }: .x X x DΩ = ∈ <  

此时𝐿𝐿是指标为零的 Fredholm 算子，N 是在Ω 上 L-紧的非线性算子。对任意有界的周期解 ( )x t ，当

x DomL∈∂Ω ， ( )0,1λ∈ 时，有 Lx Nxλ≠ 。 
当 x KerL∈∂Ω 时，有 x D= 或 x D= − ，再结合(3)和(5)式可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1
00

2 1
00 0

0

0,  1,2, , 1,
1 d 0,

1 d 0.

i

T n
i

T n
i

x t i n

a t D g D p t t
T

a t D g D p t t
T

−

=

−

=

= = −

 − + − < 

 − − + > 

∫

∫

∑

∑



                        (25) 

然后由上式可知，当 x KerL∈∂Ω 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 1
00

1 d 0.
T n i

iiQNx a t x t g x t t p t t
T

τ−

=
 = − − − + ≠ ∑∫                  (26) 

故对任意的 x KerL∈∂Ω 和 ( )0,1η∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2

0

12
0, 1 d 0.

T n i
ii

xxH x x a t x t g x t t p t t
T

η η η τ−

=
 = − + − − − − + ≠ ∫ ∑           (27) 

因此， ( ),H x η 是一个同伦映射。进而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )

2 1

0
0

1deg , ,0 deg d , ,0

deg , ,0 0.

nT i
i

i
QN KerL a t x t g x t t p t t KerL

T
x KerL

τ
−

=

  Ω = − − − + Ω    
= − Ω ≠

∫ ∑ 



     (28) 
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根据引理 2.1 可知，方程 Lx Nx= 在 DomLΩ 上至少存在一个解。因此，方程(1)至少存在一个𝑇𝑇周
期解。定理 3.1 得证。 
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