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摘  要 

利用集中紧性原理、极大极小值方法和Gagliardo-Nirenberg不等式，研究了在L2-次临界和L2-临界的情

况下，二维Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)方程的规范解的存在性和稳定性问题。首先通

过限制 ( ) =
2

2
aM Q ，证明能量泛函 ( )H Q 极小值的存在性，然后证明其稳定性，最终证明了在L2-次临界

下泛函 ( )aS Q 可以取到最小值，从而证明存在基态解。本文所得到的结论，即证明BO-ZK方程解的存在

性和稳定性，在物理学领域中有着广泛的应用。 
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Abstract 
The existence and stability of the solution for normalized solitary waves of the two-dimensional 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2023.134117
https://doi.org/10.12677/pm.2023.134117
https://www.hanspub.org/


王元舜 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.134117 1123 理论数学 
 

generalized Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov Equation were studied by using concentration 
compactness principle, minimax theory and Gagliardo-Nirenberg in equality in the L2-subcritical 
case and the L2-critical case. Firstly, the existence of minimum to the energy functional under the 

condition of ( ) =
2

2
aM Q , then the stability is verified. Thus, it is proved that the minimum value of 

functional ( )aS Q  can be obtained in the L2-subcritical case and there exist ground state solutions. 
The conclusion of this article, that the existence and stability of the solution of BO-ZK equation, is 
widely applied in physics. 
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1. 引言 

因 Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)方程有一定的物理背景，研究它的规范解的存在性、

稳定性和其它一些性质是一个具有物理意义的问题。 
研究二维 Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK)方程： 

( ) ( )
( )

1 2

0

0, , , 0,

, ,0 ,

p
t xx xyy x x y R t

x y

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
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其中 ( ), ,x y tϕ ϕ= 是波函数。表示 x-方向上的 Hilbert 变换，定义为 
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1
2
xD 表示在 x-方向上的

1
2

-阶导数算子，它由 Fourier 变换定义：


( ) ( )
1 1
2 2 ˆ, ,xD Q Qξ η ξ ξ η= ，定义能量

空间
1,1
2H

 
 
  ，赋予范数 

1 ,1
22 2

2

1
2 21

2 22: x yH LL
L

Q D Q Q Q 
 
 

  = + ∂ + 
  

 

已经有不少作者研究过类似的方程，例如 V. Georgiev 和 Y. Li 研究了二维质量临界半波方程的非分

散解(见文献[1])，Y. Bahri 和 S. Ibrahim 研究了半波 Schrodinger 方程的孤立波解和 Cauchy 问题[2]，J. 
Bellazzini 和 V. Georgiev等研究了在单空间维度上四次聚焦半波方程的行波解[3]，C. Alysson和 P. Ademir
研究了在加权各向异性的Sobolev空间中离散的BO-ZK方程的守恒性[4]，Nascimento, A. C.研究了BO-ZK
方程解的特殊正则性[5]。 

事实上，在 Esfahani 等(2015) [6]的论文中，利用二维各向异性 Gagliardo-Nirenberg 不等式： 

2 2 2
2

14
2 22 2

p

pp p
p

x yL L L
L

Q C Q D Q Q+

−
+ ≤ ∂ , ( )

1,1
2,Q Q x y H

 
 
 = ∈  

作者研究了 BO-ZK 方程(1)规范解的存在性，并证明了当 0 4p< < 时，当速度为 1ω = 时，方程(1)有
形如 ( ) ( ), , ,x y t Q x t yϕ = − 的非平凡规范解。在 Esfahani 等 (2017) [7]中，作者研究了各向异性的

Gagliardo-Nirenberg 不等式中最佳常数 C 满足的条件。假设 Q 在无穷远点递减，那么 Q 应当满足 

1p
x yyQ Q Q Qω+ − + =                                  (3) 

这里所说的方程(1)的解，是指保持能量 H 和质量 M 守恒的解， 

( )( ) ( )0H t Hϕ ϕ= ， ( )( ) ( )0M t Mϕ ϕ= ，对所有的 maxt I∈                    (4) 

其中 maxI 表示解存在的最大时间和 

( ) ( )2 2
21:

2 L RM Q Q=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

2 21 1: , , , d d , d d
2 2

p
x yR R

H Q Q x y Q x y Q x y x y Q x y x y
p

+
= + ∂ −

+∫∫ ∫∫  

在 Jorge 等(2005) [8], Latorre 等(2006) [9]的论文中，方程(1)作为一个模型来描述在薄微导体电迁移介

质上解的存在性。BO-ZK 方程(1)也可以被视为二维通用的 Benjamin-Ono (BO)方程： 

( )1 0, , 0p
t xx x x R tϕ ϕ ϕ +− + ∂ = ∈ >                             (5) 

在长型内部重力波中，方程(5)是深层次流体中的模型。 

在 Esfahani and Pastor (2009) [10]，Esfahani et al. (2015) [6]中也证明了，当
40
3

p< < 时有任意速度的

孤立波是非线性稳定的；当
4 4
3

p< < 时孤立波是非线性不稳定的。其中，稳定性的定义见定义 1。
4
3

p =

是方程(3)的“临界值”。如果ϕ 满足方程(1)有初始值 0ϕ ，那么 

( )
1 1

22, , , ,px y t x y tλϕ λ ϕ λ λ λ
 

=  
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满足方程(1)，且有初始值 ( )
1 1

2
0, ,0 ,px y x yλϕ λ ϕ λ λ
 

=  
 

，对任意的 0λ > 。如果 ( )1 2 1 2, , 2:s s s sH H R=  表示齐

次各向异性 Sobolev 空间，那么 

1 2

, ,1 2 1 2

1 1 3
2 4

0s s s s

s s
p

H Hλϕ λ ϕ
+ + −

=
 

 

因此，L2 是 BO-ZK 方程规模不变的 Sobolev 空间当且仅当
4
3

p = 。 

根据 Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov 方程，方程(3)在静态问题上也出现(见[6] [11])。注意到如果

定义变量 ( )S Q 为 

( ) ( ) ( )2 2

22
2

2 2

21
2 22

1 1: d d d d
2 2

1 1 1
2 2 2 p

p
x yR R

p
x y LL

L

S Q H Q Q Q Q x y Q x y
p
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= = + ∂ −
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= + ∂ −
+

∫∫ ∫∫

               (6) 

令 ( ) 0S Q′ = 可以得到 ( )S Q 的极小值点 0Q ，那么

1,1
2

0Q H
 
 
 ∈ 是方程(3)的解当且仅当 0Q 是泛函 ( )S Q  

的临界点(极小值点)。在这篇论文中，我们关注基态解的情况。所谓基态解就是极小化泛函 ( )S Q 的解，

也就是方程(3)的非平凡解。本文研究基态解的存在性，得到以下定理。 

定理 1：当
40
3

p< < 时，当 ( )
2

31 4 3
4 220 4 2
p p p

a p p
− 

< ≤ −  
 

时，存在基态解 0 0Q ≠ 极小化以下约束极小

化问题： 

( )
1,1
2inf |a am S Q Q H

 
 
 

  = ∈ 
  

 

其中 

( ) ( ){ }2
2 2|a R

S Q S Q Q a= =∫∫  

当
4
3

p = 时，当 *0 a a< < 或 *a a> 时，不存在这样的基态解。 

注记 1：由 Esfahani 等[6]的结果，在 x-轴和 y-轴上方程(3)的基态解 Q 是对称的，即 ( ) ( ), ,Q x y Q x y= − ，

( ) ( ), ,Q x y Q x y= − ，对于所有的 ( ) 2,x y R∈ 。 
第二部分给出一些预备知识和几个基本引理：1) 稳定性和轨道稳定性的定义；2) 在 L2-次临界情况

下，当 a 满足一定的条件时，能量泛函 ( )H Q 可以取到极小值，从而 ( )µΣ 非空并且是稳定的；3) 在 L2-
临界情况下，当 a 满足一定的条件时， ( )µΣ = ∅；4) 给出了各向异性的 Gagliardo-Nirenberg 不等式。

其中 ( )µΣ 的定义由(8)给出。 
第三部分证明了在 L2-次临界情况下，当 a 满足一定的条件时， ( )µΣ 是非空和稳定的。先证明能量

泛函 ( )H Q 的下确界的有界性，利用集中紧性原理和 Gagliardo-Nirenberg 不等式排除解的消失性和二分

性，从而得到解是列紧的，推出解的存在性，然后证明解的稳定性。 
第四部分证明了在 L2-临界情况下，当 a 满足一定的条件时， ( )µΣ = ∅ 。通过 Gagliardo-Nirenberg

不等式和极大极小值原理，证明了 a 在不同的取值范围中，能量泛函 ( )H Q 分别为取不到极小值和下无

界，从而得到 ( )µΣ = ∅ 。 
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最后，本文给出定理 1 的证明，在 L2-次临界情况下，当 a 在限定取值范围内时，方程(3)的基态解存

在并且是稳定的，从而方程(1)有归一化解；在 L2-临界情况下，当 a 在限定取值范围内时，方程(3)不存

在基态解。 
本文研究了在 L2-次临界和 L2-临界情况下 BO-ZK 方程解的存在性和稳定性，给出了方程在什么条件

下存在解、什么条件下解不存在以及解的稳定性。BO-ZK 方程在物理学领域有广泛的应用，读者可以在

物理学上找到它的应用举例。 

2. 预备知识和基本引理 

稳定性的定义如下： 

定义 1：1) 令
1,1
2H

 
 
 ∑ ⊂ ，称∑是稳定的，如果对于任意的 0ε > ，存在 0δ > ，使得如果

1,1
2

0 Hϕ
 
 
 ∈

满足
1 ,1
20infu HQϕ δ 

 
 ∈∑ − < ，那么在整个定义域上方程(1)的解 ( )tϕ 存在，有初始条件 00tϕ ϕ

=
= ，且满足 

( ) 1 ,1
2sup inf

Hut R
t Qϕ ε 

 
 ∈∑∈

− <  

否则，∑是不稳定的。 
2) 称 ( )T t Qωω 是轨道稳定的，如果它的轨道 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2 1 2, | , ,O T Q R Rω ωθ τ τ θ τ τ= ⋅+ ⋅+ ∈ ∈  

是稳定的。 

首先，我们考虑 L2-次临界情况
40
3

p< < 。在这种情况下，使用 Cazenave 和 Lions [11]的方法，来证 

明一些包含了基态解的轨道的子集是稳定的。为了说明结果，这里引入一些记号。对每个 0µ > ，考虑以

下极小化问题： 

( ) ( ) ( ){ } ( )
2

: inf | , 0
2
aI H Q M Q aµ µ µ= = = >                        (7) 

记 ( )µ∑ 为极小化子组成的集合，即 

( ) ( ) ( ) ( )
1,1
2: | ,Q H H Q I M Qµ µ µ

 
 
 

  ∑ = ∈ = = 
  

                       (8) 

为研究 2L -次临界和 2L -临界情况下基态解的存在性问题，需要研究 ( )µ∑ 是否非空及其稳定性。 

定理 2：当
40
3

p< < 时，那么对于任意的 ( )
2

31 4 3
4 220 4 2
p p p

a p p
− 

< ≤ −  
 

，可得集合 ( )µ∑ 非空并且是稳

定的。 

定理 3：当
4
3

p = 时，当 *0 a a< < 或 *a a> 时， ( )µ∑ =∅。 

下面是各向异性的 Gagliardo-Nirenberg 不等式。 
引理 1：(各向异性的 Gagliardo-Nirenberg 不等式)令 0 4p< < ，存在常数 C 使得 

2 2 2
2

14
2 22 2

p

pp p
p

x yL L L
L

Q C Q D Q Q+

−
+ ≤ ∂                              (9) 
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对所有的

1,1
2Q H

 
 
 ∈ 。这里的最佳常数 C 有方程(3)的基态解给出，即 

( ) 2

3
4

1 24 2
2 2 4

p
p

p
L

p pC Q
p p

−  −
=  + − 

                            (10) 

(见[7]，定理 1.3)。 
引理 2：(集中紧性原理)设{ } 1m mµ +∞

=
是 nR 上的测度序列，即 0mµ ≥ ， d 1n mR

µ =∫ 。存在子列{ } 1m mµ +∞

=
，

仍然记为{ } 1m mµ +∞

=
，使得以下三个条件之一成立： 

1) (列紧性)存在序列{ } 1
n

m m Rµ +∞

=
⊂ ，使得对于任意的 0ε > 存在半径 0R > 有以下性质： 

( )
d 1

R m
mB x

µ ε≥ −∫ 对于所有的 m； 

2) (消失性)对于所有的 0R > ，存在 

( )
lim sup d 0

n R
mB xm x R

µ
→∞ ∈

  = 
 

∫ ; 

3) (二分性)存在 λ ， 0 1λ< < ，使得对于任意的 0ε > 存在 0R > 和序列{ } 1
n

m mx R+∞

=
⊂ 有以下性质：给

定 R R′ > 存在非负测度
1
mµ ，

2
mµ 使得 

1 20 m m mµ µ µ≤ + ≤ , 

使得 ( )1
m R mB xµ ⊂ ，使得 ( )2 \n

m R mR B xµ ′⊂ ， 

( )( )1 2limsup d 1 dn nm mR Rm
λ µ λ µ ε

→∞
− + − − ≤∫ ∫ 。(见[12] [13]) 

引理 3：设1 q< < ∞，令{ }nu 是 ( )q dL R 上的有界序列，使得 

( ) ( )lim nn
u x u x∞→∞

= 对几乎所有的 dx R∈  

对于函数 ( )q du L R∞ ∈ 。那么，有 

lim d 0d

q q q
n nRn

u u u u x∞ ∞→∞
− − − =∫  (见[14]) 

3. 次临界的结果 

在这部分，研究在(
40
3

p< < )次临界情况下方程(3)基态解的存在性和稳定性。用集中紧性原理来证 

明方程(3)解的存在性，为此要证明消失性和二分性的情形不成立，从而得到列紧性的情形成立。首先，

证明能量泛函 ( )H Q 的下确界 ( )I µ 是负的和有限的。 

引理 4：对于任意的
40
3

p< < ， ( )
2

31 4 3
4 220 4 2
p p p

a p p
− 

< ≤ −  
 

，有 ( ) 0I µ−∞ < < 。 

证明：首先，证明 ( ) 0I µ < 。令

1,1
2Q H

 
 
 ∈ 有 2

2 2 2LQ a µ= = 。考虑以下 2L -伸缩变换： 

( )
3 1
4 2, , , 0T Q x y Q x yλ λ λ λ λ

 
= > 

 
                            (11) 

那么，可得 2 2T Q Qλ = ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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p
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λ

+
+

+

 

当
40
3

p< < 时，
3 1
4
p
< 。因此，令 0λ > 充分小以致 ( ) 0H T Qλ < 可得 ( ) 0I µ < 。 

接下来，证明 ( )I µ > −∞。由 Gagliardo-Nrenberg 不等式(9)和 ( )
2

2
aM Q = ，有 

( )
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22 2
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2 2
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2
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3
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2
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p
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2
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当
40
3

p< < 时，
3 1
4
p
< ，

4 4 2
3 2

p−
< < 。利用 Young 不等式，可得 

( ) 2 2
2 2

2
2

2 21 4 1
2 2

2 2 2

1

24 1
2

2 2
1

1 1 3
2 2 4

1 3
2 2 4

p

x y x yL L
L L

p

x y L
L

C pH Q D Q Q a D Q Q
p C

C pa D Q Q C
p

−

−

    
    ≥ + ∂ − + + ∂

   +      
  
 ≥ − + ∂ −  +  

 

当
4

21 3 0
2 2 4

pC pa
p

−

− ≥
+

时，即当 ( )
2

31 4 3
4 220 4 2
p p p

a p p
− 

< ≤ −  
 

时， 

( ) 1H Q C≥ −                                      (12) 

其中 0C > 是最佳常数由(10)给出， 1 0C > 是常数，这不依赖于

1,1
2Q H

 
 
 ∈ 。可推出 ( )I µ > −∞。证毕。 

接下来，证明方程(3)的解满足列紧性，即消失性的情形不成立。 

引理 5：令{ }
1,1
2

nQ H
 
 
 ⊂ ，满足

1 ,1
2supn N n HQ  

 
 ∈ < ∞和 ( )2 0 0inf 0pn N n LQ δ δ+∈ > > 。那么，存在子列{ }nQ
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(仍然记为{ }nQ )，序列 ( ){ } 2,n nx y R⊂ 和 { }
1,1
2 \ 0Q H

 
 
 

∞ ∈ 使得在
1,1
2H

 
 
  中，当 n →∞时， 

( ),n n nQ x y Q∞⋅+ ⋅+  。 

证明：根据 Holder 不等式，有 

2 2 10
3

1 1
100
3

pn n n nL L L
L

Q Q Q Qθ θ θδ +
− −< ≤   

其中
( )
4 3

2 2
p

p
θ −
=

+
，第二个不等式是由于 ( )2 2 2

34 3 10 42 2 4 3

pp
p p

n n nR R R
Q Q Q

−
+ +  ≤  

 ∫∫ ∫∫ ∫∫ 。因此，存在 1 0δ > ，

这不依赖于 n N∈ ，使得对于所有的 n N∈ ，有
10
3 1n LQ δ> 。 

对于所有的 ( ) 2,k m Z∈ ，令 

( ) ( ), : , 1 , 1k mS k k m m= + × +  

那么，由 Gagliardo-Nirenberg 不等式(9)，有 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

10 2 2
, ,3 2, ,

2 2
, ,2

,

4
10 4 1 23
3 3 2 3

24 1
2

3 2

k m k m
k m k m

k m k m
k m

n n x n y nL Q L Q
L Q L Q

n x n y nL Q L Q
L Q

Q C Q D Q Q

C Q D Q Q

≤ ∂

 
 ≤ + ∂
 
 

 

对 ( ) 2,m n Z∈ 求和，有 

( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

10
23

2 2
, ,2 2

,

2 2 2
,2 2 2

2
,2

10
3

1

24 1
2

3 2

.

24 1
2

3 2

,

4
3

,

sup

sup

k m k m
k m

k m

k m

n
L R

n x yL Q L Q
m n Z L Q

n x yL Q L R
k m Z L R

n L Q
k m Z

Q

C Q D Q Q

C Q D Q Q

C Q

δ

∈

∈

∈

<

 
 ≤ + ∂
 
 
 
 ≤ + ∂  
 

≤

∑
 

因此存在 ( ) 2,n nk m Z∈ 和 2 0δ > ，使得 ( )2
,2 k mn L QQδ ≤ 。令 ( ) ( ), ,n n n nQ Q k m⋅ ⋅ = ⋅+ ⋅+ ，可得 


1 ,1
2

lim n Hn
Q  

 
 →∞

< ∞， 

( )2
0,0

2n L Q
Q δ≥ 。因此，存在{ }nQ 的子列(仍然记为{ }nQ )，

1,1
2Q H

 
 
 

∞ ∈ 在
1,1
2H

 
 
  中满足

 ( )nQ Q n∞ → ∞ 。而且，由 Rellich 定理(见[15])，有 ( )2
0,0 2L QQ δ∞ ≥ ，因此 0Q∞ ≠ 。 

为了利用集中紧性原理来证明方程(3)解的存在性，下面证明二分性的情形不成立。 

引理 6：令
40
3

p< < ， 0ia >  ( 1,2i = )使得
2 2 2
1 2a a a+ = ，那么 ( ) ( ) ( )1 2I I Iµ µ µ< + ，其中 

( ) 21
2i i iM Q aµ = = 。 

证明：令 0a > 和 1θ > ，令{ }nQ S⊆ 是 ( )I µ 的极小化序列。那么 
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( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )

2 2

2 2

2
22 2

2 2

2 2

2 2

p

p
n n n y n nxR R

p
n n y n nxR R

n

I H Q Q Q Q Q
p

Q Q Q Q
p

H Q

θ θθµ θ

θ θ

θ

+

+

+

≤ = + ∂ −
+

< + ∂ −
+

≤

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫



  

因为 1θ > ， 0p > 。所以 ( ) ( )I Iθµ θ µ< ，等号成立当且仅当 ( )2

2 0p
nR

Q n+ → →∞∫∫ 。但是这是不可能的，

否则的话存在 ( ) ( ) ( )( )2

210 lim liminf 0
2n n n y nxRn n

I H Q Q Q Qµ
→∞ →∞

> = ≥ + ∂ ≥∫∫  矛盾，其中第一个不等式由引

理 4 得到。因此，有严格的不等式 

( ) ( )I Iθµ θ µ<                                    (13) 

接下来，证明 ( ) ( ) ( )1 2I I Iµ µ µ< + 。假设 1 2µ µ≥ ，分为两种情况。 
情况 1： 1 2µ µ> 。在这种情况下，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 2

I I I I I I I I Iµ µ µ µ µ µµ µ µ µ µ µ µ µ µ
µ µ µ µ µ

   −
= < = + = + < +   

   
 

情况 2： 1 2µ µ= 。在这种情况下，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 22 2I I I I Iµ µ µ µ µ= < = + . 

然后证明方程(3)解的存在性。 

引理 7：假设{ }
1,1
2

nQ H
 
 
 ⊂ 满足 ( )

2

lim
2nn

aM Q
→∞

= ， ( ) ( )lim nn
H Q I µ

→∞
= 。那么，存在 ( ){ } 2,n nx y R⊂ 使

得 ( ){ },n n nQ x y⋅ + ⋅+ 在
1,1
2H

 
 
  中是相对紧的。特别地， ( )µ∑ ≠∅。 

证明：根据方程(12)，当 ( )
2

31 4 3
4 220 4 2
p p p

a p p
− 

< ≤ −  
 

时，{ }nQ 在
1,1
2H

 
 
  中有界。因为 ( ) ( ) 0

2n
I

H Q
µ

< < ，

( )
2

2n
aM Q µ= = ，这可推出 

( ) ( ) 2
21 1

2 2 p
p

n n LI H Q Q
p

µ +
+≥ ≥ −

+
 

这可推出 

2
2 0p

p
n LQ +

+ > 。 

这和引理 5 推出存在{ }nQ 的一个子列(仍然记为{ }nQ )，序列 ( ){ } 2,n nx y R⊂ ， { }
1,1
2 \ 0Q H

 
 
 

∞ ∈ 使得在
1,1
2H

 
 
 

中 ( ) ( ),n n nQ x y Q n∞⋅+ ⋅+ → ∞ 。下证 ( )M Q µ∞ = 。令  ( ) ( ), ,n n n nQ Q x y⋅ ⋅ = ⋅+ ⋅+ 。由弱下半连续性，有 

( ) ( )lim inf nn
M Q M Q µ∞ →∞

≤ =  

相反，假设 ( )M Q µ∞ < 。由弱收敛性，根据引理 3，有： 

 

1 1 1,1 ,1 ,1
2 2 2

2 2 2lim 0n nn
H H H

Q Q Q Q     
     
     

∞ ∞→∞

  − − − = 
  

                       (14) 
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( ) ( ) ( ){ }lim 0n nn
M Q M Q Q M Q∞ ∞→∞

− − − =                          (15) 

这可推出 

( ) ( ) ( ){ }lim 0n nn
H Q H Q Q H Q∞ ∞→∞

− − − =                          (16) 

令 ( )n nM Q Qν ∞= − ， ( )M Qµ∞ ∞= 。因为序列{ } 0n Rν ≥⊂ 有界，存在子列{ }nν (仍然记为{ }nν )， 0ν∞ ≥

使得 lim nn
ν ν∞→∞

= 。由(15)式，假设 µ µ∞ < ，推出 µ ν µ∞ ∞= + 和 0ν∞ > 。由(16)式和引理 6 有 nθ µ ν= ，

( )1µ µ∞ > ， lim nn
ν ν∞→∞

= ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

lim

lim

nn

n
n

n

I I I

I I

I I I

µ ν µ

ν µµ µ
µ µ

ν µµ µ µ
µ µ

∞→∞

∞

→∞

∞

≥ +

> +

= + =

 

矛盾。因此，推出 ( )M Q µ∞ = 。 

由 ( )I µ 的定义，可得 ( ) ( )I H Qµ ∞≤ 。根据 ( )M Q µ∞ = 和(15)式，得到 ( )lim 0nn
M Q Q∞→∞

− = 。这和 { }nQ

在
1,1
2H

 
 
  中的有界性，可推出 

2lim 0pn Ln
Q Q

+∞→∞
− = 。进一步，由弱下半连续性得 

( ) ( ) ( )lim inf nn
H Q H Q I µ∞ →∞

≤ =  

因此，得到 ( ) ( )H Q µ∞ ∈∑ 。进一步，有 

  ( ) 

( )

2 2
2

2

2
2

21 2 2
2

2

21
2

2

1 1lim lim
2 2

1
2

1
2

p

p

p

x n y n n nL Ln n
L

p
L

x y L
L

D Q Q H Q Q
p

H Q Q
p

D Q Q

+

+

+

→∞ →∞

+
∞ ∞

∞ ∞

    + ∂ = +   +  

= +
+

 
 = + ∂
 
 

 

这推出在
1,1
2H

 
 
  中 lim nn

Q Q∞→∞
= 。证毕。 

现在证明定理 2。 
定理 2 的证明：由引理 7，可得 ( )µ∑ ≠∅，即证明了解的存在性。下证 ( )µ∑ 的稳定性。反证：假 

设 ( )µ∑ 是不稳定的，下面推出矛盾。存在 0 0ε > ，序列{ }
1,1
2

0,n Hϕ
 
 
 ⊂ ，{ }nt R⊂ 使得 

( )
1 ,1
20,lim inf 0n Hn

Q
ϕ µ

ϕ  
 
 →∞ ∈∑

− =                                (17) 

( )
( ) 1 ,1

2 0inf n n H
t Q

ϕ µ
ϕ ε 

 
 ∈∑

− ≥                                (18) 

其中 ( )n tϕ 是方程(1)的解，满足 ( ) 0,0n nQ Q= 。由方程(17)和守恒法则(4)，有 

( )( ) ( )0,lim limn n nn n
M t Mϕ ϕ µ

→∞ →∞
= =                             (19) 
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( )( ) ( ) ( )0,lim limn n nn n
H t H Iϕ ϕ µ

→∞ →∞
= =                            (20) 

根据引理 6，存在 ( ){ }n ntϕ 的子列(仍然记为 ( ){ }n ntϕ )， ( ){ } 2,n nx y R⊂ ，

1,1
2Hϕ

 
 
 

∞ ∈ 使得 

( )lim , ,n n n nn
x y tϕ ϕ∞→∞

⋅+ ⋅+ = 在
1,1
2H

 
 
  中。                        (21) 

这可推出 ( )ϕ µ∞ ∈∑ ，这与(18)式相矛盾。证毕。 

4. 临界的结果 

在这一部分，研究方程(3)在临界情况下解的存在性，即
4
3

p = 。 

引理 8：对于每个
2

0
2
aµ = > ，存在 * 0a > ，当 *0 a a< ≤ 时，有 ( ) 0I µ = ；当 *a a> 时，有 ( )I µ → −∞。 

证明：令

1,1
2Q H

 
 
 ∈ 满足 ( )M Q µ= 。考虑以下 L2-拉伸变换： 

( )
3 1
4 2, ,T Q x y Q x yλ λ λ λ

 
=  

 
, 0λ >                             (22) 

那么，得到 2 2L LT Q Qλ = ，利用各向异性的 Gagliardo-Nirenberg 不等式(9)： 

2 2 2
2

14
2 22 2

p

pp p
p

x yL L L
L

Q C Q D Q Q+

−
+ ≤ ∂ , ( )

1,1
2,Q Q x y H

 
 
 = ∈  

其中 0 4p< < 。可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

2 2

102
32

102
3

102 21 1 1 1 1 13
2 2 2 2 2 2

2 101
2

32

1 3, , , d d , d d
2 10

3, , d d , d d
2 10

1 3
2 10

yR R

x yR R

x y L
LL

H T Q T Q x y T Q x y T Q x y x y T Q x y x y

D Q x y Q x y x y Q x y x y

D Q Q Q

λ λ λ λ λ

λ λλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ

= + ∂ −

       = + ∂ −            
  
  = + −

    

≥

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫



22 2
2 2

42 41 1 232
32 2 31 3

2 10x y x yLL L
L L

CD Q Q Q D Q Qλ
    + −  

   

 

( )

( )

2 2
2 2

2
2

2
2

2 221 122 2
32 23

2 21 22
32 3

22 21 2 32
32

1 3 2 2
2 10 3

1 1 2
2 2 5

1 1 2
2 2 5 2

x y x yL L
L L

x y L
L

x y L
L

CD Q Q M Q D Q Q

CD Q Q M Q

C aD Q Q

λ

λ

λ

    
    ≥ + − +

        
   
 = + −     

      = + −          

                       (23) 
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当

2
2 2 3
31 2 0

2 5 2
C a 

− = 
 

时，可得

3
4* 5

2
a

C
 =  
 

。其中 C 是各项异性 Gagliardo-Nirenberg 不等式(9)中最佳常数

由(10)给出。当
4
3

p = 时， 

1) 对于每个 *0 a a< ≤ ，由(23)，可得 ( ) 0H T Qλ ≥ ， ( ) ( )inf 0I H T Qλµ = ≥ ，令 

( ) ( ) 2

1,1 222 1|
2 LS Q H R M Q Qµ µ

 
 
 

  = ∈ = = 
  

。令 ( ) ( ), ,tQ x y tQ tx ty= ， 0t > ，那么 tQ Sµ∈ 。当 0t → 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
2

, , d d , d d 0
2 2

p
p

t xR R

t tI H Q Q tx ty Q tx ty tx ty Q tx ty tx ty
p

µ
+

≤ = − →
+∫∫ ∫∫         (24) 

所以 ( ) 0I µ ≤ ，已证 ( ) 0I µ ≥ ，因此 ( ) 0I µ = 。 

2) 对于每个 *a a> ，令 ( ) ( )
2

,
,t

L

tQ tx ty
Q x y

Q
µ

= ， 0t > 。因此， t aQ S∈ 。有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
2 2 2

2 2
2 2 2

2

2

2

2

1 1, , d d , d d
2 2

, , ,1 1d d d d
2 2

, , ,1 d d d d
2 2

, ,1
2

p
t t t txR R

p

R R
L L Lx

p
p

R R
L L L

L L

H Q Q x y Q x y x y Q x y x y
p

tQ tx ty tQ tx ty tQ tx ty
x y x y

Q Q p Q

tQ tx ty tQ tx ty tQ tx tyttx ty tx ty
Q Q p Q

Q x y Q x y
Q Q

µ µ µ

µ µ µ

µ µ

+

+

+

= −
+

 
= −   + 

= −
+

=

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫





( ) ( )2 2
2 2

2
,

d d d d
2

p
p

R R
L

Q x ytx y x y t
p Q

µ
+

− → −∞ → +∞
+∫∫ ∫∫

       (25) 

因此当 t → +∞时 ( )I µ → −∞。证毕。 
下证定理 3。 
定理 3 的证明：由引理 8，1) 当 *0 a a< ≤ 时， ( ) 0I µ = 。 

而当 *0 a a< < ， 0Q ≠ 时，在(23)式中取 1λ = ，那么 ( ) ( )0H Q I µ> = 。所以当 ( )
2

2
aM Q = 时， ( )H Q

取不到最小值，即 ( )µ∑ =∅。 

2) 当 *a a> 时， ( )I µ → −∞，其中 ( )
2

2
aM Qµ = = 。所以对 0a > ， ( )I µ 是下无界的，即 ( )µ∑ =∅。

证毕。 

定理 1 的证明：1) 由定理 2，当
40
3

p< < 时，那么对于 ( )
2

31 4 3
4 220 4 2
p p p

a p p
− 

< ≤ −  
 

，可得集合 ( )µ∑

非空并且是稳定的， ( )aS Q 可以取到最小值，那么方程(3)存在基态解，即方程(1)存在规范解。 

2) 由定理 3，当
4
3

p = 时，当 *0 a a< < 或 *a a> 时， ( )µ∑ =∅，即 ( )aS Q 取不到极小值，那么方程

(3)不存在基态解，即方程(1)没有规范解。证毕。 
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