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摘  要 

本文主要研究黎曼流形上外微分形式拉普拉斯方程解的存在性问题。首先利用Hodge分解定理和格林算

子对Laplace算子 ∆ 的无穷迭代特征值谱分析给出求解方法，然后利用迭代法对外微分形式的拉普拉斯

方程 ∆ =α ω 进行拓展，最后得到k阶拉普拉斯方程的迭代解，这对高数阶的拉普拉斯方程的解和特征值

谱分析的研究产生了一定的影响。 
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Abstract 
In this paper, we mainly study the existence of solutions to the external differential form Laplace’s 
equation on Riemannian manifold. Firstly, the Hodge decomposition theorem and the Green oper-
ator are used to give a solution method for the infinite iterative eigenvalue spectrum analysis of 
the Laplace operator. Then, the iterative method is used to expand the Laplace’s equation ∆ =α ω  
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in the external differential form, and finally the iterative solution of the Laplace’s equation k-order is 
obtained, which has a certain impact on the research of the solutions of the Laplace’s equation of 
higher order and eigenvalue spectrum analysis. 
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1. 引言 

Warner [1]利用 Fourier 级数作为基本工具给出了 Hodge 理论较详细的证明过程，并解决了 Lapace 算

子的特征函数的性质和 Peter-Weyl 定理，对许多困难问题的解决给出解题思路。而后伍鸿熙，陈维桓[2]
根据 Garding 不等式、正则性定理以及 Rellich 引理给出了不一样的 Hodge 定理的证明和 de Rham 上同调

的 Poincaré 对偶定理。余扬政和冯承天[3]另辟蹊径，从环面上研究 Hodge 分解定理，并研究其在上同调

理论中的应用。对于外微分形式上的拉普拉斯方程，许多学者也对它进行了深入的研究。李晓静等人[4]
利用 Mawhin 拓展定理研究了一类带 p-Laplace 算子的非线性项前系数可变号的高阶 Rayleigh 型泛函微分

方程周期解存在性问题。而张立新和崔海英[5]则对具有 p-Laplace 算子的三点边值问题通过单调迭代方法

得到迭代解。文献[6] [7]利用临界点理论、变分方法和分数阶变指数 Sobolev 空间理论，研究带有非局部

系数的分数阶 p(x)-拉普拉斯方程边值问题的可解性。当非线性项在零点附近次线性或在无穷远处局部超

线性增长时，得到了此类问题多重解存在的充分条件。在文献[8]中，通过变分法和约束变分法证明方程

对应的泛函满足 Palais-Smale 条件，将求解特征值转化为求解泛函的临界值得到所定义空间中的特征值

和特征向量。 
为了得到拉普拉斯方程的迭代解，本文首先在完备化的 ( )2L M 空间上利用正则性定理和紧性定理给

出了 Hodge 分解定理的证明，然后应用格林算子和 Laplace 算子∆ 的特征值谱分析的迭代关系，给出了

黎曼流形上外微分形式 k 阶拉普拉斯方程 kα ω∆ = 的迭代解。 

2. 相关知识 

2.1. 外微分算子 

定义 2.1.1 [9]设 M 是 n 维光滑紧定向的黎曼流形， ( )pE M 是 M 上所有 p-形式构成的向量空间。对

于可微流形 M，存在一个由 p 次微分到 ( )1p + 次微分形式的映射 

( ) ( )1: .p pd E M E M+→  

如果 d 满足并以下条件 
1) ( )d d dα β α β+ = + ，α 和 β 是任意次微分形式； 
2) ( ) ( )1 pd d dα β α β α β∧ = ∧ + − ∧ ， ( ) ( )1,p pE M E Mα β +∀ ∈ ∈ ； 
3) 2 0d d d= = 。 

则把 d 称为外微分或外导数。 
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2.2. 微分形式上的算子 

定义 2.2.1 [9]把线性映射 

( ) ( ): p n pE M E M−∗ → . 

称为 Hodge 星算子，对于 ( )pE Mω∀ ∈ ，称 ω∗ 为ω 的伴随形式或对偶形式，相应的数学运算叫做对偶

运算。若连续两次被 Hodge 算子作用，则得到双对偶形式，即 

( ) ( ) ( )

( )
1P P

p n p
E M E M

Id−∗∗ = − . 

关于 Hodge 星算子有下面引理。 
引理 2.2.2 设 ( ),M g 是 n 维可定向的紧黎曼流形，则对 ( ), pE Mω η∀ ∈ ，Hodge 星算子满足 
1) , MdVω η η ω∧ ∗ = ∗ ； 
2) ( ) ( ) ( )1 p n pω ω−∗ ∗ = − ； 
3) ( ) ( ), ,ω η ω η∗ ∗ = ； 
4) 1MdV = ∗ ， 1MdV∗ = 。 
下面给出 1) 2)的证明，其他可用类似的方法证明。 
证明 对 ( ), pE Mω η∀ ∈ 在局部坐标系{ }; iU x 下有 

1 1
1 1

1 1,
! !

p p
p p

i ji j
i i j jU Udx dx dx dx

p p
ω ω η η= ∧ ∧    = ∧ ∧

 

  ,              (2.2.1) 

先证(1)，根据定义直接计算 

( )

( )

1 11
1 1

1 1 1

1 1

1

1

1

1 1
1 1

1

1 1
! ! !

1
! ! !

1 , .
!

p p p n
p n

p p p n
p n

p
p

j j i j jin
i i i i

j j i i j jn n
i i j j pp n

j j n
i i M

dx dx dx dx
P p n p

D dx dx
p p n p

Ddx dx dV
p

ω η ω η δ

           ω η δ δ

           ω η  ω η

+

+

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
+

⋅⋅⋅

∧ ∗ = ∧ ∧ ∧ ∧
−

= ∧ ∧
−

= ∧ ∧ =



 

 



   



 





           (2.2.2) 

其中 ijD g= 。对于 2)从证明 1)我们注意到 

( )
1 1

1

1

! !
p p n

n

i i i in
i i

D dx dx
p n p

ω ω δ +⋅⋅⋅∗ = ∧ ∧
−





 . 

所以 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1 11 1 1
1 1 1

1
1

1

1 1

! !

1
! ! !

11 1 .
!

n p n p n
n

p p p p pn n
n n p

p
p

j j j jn
j j

p n p
i l i l ji ji l jn n

j j i i l l

p n p p n pjj
j j

D dx dx
p n p

D g g g g dx dx
p p n p

dx dx
p

ω ω δ

           δ δ ω

           ω  ω

− − +

+ +

−

− −

∗ ∗ = ∗ ∧ ∧
−

−
= ⋅ ∧ ∧

−

= − ∧ ∧ = −







 

  





  



    (2.2.3) 

定义 2.2.3 设 ( ),M g 是 n 维定向黎曼流形，线性映射 

( ) ( )1: p pd E M E M∗ −→ . 

称为 M 上的余微分算子，它的物理意义为散度，且 2 0d ∗ = 。可用链式线性映射表示之间的关系 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1dp n p n p pE M E M E M E M∗ ∗− − + −→ → → . 

则有 

( ) ( )1 11 n pd d+ +∗ = − ∗ ∗  .                              (2.2.4) 

在 0-形式上， d ∗ 就是零线性泛函，并且与 d 互为伴随算子 

, ,d dω η ω η∗= . 

定义 2.2.4 [9]把由 p 次微分形式到 p 次微分形式的线性映射 

( ) ( ): p pd d d d E M E M∗ ∗∆ = + →  .                       (2.2.5) 

称为 M 上的 Hodge-Laplace 算子。 
性质 2.2.5 Hodge-Laplace 算子具有下面性质： 
1) ∆为自伴算子，即 ( ) ( ), ,ω η ω η∆ = ∆ ； 
2) ( ), 0ω ω∆ ≥ ，当且仅当 0ω∆ = 时等号成立； 
3) ∗∆ = ∆ ∗， ∆ ∗为其伴随算子。 
证明 首先证明 1)，设任意的 ( ), pE Mω η ∈ 有 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

, , , ,

, , , ,

, , .

dd d d dd d d

d d d d dd d d

dd d d

ω η ω η ω η ω η

ω η ω η ω η ω η

ω η ω η

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∆ = + = +

             = + = +

             = + = ∆

                 (2.2.6) 

即 ∆ 是一个自伴算子。 
2) 对任意的 ( )pE Mω ∈ ，利用∆ 的定义得 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

, , , ,

, , 0.

dd d d dd d d

d d d d d d

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∆ = + = +

             = + = + ≥
                  (2.2.7) 

3) 利用 ∆ 的定义和 Hodge 星算子∗的性质有 

( )
( ) .

dd d d dd d d

d d dd d d dd

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗∆ = ∗ + = ∗ + ∗

     = ∗ + ∗ = + ∗ = ∆ ∗
 

故∗∆ = ∆ ∗。 

3. Hodge 分解定理的证明 

为了便于理解，下面基于文献[9]和[10]的证明的基础上给出 Hodge 分解定理的证明，在证明 Hodge
分解定理之前先补充一些相关知识点。 

定义 3.1 对于 ( )pE Mω ∈ ，如果存在 0ω∆ = ，把ω 叫做 ( )pE M 上的 p 次调和形式。用 ( )p M 表

示 M 上全体 p 次调和形式构成的集合 

( ) ( ){ }| 0 kerp pM E Mω ω= ∈ ∆ = = ∆ .                       (3.1) 

并且 ( )p M 与 M 上的第 p 个 de Rham 上同调群 ( ),p M R 是同构的。 
利用 d 与 d ∗ 互为共轭，易知 
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2 2, , , 0.dd d d d dω ω ω ω ω ω ω ω∗ ∗ ∗∆ = + = + ≥  

当且仅当 0d dω ω∗ = = 时等号成立。 
如果 M 不是紧致的，然后 d 和 d ∗ 都是闭形式，根据∆ 的定义可以知道它们是调和的。然而，相反的

情况是不正确的，例如 M R= 上的函数 x，上面的论证在处理不一定是收敛的积分时就崩溃了。 
引理 3.2 设 ( )pE M 到 ( )p M 的正交投影算子为 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1

: | | 0 ker ,

, .

p p p

t

i i
i

H E M M E M

H

ω ω

α α α ω ω
=

→ = ∆ = = ∆

               = ∑


 

使得 
1) 对 ( )pE Mα∀ ∈ ，存在唯一的 p-形式 ( ) ( )pH Mα ∈ ，使得 

( ) ( )( ) ( ), , , pH Mα γ α γ γ= ∀ ∈ . 

2) 对任意 p-形式 ( )pE Mα ∈ ，H 满足 ( )( ) ( )H H Hα α= 。 
其中 ( )pE Mα∀ ∈ ， ( ) ( )

1
,

t

i
i

H α α ω
=

= ∑ ， ( ) 0H α∆ = ，这里 { }1, , iω ω 为调和空间 ( )p M 的规范正交基。 
定理 3.3 [10] (紧性定理)设{ }nα 是 M 上使得 n cα ≤ 和 n cα∆ ≤ 的一个 p-形式序列，对所有的 n 和某

个常数 c 成立，那么{ }nα 中一定存在 ( )pE M 中的一个 Cauchy 序列。 
定理 3.4 [10]设 ( ),M g 是一个可定向的 ∞

 紧黎曼流形，α 是 M 上的光滑函数，ω 为待求的函数，

方程 

ω α∆ = .                                     (3.2) 

在 ( )0E M 中的线性泛函 ( )0: E M Rτ → ，有 

( ) ( )0, , E Mτ β β α β∆ = ∀ ∈ . 

则称有界的线性泛函τ 是方程(3.2)的弱解。 
定理 3.5 [10] (正则性定理)设 ( )pE Mα ∈ ，τ 为 ω α∆ = 的一个弱解，那么存在 ( )pE Mω ∈ ，使得对

任意的 ( )pE Mβ ∈ 有 

( ) ,τ β ω β= .                                   (3.3) 

所以 ω α∆ = 。 
可见，Hodge 分解定理是定理 3.3 和定理 3.5 的推论。在证明 Hodge 分解定理之前，先证明下面引理。 
引理 3.6 [9]设存在一个常数 c，使得 

( )( ), pc Mϕ ϕ ϕ
⊥

≤ ∆ ∈  .                              (3.4) 

证明 (反证法)设不存在一个常数 c 使得(3.4)成立，则存在序列 ( )( )p
j Mφ

⊥
∈  ， 0jφ ≠ ，使得

j jjφ φ> ∆ 。为了方便，设 1jφ = ，并且 0φ∆ → ，有
1 1 0j jj j

φ φ< = → ，由定理 3.3 得， jφ 存在一个

Cauchy 子序列，设为{ }jφ ，则对 ( )pE Mϕ∀ ∈ ，由 Schwarz 不等式得 

( ) ( ) ( )2 2

1 1 1, , , ,j j j j j jφ ϕ φ ϕ φ φ ϕ φ φ ϕ+ + += − ≤ − . 

于是得到 ( ){ },jφ ϕ 也是 Cauchy 序列，因而 ( )lim ,jj
φ ϕ

→+∞
存在。对 ( )pE Mϕ∀ ∈ ，在 ( )pE M 上定义线性

泛函τ ，且 
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( ) ( )lim ,jj
τ ϕ φ ϕ

→+∞
= . 

可以知道τ 是有界的，并且对 ( )pE Mϕ∀ ∈ ，得到 ( ), 0j jφ ϕ φ ϕ∆ ≤ ∆ → ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )lim , lim , 0, 0j jj j
τ ϕ φ ϕ φ ϕ ϕ

→+∞ →+∞
∆ = ∆ = ∆ = = . 

所以τ 为 0ω∆ = 的一个弱解。由定理 3.5 得， ( )pE Mφ∃ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( )lim , , , p
jj

E Mτ ϕ φ ϕ ψ ϕ ϕ
→+∞

= = ∀ ∈ . 

于是 jφ φ→ ，又因为 1jφ = ， ( )( )p
j Mφ

⊥
∈  ，所以 1φ = ，且 ( )( )p Mφ

⊥
∈  。但是根据定理 3.5

有 0φ∆ = ，故 ( )p Mφ ∈ ，因 ( ) ( )( ) { }0p pM M
⊥

∩ =  ，所以 0 0φ φ= ⇒ = ，与 1φ = 矛盾，得证。 

定理 3.7 [10] (Hodge 分解定理)设 M 是 n 维 ∞
 紧定向黎曼流形，那么 

( )dim p M < ∞ . 

并且关于 M 上的光滑 p-形式空间 ( )pE M 的正交直和分解如下 

( ) ( )( ) ( ) Im ker

Im Im ker Im Im ker .

p p pE M E M M

dd d d d d  ∗ ∗ ∗

= ∆ ⊕ = ∆ ⊕ ∆

             = ⊕ ⊕ ∆ = ⊕ ⊕ ∆



                  
 

 
换种说法，即对 ( )pE Mω∀ ∈ ，存在 ( )1pE Mα −∈ ， ( )1pE Mβ +∈ ， ( )p Mγ ∈ 使得 

d dω α β γ∗= + + .                                  (3.5) 

且 , ,d dα β γ∗ 的分解是唯一的。因为 γ 是调和的，即 0dγ = ，并根据 Poincaré 引理得 ( ) 0d dα = 。 
假设ω 是一个闭 p-形式，那么 0dω = ，并且 d β∗ 在式子(3.5)是不存在的，所以得到一个更加简短的

Hodge 分解定理 
dω α γ= + . 

其中ω 、 γ 受 dα 的限制。 
要证明这个定理，则需要研究它按照内积的完备化空间 ( )2L M ，即证明 ( )p M 在 ( )2L M 中是一个

闭空间，并且 ( ) ( )( )p pM E M
⊥

= ∆ 和 ( )( ) ( )( )p pM E M
⊥

= ∆ 。 
证明利用 Laplace-Beltrami 算子的正则性容易得到 ( )p M 在 ( )2L M 中是一个闭空间，便不作详细介

绍。主要目的是介绍 ( ) ( )( )p pM E M
⊥

= ∆ 和 ( )( ) ( )( )p pM E M
⊥

= ∆ 。 
假设 ( )p M 不是有限维的，则在 ( )p M 中包含一个单位正交无穷序列{ }1,ω  ，而由定理 3.3 知

{ }1,ω  中存在一个 Cauchy 子列，但 

( ) ( )1 1 1 1 1

2 2 2
, 2 , 2

j j j j j j j j j jn n n n n n n n n nω ω ω ω ω ω ω ω ω ω
+ + + + +

− = − − = + − = .

 而距离 ( )1 1
, 2

j j j jn n n nρ ω ω ω ω
+ +

= − = ，因此{ }jω 不是一个 Cauchy 子列，故 ( )p M 是有限维的。 

设 ( )1, , tω ω 为 ( )p M 的规范正交基，则对 ( )pE Mα∀ ∈ 可以表示为 

( ) ( )
1

,
t

i i
i

H α α ω ω α β
=

= = −∑ , 

( )
1

,
t

i i
i

α β α ω ω
=

= + ∑ .                                  (3.6) 

其中 ( )( )p Mβ
⊥

∈  ，这是正交于 ( )p M 所有元素组成的 ( )pE M 的子空间，并且对于 ( )p Mγ∀ ∈ 有 
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( )( ) ( ) ( ), , ,H α γ α β γ α γ= − = .                             (3.7) 

然而，因为 ( )p M 是一个线性空间，所以对 ( )( )p Mβ
⊥

∈  有 

( )( ) ( ) ( ) ( )H H H H Hα α β α= − = .                           (3.8) 

设 ( )p Mω ∈ ，则对任意的 ( )pE Mα ∈ ，利用∆ 为自伴算子得 

( ) ( ), , 0ω α ω α∆ = ∆ = . 

从而 ( )( )pE Mω
⊥

∈∆ 。 

令 ( )( )pE Mγ
⊥

∈∆ ，则对任意的 ( )pE Mβ ∈ 有 

( ), 0γ β∆ = . 

由 Weyl 引理得 ( )p Mγ ∈ ，所以 

( )( ) ( )p pE M M
⊥

∆ = .                               (3.9) 

接下来证明 ( )( ) ( )( )p pE M M
⊥

∆ =  ，即要证明 ω α∆ = 总有一个解ω 。 
先证 ( )( ) ( )( )p pM E M

⊥
⊂ ∆ 。 

事实上，对 ( )( )pE Mω∀∆ ∈∆ ， ( )p Mα ∈ 有 

( ), , ,0 ) 0ω α ω α ω∆ = ∆ = =  

则 ω α∆ ⊥ ， ( )p Mω∆ ⊥ ，则 ( )( )p Mω
⊥

∆ ∈  ，即有 ( )( ) ( )( )p pE M M
⊥

∆ ⊂  。 

设 ( )( )p Mα
⊥

∈  ，通过对 Imφ∀∆ ∈ ∆ 诱导线性泛函 : Imτ ∆ →
有 

( ) ,τ φ α φ∆ = 。 
那么τ 是可以确定的。如果存在 1 2φ φ∆ = ∆ ，则 ( )1 2 0φ φ∆ − = ，即 ( )1 2

p Mφ φ− ∈ 从而 

1 2 1 2, , , 0α φ φ α φ α φ− = − = . 

而且这个时候τ 还是 ( )( )pE M∆ 上的有界线性泛函。令 ( )( )pE Mϕ∆ ∈∆ ， ( )( )p Mψ
⊥

∈  ，由(3.4)

和 Cauchy-Schwarz 不等式得 
( ) ( ) ,

c

c c

τ ϕ τ ψ α ψ

α ψ α ψ

             α ψ α ϕ

∆ = ∆ =

             ≤  ≤  

≤  ∆ =  ∆

                           (3.10) 

由 Hahn-Banach 定理，τ 可扩充为 ( ): pE Mτ →的线性泛函，因而τ 是 ω α∆ = 的一个弱解。由定

理 3.5 知 ( )pE Mω∃ ∈ ，使得 ( )( )pE Mω α∆ = ∈∆ 成立，从而 

( )( ) ( )( )p pM E M
⊥

⊂ ∆ . 

所以 

( )( ) ( )( )p pM E M
⊥

= ∆ . 

综上，Hodge 分解定理得证。 
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4. Hodge 分解定理的应用 

4.1. 格林算子 

对于一个给定的 p-形式α ，一定存在一个 p-形式 β 使满足方程 

( )Hβ α α∆ = − .                                 (4.1.1) 

由定理 3.7 有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1p p p pE M d E M d E M M− ∗ += + + , 

并且根据(4.1.1)也可以得 ( )d d Hα β α α∗+ = − 和 β 使 d dβ α β∗∆ = + 成立。令任意形式的 1β 、 2β 满

足(4.1.1)，得到方程组 

( )
( )

1

2

,

.

H

H

β α α

β α α

∆ = −


∆ = −
 

两式相减得 ( )1 2 0β β∆ − = ，即有 ( )1 2
p Mβ β− ∈ ，对于一个模调和形式，方程(4.1.1)存在一个唯一

解，我们把这个解记为 ( )Gβ α= 。并且 β 可以投影到 ( )( )pE M∆ 上，而在(4.1.1)中只有这部分可以代替 β 。

因此假设 ( )G α 没有调和贡献，将 β 带进(4.1.1)得 

( ) ( )G Hα α α= + .                               (4.1.2) 

并且对 ( )p Mγ∀ ∈ 有 ( )( ), 0G α γ = 。 
定理 4.1.1 (格林算子)令 

( ) ( )( )
( )

: ,

.

p pG E M M

G               α α ω

⊥
→

=


 

使得 ( ) ( )( )pG Mα
⊥

∈  为方程(4.1.1)的唯一解，其中 ( )Hα β α= ∆ + ，把这样的 G 称为格林算子。 
从 Hodge 分解定理和格林算子的定义得，对于任意一个 p-形式α ，存在一个 p-形式 ( )G α ，满足微

分方程(4.1.1) 

( ) ( )G Hα α α= − .                                (4.1.3) 

并且也满足(4.1.2)给出的相关条件。 
认识 G 的性质是至关重要的，这些性质在下面的引理中被揭示出来。 
引理 4.1.2 G 可以与任何由 Laplace 算子∆ 构成的线性算子交换，即 G 与 , ,d d ∗ ∆ 都可交换，若令

, ,T d d ∗= ∆ ，则有GT TG= 。 
引理 4.1.3 关于格林算子 G 的性质： 
a) G 是一个自伴随算子 

( )( ) ( )( ), ,G Gα β α β= .                             (4.1.4) 

对于任意的 p-形式 ,α β 都是成立的。 
b) G 是一个正算子 

( )( ), 0G α α ≥ . 

当且仅当α 是调和形式时成立。 
c) G 是一个有界算子，对 ( ) ( )( )pG Mα

⊥
∈  ， ( )pE Mα ∈ 和存在一个常数 0c > 恒有 
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( ) ( )2
G c Gα α α≤ . 

成立。 
证明 a) 根据 Hodge 分解定理和定理 4.1.1，设存在 p-形式 ,α γ 使得 

( ) ( )G Hα α α∆ = − ， ( ) ( )G Hγ γ γ∆ = − . 

由正交性得 ( )( ) ( )( ), ,H Hα γ α γ= ，因此有下列关系 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , ,G H Hα γ α α γ α γ α γ α γ∆ = − = − = ,              (4.1.5) 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , ,G H Hα γ α γ γ α γ α γ α γ∆ = − = − = .               (4.1.6) 

所以有 

( )( ) ( )( ), ,G Gα γ α γ∆ = ∆ . 

即 G 是一个自伴随算子。又因 G 和∆ 是可交换的，可得到下面的表达式 

( )( ) ( )( ), ,G Gα γ α γ∆ = ∆ ， ( )( ) ( ), ,G Gα γ α γ∆ = ∆ . 

有 ( )( ) ( ), ,G Gα γ α γ∆ = ∆ 。设 β γ= ∆ ，则有 ( )( ) ( )( ), ,G Gα β α β= 。因为 G 的范围不相交于调和子空间，

所以它没有影响。如果 β 有一个调和项，那么它不会做出任何的贡献，它投影出去，通过子空间的正交

性得到零，故 G 是一个自伴随算子。 
b) 因为 ( )G α 在 ( )p M 里面没有组成部分，通过应用定理 4.1.1 得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

, , ,

,

, ,

0

G G H G G G H

G G

d G d G dG dG

d G dG

α α α α α α α

                                        α α

                                        α α α α

                                        α α  .

∗ ∗

∗

∆ + = ∆ +

= ∆

= +

= + ≥

             (4.1.7) 

因此对于 p-形式 µ 有 ( ), 0µ µ ≥ 。 
令 ( )p Mα ∈ ，通过正交性有 ( )( ), 0G α α = ，假设 ( )( ), 0G α α = 并且 ( ) ,G α α 不是 0-形式，如果

( ) ( )( )pG Mα
⊥

∈  ，则 ( )p Mα ∈ 必须在正交子空间中。 

c) 设存在 ( )( )p Mβ
⊥

∈  使得 ( ) ( )( )pG Mβ α
⊥

∆ = ∈  ，并应用引理 4.1.2 得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
( )

2
, ,

, ,

, , ,

.

G G G G

G H

H

c c G

α α α β α

              β α β α α

              β α β α β α

              α β α β   α α

= = ∆

= ∆ = −

= − =

≤ ⋅ ≤ ⋅ ∆ = ⋅

                   (4.1.8) 

所以 G 是一个有界算子。 
引入 Green 算子和正交调和算子后，我们可以把定理 3.7 改写成一个更为简单的恒等式，即对于一个

p-形式α 有 

( ) ( )Id H Gα α= + ∆ .                             (4.1.9) 

所以黎曼流形上的 Hodge 分解定理也可以叙述为下面内容： 
定理 4.1.5 设 M 为 n 维 ∞

 黎曼流形，则 p 次调和空间 ( )p M 是有限维的，且存在格林算子 G，使得 
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( ) ( )Id H Gα α= + ∆                             (4.1.10) 

成立，其中 ( )H α 是 ( ) ( )p pE M M→ 的正交投影。 
根据 Hodge 分解定理和 G 的关系，对于方程 kα β∆ = ，若已知存在 ( )pE Mα ∈ ，并且 0α∆ ≠ ，利用

( ) 0HG α = 或者式子(4.1.10)能否得出极限 ( )lim k

k
G α

→+∞
∆ 存在或者收敛？ 

4.2. Laplace 算子∆的特征值及其应用 

定义 4.2.1 [10]给定 p，考虑一个 p-形式 ( )pE M 上的 Laplace-Beltrami 算子 ∆，对于一个实数 λ ，存

在一个不恒为零的 p-形式 µ 使得 µ λµ∆ = ，则把 λ 叫做 ∆ 的特征值，把任何 p-形式的 µ 称为 ∆ 对应于特

征值 λ 的特征函数。相应于一个固定特征值λ 的特征函数构成 ( )pE M 的子空间，叫做特征值λ 的特征空

间。很显然 0 是 ∆ 的一个特征值当且仅当 M 上存在非平凡的调和空间 ( )p M 是完全一致的 p-形式是调

和的。 
性质 4.2.2 [10] Laplace 算子∆ 的特征值的性质： 
1) ∆的特征值是非负的； 
2) ∆的特征空间 ( )pE Mλ 是有限维的； 
3) 相应于不同特征值的特征函数是正交的； 
4) 特征值无有限聚点。 
证明 1) 假设 λ 为 ∆ 的一个特征值， ( )0 pE Mα∃ ≠ ∈ ，使得 α λα∆ = ，所以 

( ) ( ) ( ) 2, , ,α α λα α λ α α λ α∆ = = = ,                     (4.2.1) 

又 d d d d∗ ∗∆ = +  ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

, , ,

, ,

0.

dd d d

d d d d

d d

α α α α α α

α α α α

α α

∗ ∗

∗ ∗

∗

∆ = +

             = +

             = + ≥

                        (4.2.2) 

即有 ( ) ( ) 2, , 0 0α α λ α α λ α λ∆ = = ≥ ⇒ ≥ ，因而∆ 的特征值是非负的。 
2) 反证法。假设 ∆的特征空间不是有限维的。设 0λ ≠ 是 ∆ 的特征值，存在一个无限正交的序列{ }ne ，

使得 n ne eλ∆ = ，并且 1ne = ， 1ne∆ ≤ 。利用定理 3.5 得在 ( )pE M 中，{ }ne 存在一个 Cauchy 子列。不

妨设这个 Cauchy 子列为{ }ne ，则给定 1ε < ，存在一个正数 ( )N ε ，使得当 ( ),n m N ε> 时， n me e ε− < ，

但这是不可能存在的，由{ }nα 是单位正交序列得 

( )2 , 2n m n m n me e e e e e− = − − = .

 而距离 ( ), 2n m n me e e eρ = − = ，因此，{ }ne 不是一个 Cauchy 子列，矛盾。故∆ 的特征空间是有限

维的。 
3) 设 λ µ≠ 是 ∆ 的两个不同特征值，对任意 ( ), pE Mα β ∈ ，使得 ,α λα β µβ∆ = ∆ = 。因而有

( ) ( ) ( ), , ,α β λα β λ α β∆ = = 。因为∆ 是一个自伴随算子，故 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,α β α β λα β λ α β∆ = ∆ = = ,                       (4.2.3) 

但是 

( ) ( ) ( ), , ,α β α µβ µ α β∆ = = , 

所以有 
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( ) ( ), ,λ α β µ α β= . 

整理得 

( )( ), 0λ µ α β− = . 

因为λ µ≠ ，所以只能是 ( ), 0α β = ，由此得到α β⊥ 。故α 和 β 是正交的。 
4) 反证法。设 ∆ 在 ( )pE M 上的特征值为 nλ ，则 [ )lim 0,nn

λ λ
→+∞

= ∈ +∞ ，即 0 1nλ λ≤ ≤ + 。 
设{ }ne 是与特征值{ }nλ 相关的 ∆ 的特征值正交化的特征函数集， i jλ λ≠ 是 ∆ 的两个特征值，取 ne 使

得 
n n ne eλ∆ = . 

且 
1ne = . 

于是 

1 1ne λ= ≤ + ， 1n n n ne eλ λ λ∆ = = ≤ + .                      (4.2.4) 

所以对于任意 0j > 有 lim jj
λ λ

→+∞
= 。 

由定理 3.3 和定理 3.7 知{ }ne 有子列{ }jne 为 ( )pE M 的 Cauchy 序列。但是对于不同特征值的特征形

式是正交的，得 

( )1 1
, 2

j j j jn n n ne e e eρ
+ +

= − = . 

显然，此时{ }jne 不可能是一个 Cauchy 序列，矛盾。因此，特征值没有有限聚点。 
推论 4.2.3 Laplace 算子∆ 有一个正的特征值，并且它是一个能发散到 +∞ 的整个特征值序列。 
证明下面的论证过程可以应用于得到最小的特征值 1λ 的存在性结论，迭代此过程，生成一个特征值

序列 1 20 nλ λ λ< ≤ ≤ ≤ ，每个特征值对应的特征函数为 1 2, , , nω ω ω ，它们可以被规范标准化，特征函数

集{ }1 2, , , nω ω ω 张成了 ( )( )p M
⊥

 的一个线性子空间，称为 nV ，这时有映射 

( )( ) ( )( ): p p
n nG M V M V

⊥ ⊥
⊕ → ⊕  , 

( )( ) ( )( ): p p
n nM V M V

⊥ ⊥
∆ ⊕ → ⊕  . 

定义 

( )( )
1

1
sup

p
n

n

M V

G
β

β

µ β
⊥

+
=

∈ ⊕

=



.                             (4.2.5) 

结果表明 1
1 1n nλ µ −

+ += 是∆ 的一个特征值。此外，因为 

( )( ) ( )( )1
p p

n nM V M V
⊥ ⊥

−⊕ ⊂ ⊕  . 

所以有 

( )( ) ( )( )1

1
1 1

sup sup

p p
n n

n n

M V M V

G G
β β

β β

µ β β µ
⊥ ⊥

−

+
= =

∈ ⊕ ∈ ⊕

= ≤ =

 

.                   (4.2. 6) 

利用等式(4.2.6)得 1n nλ λ+ ≥ 。 

设{ } ( )( )p
j nM Vβ

⊥
∈ ⊕ 是 1nµ + 上的极大化序列，即当 j → ∞ 时 1jβ = 和 1j nGβ µ +→ 。因为 G 是

自伴随算子，所以对于 j → ∞ 有 
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( )2 22 2 2 2 2 4
1 1 1

2 22 2 4
1 1 1

24 2
1 1

2 ,

2

0.

j n j j n j j n

n j n j n

n n j

G G G

G G

G

β µ β β µ β β µ

µ β µ β µ

µ µ β

+ + +

+ + +

+ +

− = − +

                           ≤ − +

                           = − →

                  (4.2.7) 

所以 2 2
1 0j n jG β µ β+− → 。令 1j j n jGψ β µ β+= − ，则有 

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

2 2 2
1 1 1

1 1

1

2
1

, ,

,

,

,

j j n j j j n j n j

j j n j n j

j j n j

j j n j

G G

G G

G

G

ψ β µ β ψ ψ µ β µ β

ψ ψ µ β µ β

ψ ψ µ ψ

ψ ψ µ ψ

+ + +

+ +

+

+

− = + −

                                = + −

                                = +

                                = +

                
2

1 0.n jµ ψ+                ≥ >

                  (4.2.8) 

最后一个不等式源于 G 是一个正算子。由于(4.2.7)的左边在 j → ∞ 时接近于 0，所以当 j → ∞ 时
2

0jψ → ，有 

1 0j n j jGβ µ β ψ+− = → . 

又因为 jGβ 和 j jGβ β∆ = 都是有界的，所以通过定理 3.3， jβ 一定存在一个子序列，把它记为

{ }jβ 使得{ }jGβ 是一个 Cauchy 序列。显然，可以通过极限在 ( )pE M 上定义一个线性泛函 L 使得 

( ) ( ) ( )1lim , , p
n jj

L G E Mσ µ β σ σ+→∞
= ∈ .                       (4.2.9) 

然后对于 ( )( )p
nv M V

⊥
∈ ⊕ ，用

1

1

n

v
µ +

 
∆ − 

 
代替(4.2.9)中的σ 。由于∆ 是一个自伴随算子，即有 

( )

( )

1
1 1

1 1
1

1 1
1

1 1lim ,

1lim , ,

1lim ,

n jj
n n

n j n jj
n

n n j jj
n

L v G v v

G v G v

G v

µ β
µ µ

µ β µ β
µ

µ µ β β
µ

+→∞
+ +

+ +→∞
+

+ +→∞
+

    
∆ − = ∆ −         

 
                           = ∆ −  

 
 

                           = − 
 

                     ( )( )1lim , 0.n j jj
G vµ β β+→∞

      = − =

                (4.2.10) 

因此 L 为方程 

1

1 0
n

v
µ +

 
∆ − = 

 
. 

的一个非平凡弱解。设 1
1 1n nλ µ −

+ += ，利用定理 3.5，对于 ( )pv E M∀ ∈ 和 L 为方程 1 0nv vλ +∆ − = 的一个弱解，

则存在一个 ( )1
p

n E Mω + ∈ 使得对 ( )pE Mβ∀ ∈ 有 

( ) ( )1,nL β ω β+= . 

因为 1nω + 满足方程 

1 1 1n n nω λ ω+ + +∆ = . 

即定义的 1nλ + 是∆的一个特征值。 
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性质 4.2.4 设∆在 ( )pE M 上的特征值为 

1 20 ,n nλ λ λ λ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ → +∞  . 

而每个 ∆ 的特征值 λ 都包含在序列{ }nλ 中，并且相应于 λ 的特征值空间的维数 ( )dim pE Mλ 为 nλ λ= 的个

数。设 ne 为 ( )pE M 中对应于特征值 nλ 的规范正交的特征形式，更进一步，关于内积 ( ), ，空间 ( )pE M 是

完全的，即对于 ( )pE Mα∀ ∈ 有 

( )
1

lim , 0
n

i in i
e eα α

→+∞ =

− =∑ . 

证明 因为特征值无有限聚点，所以 ∆ 在 ( )pE M 上的特征值的集合为至多可数集，并且可以按从小

到大排序为 1 20 nλ λ λ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ， nλ → +∞ ，由于 ( )pE M 是无限维的，故 ( )( ) { }0p
nM V

⊥
⊕ = ≠ ∅ ，

从而有可数个 iη 和 iλ 。设 ( )( )p Mβ
⊥

∈  使得 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

, , , ,
n n n n

i i i i i i i i
i i i i

G G e e G e e e Ge e eβ α α α α α α α
= = = =

 = ∆ − = − − = − 
 

∑ ∑ ∑ ∑ .      (4.2.11) 

由引理 3.2 和定理 3.7 可以知道{ }ie 可以被标准化，也就是说当 i j≠ 时 ( ), 0i je e = ，即有 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

1 1

, , ,

, ,

, , .

n n n

i i i i i i
i i i n

n n

j j i i
i n j

n n

i i i i
i n i n

e e e e e e

G G e e e e

G G e e G e e

α α α α α

β β α

β β β β

= = = +

= + =

= + = +

− = − −

 
                           = − + 

 

                            = − = − 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

            (4.2.12) 

然而对于任意的 ( )( )1
p

nv M V
⊥

−∈ ⊕ ，根据推论 4.2.4 可以知道 1nGv vµ +≤ ，所以 

( ) ( ) ( )
1 1 11 1

1 1, , ,
n n n

i i i i i i
i i i nn n

e e G e e e eα α β β β β β
λ λ= = = ++ +

 − = −  ≤ −  ≤   
 

∑ ∑ ∑ .       (4.2.13) 

因为 β 是一个固定的数，所以当 n → ∞ 时

 

( )
1

lim , 0
n

i in i
e eα α

→+∞ =

− =∑ . 

命题 4.2.5 若 λ 是 ∆的特征值并且 c λ> − ，那么对于 ( )pE Mβ∀ ∈ ，方程 ( )cI α β∆ + = 有解。 
证明 设 1 2,λ λ 为 ∆ 的特征值且 1 2λ λ≠ ，则对于 ( ), pE Mβ α∀ ∈ 有 

1 2,β λ β α λ α∆ = ∆ = .                               (4.2.14) 

即可得到 2
2α λ α∆ = ∆ ，对于方程 ( )cI α β∆ + = 有 

2 cIα α β∆ + ∆ = ∆ . 

由(4.2.14)和 Laplace 算子特征值的定义得 

2 1cIλ α α λ β∆ + ∆ = . 

把方程化为 

1

2 c
λα β

λ
∆ =

+
. 
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根据弱解存在和 Hodge 分解定理易知，存在一个线性泛函 ( ): pE Mι →是方程 1

2 c
λα β

λ
∆ =

+
的弱

解。反过来由定理 3.5 得，对于任意的 ( )pE Mβ ∈ ，存在一个 ( )pE Mα ∈ 是方程 1

2 c
λα β

λ
∆ =

+
的常解。 

因此对于 ( )pE Mβ∀ ∈ 存在一个 ( )pE Mα ∈ 使得 ( )cI α β∆ + = 有解。 

5. 拉普拉斯方程 

5.1. 拉普拉斯方程的迭代解 

本节主要应用格林算子和 Laplace 算子∆ 的特征值以及 Hodge 分解定理求解拉普拉斯方程，讨论拉

普拉斯方程解的存在性问题。 
性质 5.1.1 设 M 是紧黎曼流形， nλ 是 ∆ 的特征值，对 ( )p

nv E M∀ ∈ 有 n n nv vλ∆ = 。 
因为∆ 在 ( )pE M 上的特征值满足 1 20 nλ λ λ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ， nλ → +∞ ，所以根据定理 3.4 和定理 3.5，

设 ∆ 的特征值为 

( )

( )
( )

( )
( )

, ,
inf

, ,p
n

n n n n
n

v E M n n n n

dv dv dv dv
v v v v

λ
∈

= = ,                         (5.1.1) 

由 Sobolve 不等式，对 ( )pE Mϕ∀ ∈ ， t ∈有 

( ) ( )( )
( )

,
,

n n
n

n n

d v t d v t
v t v t

ϕ ϕ
λ

ϕ ϕ
+ +

≥
+ +

. 

这个表达式关于 t 是可微的，在 0t = 时有极小值，所以对于 ( )pE Mϕ∀ ∈ 有 

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )

0

,
,

, , ,
2

, , ,

2 , ,

0.

n n

n n t

n n n n

n n n n n n

n n n

d v t d v td
dt v t v t

dv d dv dv v
v v v v v v

dv d v

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ λ ϕ

=

+ +

+ +

 
= − −  

 
= −

=

                         (5.1.2) 

又 ( ), , , 1, , 1i j ijv v i j nδ= = − ，即有 ( ), 0n iv v = ，且 

( ) ( ) ( ), , , 0n i i n i i ndv dv dv dv v vλ= = = . 

因此，对于任意的 ( )pE Mϕ ∈  

( ) ( ), , 0n ndv d vϕ λ ϕ− = . 

这意味着 nv 是方程 

( ) ( ) ( )1 1n n
n n nM M

dv x d x Gdx dx v x Gdx dxϕ λ ϕ∧ ∧ = ∧ ∧∫ ∫   

的解。因此 ( )nv M∞∈ 且 n n nv vλ∆ = 。 
命题 5.1.2 如果在 n 维光滑紧定向黎曼流形 M 上有 ( )2α α∆ = ∆ ∆ ，那么对于任意的 ( )pE Mβ ∈ ，双

拉普拉斯方程 2α β∆ = 有解。 
证明 设 ( )pE Mβ γ∃ = ∆ ∈ ，则对于 ( )2α α β∆ = ∆ ∆ = 有 

γ β∆ = . 
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由弱解存在性和定理 3.7 知存在一个线性泛函 ( ): pE Mι →是 γ β∆ = 的弱解，并且根据定理 3.5 可

以知道 ( )pE Mγ∃ ∈ 是 γ β∆ = 的常解。 
同样地，对于给定的 ( )pE Mγ ∈ ，方程 α γ∆ = 存在 ( )pE Mα ∈ 是方程 α γ∆ = 的解。因此，根据定

理 3.5 和弱解存在性知，对 ( )pE Mβ∀ ∈ ，总存在一个 ( )pE Mα ∈ 使得 2α β∆ = 成立。所以方程 2α β∆ =

有解。 
性质 5.1.3 设 λ 为 ∆的特征值，对于任意的 ( )pE Mω ∈ ，对方程 ω λω∆ = 依次进行迭代有 

2 2 3 3, , , t tω λ ω ω λ ω ω λ ω∆ = ∆ = ∆ = . 

对于任意的 ( )pE Mω ∈ ，从特征值为 λ 的特征方程出发， 2 2ω λ ω λ ω∆ = ∆ = ，不断进行迭代，迭代足

够的次数后，得到稳定的数值，总有 ( )1 1t t t t nω λ ω λ ω−∆ = ∆ = ≤ ≤ 。 
由定理 3.7 得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2p p p pE M E M M E M ∆ = ∆ ⊕ ∆ = ∆ .                 (5.1.3) 

因此 ( )( )pE M∆ 的像与 ( )( )2 pE M∆ 是一样的，即 2Im Im∆ = ∆ 。对(5.1.3)依次递推迭代下去有 
2Im Im Im t∆ = ∆ = = ∆ . 

其中 0 t n < ≤ 。根据它们在向量空间的维数关系也可以得到 
10 dim ker dim ker n n  +< ∆ ≤ ≤ ∆ ≤ .                       (5.1.4) 

又因为 ( )( ) ( )( ) ( )( )2p p t pE M E M E M∆ = ∆ = = ∆
，有 ker ker t∆ = = ∆ 。 

根据 Hodge 分解定理，对于方程 t tω λ ω∆ = ，利用(5.1.3)和(5.1.4)进行迭代，发现当 2k = 时出现迭代

解。 
推论 5.1.4 在外微分形式上对任意的 ( )pE Mω ∈ 方程 , 1k kα ω∆ = ≥ 有周期解。 
证明 1˚首先 1k = 时 α ω∆ = 成立，根据正则性定理和弱解存在性知道此方程有解。 
对于 2k ≥ 的情形，把 k 分为奇偶数进行讨论，对不同的 k 值进行研究。 
2˚当 2k ≥ 的偶数时，考虑整体内积 ( ),kω ω∆ 。由 kα ω∆ = 有 

( ) ( ) 2, ,kα ω ω ω ω∆ = = . 

结合∆ 为自伴随算子和 ( )1k kα α−∆ = ∆ ∆ 得 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )2 2

2 1 1

2 2 3 3

, , ,

, ,

,
k k

k k k

k k

ω α ω α ω α ω

α ω α ω

α ω

− −

− −

= ∆ = ∆ ∆ = ∆ ∆

        = ∆ ∆ = ∆ ∆

        = = ∆ ∆

                     (5.1.5) 

此时 2 2
k k

α ω ω∆ = ∆ = 。 
如若考虑 2 pk = ，逐步实施上述对半方法，有 

1 22 2 2 2p p
ω α α α α α

−
= ∆ = ∆ = = ∆ = ∆ = ∆ .                     (5.1.6) 

仔细观察发现周期为 1。 
若 k 为偶数但不是 2 p 次形式，经过若干次折半过程，有 

2
k

k kω α α α= ∆ = ∆ = = ∆


 . 

这里 k为最小偶数。 
所以在 k 为 2k > 的偶数时，得到 k/2 拉普拉斯算子的模为ω ，且若要出现周期解，除非 2k = 。 
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3˚ k 为奇数的情形。首先 3k = 时有 3α ω∆ = ，利用∆ 为自伴随算子得 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 2, , , ,ω ω ω ω α ω α ω α= = ∆ = ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ .                 (5.1.7) 

于是 α ω∆ = 和 2ω ω∆ = 。 
同理，对于 5α ω∆ = 有 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 5 4 2 2, , , ,ω ω ω ω α ω α ω α= = ∆ = ∆ ∆ = = ∆ ∆ ∆ .              (5.1.8) 

此时有 2α ω∆ = 和 3ω ω∆ = 。不断地对 k 为奇数时进行上述方法计算，发现总有
1

2
k

α ω
−

∆ = ，且
1

2
k

ω ω
+

∆ = 。

并且方程
1

2
k

ω ω
+

∆ = 在 3k = 时方程出现不动解ω 。 
如果不考虑把 k 分为奇偶数进行讨论，对它进行迭代求解，则有下面的结果。 
当 1k = 时，方程 α ω∆ = 有解。 
对于 2k ≥ 的情况，利用迭代 ( )1k kα α−∆ = ∆ ∆ ，不断的进行迭代发现，总有 

2 1k kα α α α ω−∆ = ∆ = = ∆ = ∆ = . 

此时，方程的特征值是为 1 的 p 次形式 ( )pE Mω ∈ ，利用定理 3.5 和定理 3.7 知道，该方程总是有解，并

且在 2k = 时出现周期解，且周期为 1。 
因此，对于方程 , 1k kα ω∆ = ≥ ，我们总能找到一个 ( )pE Mα ∈ 使得方程有周期解。 

5.2. 待解决的问题 

在这一部分中我们提出一些值得进一步研究的问题。 
1) 设Ω是有边界的分段光滑有限区域， kλ 是第 k 个 Laplace 算子狄利克雷特征值，则有下列估计式

成立 

( )

2

2

24 n

n
k

n

k
Vol

λ
ω Ω

π
≥ . 

其中 nω 是 n
 上单位球的体积，这就是 Pólya 猜想。Pólya 本人证明了当 2k = 时有 

22

1

3,λ
λ

≤ Ω ⊂  . 

但是关于 Pólya 猜想是否与格林算子和 Laplace 算子∆ 存在着直接的关系，即能否利用 Pólya 猜想计

算高阶拉普拉斯方程的解。 
2) 在复流形上 M，要使方程 ω β∆ = 有解，是否要求 ,ω β 全纯？即 0ω∂ = ， 0β∂ = 。 
3) 如何以 2, , , kω β ω α ω γ∆ = ∆ = ∆ = 为主线，揭示 Hodge 分解定理、格林算子的妙用？或者可附加

什么条件以使得利用谱分析得到形式幂级数解。 
4) 设 1Ω 和 2Ω 是 n

 上的两个光滑区域，并且 Laplace 算子作用于 1Ω 和 2Ω 的具有零边界条件的函数

且相同的特征值(计算重数)，那么 1Ω 和 2Ω 是否等度同胚。 
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