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摘  要 

不同于线性偏微分方程，积分偏微分方程的零能控性与剩余可控性之间关联不大。利用儒歇定理、拉普

拉斯变换等方法分别得到具有三种常用积分核的二阶积分偏微分方程的非剩余可控性。这类结果是对积

分偏微分方程能控性的补充。 
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Abstract 
Unlike linear partial differential equations, the null controllability of integro-differential equations 
is not related to controllability to rest. Using Rouché’s theorem, Laplace transform and so on, we 
obtain that second order integro-differential equations with three common integral kernels which 
cannot be controlled to rest, respectively. This result is a supplement to the controllability of inte-
gro-differential equations. 
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1. 介绍 

众所周知，由线性偏微分方程支配的控制系统的状态在某一时刻达到目标零后，这一时刻后不施加

控制的状态都为零。前者我们称为零能控性，后者称为剩余可控性。然而由于积分项的累加作用，这一

结论对于由积分偏微分方程支配的控制系统不再成立。文献[1]讨论了一阶积分偏微分方程的剩余可控性，

对于大部分积分核函数，控制系统都是非剩余可控的。另一方面，为了得到剩余可控性，不仅要控制系

统在某一时刻的状态，而且要控制在同一时刻的积分项。此时，必须施加移动控制使得控制函数的支集

随着时间的改变而覆盖整个空间(如，[2] [3] [4])。关于积分偏微分方程的能控性问题，可以参考[5] [6] [7]
及相关引用文献。 

受文献[1]启发，本文考虑二阶积分偏微分方程的剩余可控性。与文献[1]相比，为得到类似的结果，

相应核函数中的指标会发生改变。这类可控性问题的结论是进一步探讨最优控制问题的理论基础。 

2. 定理及其证明 

考虑如下二阶积分偏微分方程的边界控制： 
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其中 0α > 是常数， θ 是状态， ( )2 0,locu L∈ +∞ 是控制， ( )1
01 0,Hθ π∈ 和 ( )2

2 0,Lθ π∈ 是初值，并且

( )2 0,locN L∈ +∞ 是积分核函数。为方便起见，记 ( ), ;x t uθ 是系统(1)对应控制 u 在位置 x 和时刻 t 的解。对

于任意给定的 u 和 0T > ，有  
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积分核的性质通常和材料有关，常见的核函数有三种形式： 
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这里 ( )Γ ⋅ 表示伽马函数。 
定义 1. 初值 ( ) ( ) ( )01

1 2
2, 0, 0,H Lθ θ π π∈ × 称为剩余可控的，如果存在时间 0T > 和控制 ( )2 0,u TL∈ 使

得 

( ) ( ) ( )0, , ; 0, , 0, .u t x t u t T xθ π= = > ∈  

如果任意初值皆是剩余可控的，则称系统(1)是剩余可控的。进一步，如果控制时间 T 与初值无关，则称

(1)在 T 时刻剩余可控。 
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其中 nθ 满足 
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这里 ,⋅ ⋅ 表示 ( )2 0,L π 中的内积。因此，若初值 ( )1 2,θ θ 是剩余可控的，则对于任意 n +∈ ，(3)的解一定

有紧支集。令 N̂ 表示 N 的拉普拉斯变换，则 nθ 的拉普拉斯变换为 
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设 ( ){ }2ˆ 0, , suppf L ff= +∞∈ 是紧的 。如果(1)在 T 时刻剩余可控，则对于任意 

( ) ( ) ( )01
1 2

2, 0, 0,H Lθ θ π π∈ × ，存在 ( )û λ ∈ 使得对于任意 n +∈ ，有 n̂θ ∈ 。因为中的元素都是整函

数，因此当 ( )( )2 2 ˆ 0n Nαλ λ+ + = 时，一定有插值问题 
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对于任意{ } { } 2
1 2,n n lnθ θ ∈ 都可解。利用拉普拉斯变换的定义知，(5)转化为矩量问题 
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∫                               (6) 

为得到系统(1)在 T 时刻非剩余可控，接下来试图证明 ( )( )2 2 ˆ 0n Nαλ λ+ + = 存在根时，(6)不成立。 
引理 1 [8]. 设 C 为一闭曲线，若函数 ( )f z 和 ( )g z 在 C 所围区域内及 C 上均解析，且在 C 上有

( ) ( )f z g z> ，则有函数 ( )f z 和 ( ) ( )f z g z+ 在 C 所围区域内的零点个数相同。 
此引理称为儒歇定理，可以用于考查函数零点的个数及其分布情况。下面的定理利用儒歇定理得到 

方程 ( )( )2 2 ˆ 0n Nαλ λ+ + = 的根有无穷个且存在收敛子列，最后得到矩量问题(6)对不满足 2
1 0

n
n

n

θθ
λ

+ = 的初

值不可解。 
定理 1. 若 ( )ˆ 0Nα λ+ = 存在根，则系统(1)在 T 时刻非剩余可控。 
证明 设 ( )ˆ 0Nα λ+ = 的根为 0λ ，考虑以 0λ 为圆心的一个圆盘 ( )0B λ 使 ( )N̂α λ+ 无奇点且存在 0 0µ >  
使得 
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ˆ ,  .N Bλ µ λα λ> ∀ ∈∂+  

设
0( )max Bv λ λ λ∈∂= ，则对于充分大的 n 一定有 

2 2
0 .n vµ >  

因此，在圆盘 ( )0B λ 的边界上应用引理 1 知，对于充分大的 n， ( )( )2 2 ˆ 0n Nαλ λ+ + = 存在根{ } ( )0n Bλ λ⊂ 。
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假设(1)在 T 时刻剩余可控。由于{ } ( )0n Bλ λ⊂ ，所以存在收敛子列，不妨仍记为{ }nλ 。设{ }nλ 收敛于 µ ，

并选取{ } { }1 2,n nθ θ 满足对于充分大的 2 1n k= + 有 
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否则(6)不成立。故与假设矛盾，进而得到结论。 

定理 2. 设 0α = ， ( )ˆ 1N τλ
λ

= ， 0τ > ，则(1)在 T 时刻非剩余可控。 

证明 方程 ( )2 2 ˆ 0n Nλ λ+ = 转化为 
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定理 3. 设 ( )ˆ 1N σλ
λ

= ， ( )0,1σ ∈ ，则(1)在 T 时刻非剩余可控。 

证明 利用反证法，假设(1)是剩余可控的，则 û∈ ，且 
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由 ( )0,1σ ∈ 计算得，对于任意 n +∈ 有 
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于是当 0ρ +→ 且 1 0nθ ≠ 时， ( )û ρ 无界。从而产生矛盾，结论得证。 
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注 1. 事实上，定理 3的结论可以由定理 1得到。这里针对不同形式的核函数提供了另外的证明方法，

便于找到更多满足条件的核函数。 

3. 小结 

注意到 e tγβ 的拉普拉斯变换为
β

λ γ−
，函数

( )
1

1 !

mt
m

−

−
的拉普拉斯变换为

1
mλ
，积分核

( )
1

1 rr tΓ −
的拉

普拉斯变换为 1
1

rλ − 。因此，分别由定理 1~3 知，三者对应的控制系统皆非剩余可控。同理，可以讨论施

加内部控制的控制系统的非剩余可控性。 
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