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摘  要 

分裂可行性问题(Split feasibility problem, SFP)是寻找与非空闭凸集距离最近的点，并使得该点在线性

变换下的像与另一非空闭凸集的距离最近。作为一类产生于工程实践的重要优化问题，在医学、信号处

理和图像重建领域中被广泛应用。本文在Hilbert空间中，提出一种求解分裂可行性问题的超松弛投影算

法。首先在CQ算法上引入改造的Halpern迭代序列和多个参数；然后在一定条件下，证明算法的强收敛

性；数值实验结果验证了提出算法的有效性。 
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Abstract 
The splitting feasible problem is to find the point closest to a non-empty closed convex set and 
make the image of the point under linear transformation closest to another non-empty closed 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2023.139280
https://doi.org/10.12677/pm.2023.139280
https://www.hanspub.org/


薛中会，陈昱 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.139280 2726 理论数学 
 

convex set. Split feasible problem is an important optimization problem, arising from engineering 
practice, and is widely used in the fields of medicine, signal processing and image reconstruc-
tion. In this paper, an over-relaxed projection algorithm is presented for solving the split feasible 
problem in Hilbert space. Firstly, the modified Halpern iteration sequence and several parameters 
are introduced into the CQ algorithm. Then, under certain conditions, the strong convergence of 
the algorithm is proved. Finally, the numerical results show that the proposed algorithm is effec-
tive. 
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1. 引言 

设 C、Q 分别是 Hilbert 空间 H1、H2上的非空闭凸子集， 1 2:A H H→ 是一个有界线性算子。所谓分

裂可行性问题(Split Feasibility Problem, SFP)就是要找到一点 x，满足 
, .x C Ax Q∈ ∈                                    (1.1) 

该问题是由 Censor 和 Elfving [1]首次在有限维 Hilbert 空间中提出的，且在医学、信号处理、图像重

建等方面被广泛应用[2] [3] [4] [5]。本文中，I 表示恒定算子，定义 1:f H → 为 

( ) ( ) 21 ,
2

k k
Qf x I P Ax= −  

其中 QP 表示在闭凸集 Q 上的投影。凸函数 ( )f x 是可微的其梯度为 

( ) ( )* ,Qf x A I P Ax∇ = −  

其中 *A 是线性算子 A 的伴随算子。 
为了解决 SFP 问题，很多学者提出各种各样的算法[6]-[11]。其中部分学者使用多重投影的方法得到

求解 SFP 的迭代算法，但这些迭代算法需要计算矩阵的逆，矩阵逆的计算需要花费大量时间并且不容易

求解，进而会影响算法的迭代效率。为了克服上述不足，Byrne [7]首先提出了 CQ 算法，迭代公式为 

( )( )1 * ,k k k
C Qx P x A I P Ax+ = − −λ                             (1.2) 

其中步长 2
20,
A

 
∈ 
 
 

λ 。受 CQ 算法的影响，Wang 和 Xu [12]通过引入系数 kα ，利用压缩算子去逼近一

个非扩张算子，提出了修正的 CQ 算法 

( ) ( )( )1 *1 .k k k
C k Qx P x A I P Ax+  = − − − α λ                         (1.3) 

其中，{ } ( )0,1k ⊂α ，当{ }kα 满足以下条件时： 
1) lim 0kk→∞

=α ； 

2) 
0

k
k

∞

=

= ∞∑α ； 
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3) 1
0

k k
k

∞

+
=

− < ∞∑ α α ，或者 1lim 0k k

k
k

+

→∞

−
=

α α
α

。 

证明了(1.3)式强收敛于分裂可行性问题的最优解。López 等人[13]在 CQ 算法上引入新的选择步长的 

方法，步长
( )
( ) 2

k
k k

k
k

k

f x

f x
=

∇

ρ
λ ，其中 ( )0,4k ∈ρ ，进而证明了具有此步长的算法(1.2)式弱收敛于 SFP 的解。 

在此基础上又引入 Halpern [14]迭代思想，迭代公式为 

( ) ( )( )1 1 ,k k k k
k C k kx u P x f x+ = + − − ∇α α λ                          (1.4) 

其中，u 是 C 的不动点， [ ]0,1k ⊂α ， ( ) ( )*
Qf x A I P Ax∇ = − ，

( )
( ) 2

k
k k

k
k

k

f x

f x
=

∇

ρ
λ ，并证明了(1.4)式强收敛

于 SFP 的最优解。 
本文通过在 CQ 算法上引入改造的 Halpern 迭代序列和多个参数，提出了一种求解分裂可行性问题的

超松弛投影算法，并在一定条件下，证明了该算法的强收敛性。 

2. 预备知识 

本文中假设 SFP 有解，设 H 是 Hilbert 空间， ,⋅ ⋅ 表示内积， ⋅ 表示对应的范数，I 表示 Hilbert 空间

上的单位算子， ( ) { }:Fix T x x Tx= = 表示算子 T 的不动点集合。{ }kx 是 H 中的一个序列，x H∈ ， jk kx x∈  
是{ }kx 的子序列，“”表示弱收敛，“→”表示强收敛。 ( ) { }: lim jkk

j
x z H x z

→∞
= ∈ ωω 表示 kx 的弱

收敛簇。 
定义 2.1 [8]令 :F H H→ 为非线性算子，称 
F 是非扩张算子，如果 

, , ;Fx Fy x y x y H− ≤ − ∀ ∈  

F 是固定非扩张算子，如果 
2 , , , ;Fx Fy x y Fx Fy x y H− ≤ − − ∀ ∈  

F 是α -平均算子，如果 

( )1 ,T I R= − +α α  

其中 ( )0,1∈α ，I 是单位算子， :R H H→ 是非扩张算子。 
F 是 L-Lipschitz 连续，其中 0L ≥ ，如果 ,x y H∀ ∈  

,Fx Fy L x y− ≤ −  

如果， 0 1L≤ < ，则 F 称为 L-压缩映像 
定义 2.2 设C H⊆ 是非空闭凸集，对任意 x H∈ ，x 到 C 上的投影定义为： 

( ) { }arg min .CP x y x y C= − ∈  

显然，若 x C∈ ，则 ( )Cx P x= 。投影 CP 具有下面重要的性质。 
引理 2.1 设C H⊆ ，是非空闭凸集，则对任意 ,x y H∈ ，有 

( ) ( ), 0,C Cx P x z P x z C− − ≤ ∀ ∈ ； 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
,C C C CP y P x y x P y P x− − ≥ − ； 
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( ) ( )2 22 ,C CP x z x z P x x z C− ≤ − − − ∀ ∈ ； 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 1 1C C C CP x P y x y P x P y− ≤ − − − − − ； 

( ) ( ) 2
C CP x P y x y− ≤ − . 

引理 2.2 设 ,x y H∈ ， ,t s R∈ 。其中 R 是实数集。则有 
2 2 2 , ;x y x y x y+ ≤ + +  

( ) ( )2 2 2 2 ;tx sy t t s x s t s y st x y+ = + + + − −  

( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 .tx t y t x t y t t x y+ − = + − − − −  

引理 2.3 [15]设 ( ) ( )*
Qf x A I P Ax∇ = − 是 Lipschitz 连续，问题(1.1)的解集是非空的。当且仅当

( )Cz P I f z= − ∇α ， z H∈ 时，z 是问题(1.1)的解。 
引理 2.4 [16]设 :T H H→ 是 ( ) 0Fix T ≠ / 的非扩张映射。如果{ }kx 是 H 中的一个弱收敛于 *x 的序列，

并且 ( ){ }1 kT x− 强烈收敛到 0，则 ( )lim 1 0k

k
T x

→∞
− = 。 

引理 2.5 [16]假设{ }ks 是满足以下条件的非负实数序列 

( )1 1 , 0,k k
k k k ks s k+ ≤ − + + ≥γ γ δ β  

其中{ }kγ ，{ }kβ ，{ }kδ 满足条件 

1) { } [ ]0,1k ⊂γ ， 0 kk
∞

=
= ∞∑ γ ； 

2) limsup 0k k→∞ ≤δ ； 

3) 0k ≥β ， 0 kk
∞

=
< ∞∑ β 。 

则 lim 0k

k
s

→∞
= 。 

引理 2.6 [15] [17]设 ( ) 21:
2 Qf x Ax P Ax= − ， ( ) ( )*

Qf x A I P Ax∇ = − ，L 是 ( )f x∇ 的 Lipschitz 常数，

有 

( ) ( ) , , ,f x f y L x y x y H∇ −∇ ≤ − ∀ ∈  

对于任何
20,
L

 ∈ 
 

α ， ( )CP I f− ∇α 是
2

4
L+α -平均算子[14]，也是非扩张的。 

证明：设 ( ) 2 21
4 4C

L LP I f I+ + − ∇ = − + 
 

α αα 。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 21 1
4 4 4 4

2 21
4 4
.

C CP I f x P I f y

L L L Lx R x y R y

L Lx y R x R y

x y

− ∇ − − ∇

+ + + +   = − + − − −   
   

+ + ≤ − − + − 
 

≤ −

α α

α α α α

α α
 

其中 :R H H→ 是非扩张的。 

3. 超松弛投影算法及其强收敛性 

以下将提出一种求解分裂可行问题的超松弛投影算法，并证明其强收敛性。该算法过程如下： 
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算法 
设 C、Q 分别是 Hilbert 空间 H1，H2上的非空闭凸子集， 1 2:A H H→ 是一个有界线性算子。对于任

意选取的初始点 0
1x H∈ ，算法迭代序列为 

( ) ( ) ( )( )1 : , 0.k k k k k k
k k k C k kx t h x x P x D x f x e k+ = + + − ∇ + ≥γ λ α               (3.1) 

其中 ( ) ( )* 1 Qf x A P Ax∇ = − ，{ } ( )0,1kt ⊂ ，{ } ( )1,1k ⊂ −γ ，{ } ( )0,2k ⊂λ ， 1k k kt + + =γ λ 。 1:h H → 是ϕ -
压缩映射，且 [ )0,1∈ϕ 。 ( ) 1:D x H → 是线性有界算子且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0: : .k k kf x D f x f x D x f x x∞ ∞ ∞

= = =
∇ − ∇ = ∇ − ∇ = < ∞∑ ∑ ∑ θ           (3.2) 

{ }ke 表示误差项，且 

0 .kk e∞

=
< ∞∑                                     (3.3) 

以下引理对于证明算法 3.1 的收敛性具有重要作用。 

引理 3.1 设 1:f H → ，
20
L

< <α ，其中 0L ≥ 为可微凸函数 ( )f x 的梯度 f∇ 的 Lipschitz 常数。设

( ): CT P I f= − ∇α ，则有 

( ) ( ) 22 2 2 .
2

LTx Ty x y I T x I T y
L

−
− ≤ − − − − −

+
α
α

                   (3.4) 

证明：从引理 2.6 知 T 属于
2

4
L +α -平均算子。因此，存在一个非扩张算子 1:R H →  ，使得

( )1T I R= − +β β ，其中 ( ) ( )2 4 0,1L= + ∈β α 。因此，对于任何 1,x y H∈ ，由引理 2.2 有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

22

2

222

222

22

1 1

1

1 1

11

2 .
2

Tx Ty x R x y R y

x y R x R y

x y R x R y x y R x R y

x y R x R y x y R x R y

Lx y I T x I T x
L

β β β β

β β

β β β β

ββ β β β
β

α
α

 − = − + − − + 

= − − + −

= − − + − − − − − −

−
= − − + − − − − −

−
≤ − − − − −

+

 

引理 3.2 设 1:f H → ，
20
L

< <α ，其中 0L ≥ 为可微凸函数 ( )f x 的梯度 f∇ 的 Lipschitz 常数。设

( ): CT P I f= − ∇α 和
4

2
b

L
=

+α
。则 ( )1bT b I+ − 是非扩张的。 

证明：对于任意 1,x y H∈ 。由引理 2.2 和引理 3.1 有 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

22 2

22

22

2

1 1

1

1 1

1

1 1

.

bT b I x bT b I y

b Tx Ty b x y

b Tx Ty b x y b b I T x I T y

b x y b I T x I T y

b x y b b I T x I T y

x y

+ − − + −

= − + − −

= − + − − − − − − −

 ≤ − + − − − −
 

+ − − − − − − −

= −
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接下来使用引理 3.1 和引理 3.2 证明算法 3.1 的强收敛性。 
定理 3.3 假设 SFP 的解集 S 非空，(3.2)，(3.3)成立，且系数{ }kα ，{ }kt ，{ }kλ 满足以下条件 

20 sup :k k k L
< ≤ = <α α α ； 

2) lim 0kk
t

→∞
= 和 0 kk t∞

=
= ∞∑ ； 

3) 4sup
1 2

k

kt L
<

− +
λ

α
和 lim 0k

k
k

t
→∞

=
λ

。 

则序列{ }kv  

( ) ( )1 ,k k k k
k k k C kv t h v v P I f v+ = + + − ∇γ λ α                        (3.5) 

强收敛于点 z S∈ 。 

证明：设 ( )k C kT P I f= − ∇α ，
1

k
k

kt
=

−
λρ ， ( )1 k k

k k k ku v T v= − +ρ ρ ， ( )1k k kt= −λ ρ ， ( ) ( )1 1k k kt= − −γ ρ 。

由条件 3)可得 
4 40 sup ,

2 2k k
k kL L

< ≤ < ≤
+ +

ρ ρ
α α

                         (3.6) 

(3.5)可改写为 

( ) ( )1 1 .k k
k k kv t h v t u+ = + −                              (3.7) 

接下来分三个步骤来完成证明。 
步骤 1：证明序列{ }kv 有界。 
对于 z S∈ ，由引理 2.3 和引理 3.1 知 

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2
2
2 .
2

k k

k k

k k k

Tv z Tv Tz

Lv z I T v I T z
L
Lv z Tv v
L

− = −

−
≤ − − − − −

+
−

= − − −
+

α
α
α
α

 

从而 

( )

( )

( )

2

2

2 22

2 2 2 2 22

1

2 ,

k

k k
k k k

k k k k k k
k k k k

k k k k k k k
k k k k k

u z

v T v z

v z T v v v z v T v

v z T v v v z T v v T v z

−

= − + −

= − + − − − −

 = − + − − − + − − −  

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

1 1

21 1
2

21
2

4 .
2

k k k k
k k k k k k

k k k k k k
k k k k k k

k k k
k k k

k k k
k k k

v z T v v T v z

Lv z T v v v z T v v
L

Lv z T v v
L

v z T v v
L

= − − − − − + −

− ≤ − − − − − + − − − + 
− = − − − + − + 

 = − − − − + 

ρ ρ ρ ρ

αρ ρ ρ ρ
α

αρ ρ
α

ρ ρ
α

      (3.8) 
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因此可得， 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1

1

1

1 1 1
1

max , .
1

k k
k k k

k
k k k

k
k k k

k
k k k k

k k
k k k

k
k k

k

v z t h v t u z

t h v z t u z

t h v h z h z z t u z

t h v h z t h z z t u z

t v z t h z z t v z

h z z
t v z t

h z z
v z

ϕ

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

+ − = + − −

= − + − −

≤ − + − + − −

≤ − + − + − −

≤ − + − + − −

−
= − − − + −

−
 − ≤ − −  

                   (3.9) 

由上式得 

( )1 max , ,
1

k k h z z
v z v z+

 − − ≤ − −  ϕ
 

所以序列{ }kv 是有界的。 
步骤 2：证明存在子序列{ } { }jk kv v⊂ ，使得{ }jkv 的任何弱收敛簇 ( )jkvωω 点都属于 S。 

由(3.8)和引理 2.2，可得 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

21

2

2

2

2
1

1

1

1

1 2 ,

k

k
k k k

k
k k k

k
k k k k

k k
k k k k

v z

t h v z t u z

t h v h z h z z t u z

t h v h z t u z t h z z

t h v h z t u z t h z z v z

+

+

−

= − + − −

= − + − + − −

 = − + − − + − 

≤ − + − − + − −

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )

2 2 1

2 2 2 1

2 2 1

2 2

1 2 ,

41 2 ,
2

41 1 1 2 ,
2

41 1 2
2

k k
k k k k

k k k k k
k k k k k k

k

k k k k
k k k k k k

k

k k k
k k k k

k

t h v h z t u z t h z z v z

t v z t v z T v v t h z z v z
L

t v z t T v v t h z z v z
L

t v z T v v
L

ϕ ρ ρ
α

ϕ ρ ρ
α

ϕ λ ρ
α

+

+

+

≤ − + − − + − −

  
≤ − + − − − − − + − −  +  

 
= − − − − − − − + − − + 

 
= − − − − − − + + 

( )

( )( ) ( )

1

2

,

: 1 1 1 .

k
k

k
k k k

t h z z v z

t v z t gϕ ϕ

+− −

= − − − + −

      (3.10) 

其中 ( ) 211 42 ,
1 2

k k
k k k k k

k k

g h z z v z T v v
t L

+  
= − − − − −  − +  

λ ρ
ϕ α

。由于
40

2k
k L

< <
+

ρ
α

 (请参看(3.6))，

显然 

( ) ( )1 12 2, .
1 1

k k
kg h z z v z h z z v z+ +≤ − − ≤ − − < ∞

− −ϕ ϕ
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又通过步骤 1 知{ }1kv z+ − 是有界的。因此 supk kg 是有界的。令{ } { }
jk kg g⊂ 使得 sup lim

jk k kj
g g

→∞
= 。

在不失一般性的前提下，假设 ( ) 1lim , jk

j
h z z v z+

→∞
− − 和 lim

jkj→∞
ρ 存在，由于 ( ){ }1, kh z z v z+− − 和{ }kρ 都是

有界序列的。因此有 

( ) ( )

( )

( )

21

21

1 sup 1 lim

4lim 2 ,
2

42 lim , lim .
2

j

jj j j
j j

j j

jj j j
j j

j j

k k kj

kk k k
k kj

k k

kk k k
k kj j

k k

g g

h z z v z T v v
t L

h z z v z T v v
t L

ϕ ϕ

λ
ρ

α

λ
ρ

α

→∞

+

→∞

+

→∞ →∞

− = −

  
  = − − − − −

  +  
 
 = − − − − −
 + 

              (3.11) 

由于，
4 40 sup 2

2 2k k kL L
< − ≤ − ≤

+ +
ρ ρ

α α
表明

2
j j j

j
j

k k k
k

k

T v v
t

  − 
  

λ
具有收敛的子序列，也可用序列

本身来表示。利用条件 3)，得出结论 

lim 0j j
j

k k
kj

T v v
→∞

− = .                                 (3.12) 

接下来，证明当 j →∞时 ( ) 0j jk k
CP I f v v− ∇ − →α 。假设当 j →∞时

jk →α α 且
20
L

< <α ，已知

{ }jkv 有界，所以有 ( )jkf v M∇ ≤ ，M 为常数，通过引理 2.6 和(3.12)，得 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )
( )
( )0

j j

j j j j
j j

j j j j
j j

j j j j
j j

j j j
j j

j j
j j

k k
C

k k k k
C k k

k k k k
C k k

k k k k
C C k k

k k k
k k

k k
k k

P I f v v

P I f v T v T v v

P I f v T v T v v

P I f v P I f v T v v

f v T v v

M T v v

j

α

α

α

α α

α α

α α

− ∇ −

= − ∇ − + −

≤ − ∇ − + −

= − ∇ − − ∇ + −

≤ − ∇ + −

≤ − + −

→ →∞当 时

                     (3.13) 

 
由引理 2.4 知 ( )jkv S∈ωω 。 
步骤 3：证明对于 z S∈ ， lim 0k

k
v z

→∞
− → 。 

通过设 ( )1k kt= −γ ϕ ， 0k =β 来证明 (3.10)满足引理 2.5 中的条件。显然， ( ) [ ]1 0,1kt − ∈ϕ 和

( )0 1kk t∞

=
− = ∞∑ ϕ 满足条件 2)。接下来证明 limsup 0k

k
g

→∞
≤ 。 

由式(3.13)，有 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

1

1

1 1

1

1 1

j j

j j
j j j

j j j
j j j j j

j j j
j j j

j j j j j
j j j j j

k k

k k
k k k

k k k
k k k k k

k k k
k k k

k k k k k
k k k k k

v v

t h v t u v

t h v t v t v t u

t h v v t u v

t h v v t v T v vρ ρ

+ −

= + − −

= − − − + −

= − + − −

= − + − − + −
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

( )

1

4 1
2

4
2

4
2

0

j j j j
j j j j

j j j j
j j j

j j j j
j j

j j j j
j j

k k k k
k k k k

k k k k
k k k

k k k k
k k

k k k k
k k

t h v v t T v v

t h v v t T v v
L

t h v v T v v
L

t h v v T v v
L

j

= − + − −

≤ − + − −
+

≤ − + −
+

 ≤ + + −   +
→ →∞当 时

ρ

α

α

α

                       (3.14) 

由(3.14)和 ( )jkv S∈ωω 可得 ( )1jkv S+ ∈ωω 。随着 j →∞令 *jkv v→  (则 *v S∈ )，因此 

( ) ( ) 11limsup , lim , .jkk

jk
h z z v z h z z v z++

→∞→∞
− − = − −  

从而， 

( )

( )

( )

1

1

*

2limsup limsup ,
1

2 limsup ,
1

2 , 0.
1

j

k
k

k k

k

j

g h z z v z

h z z v z

h z z v z

+

→∞ →∞

+

→∞

≤ − −
−

= − −
−

= − − =
−

ϕ

ϕ

ϕ

                      (3.15) 

通过将引理 2.5 带入(3.10)，得到 lim 0k

k
v z

→∞
− → ，证毕。 

定理 3.4 假设问题(1.1)的解集 S 不为空，式(3.2)、(3.3)成立并且{ }kα ，{ }kt ，{ }kλ 满足以下条件 
20 sup :k k k L

< ≤ = <α α α ； 

2) lim 0kk
t

→∞
= 和 0 kk t∞

=
= ∞∑ ； 

3) 4sup
1 2

k

kt L
<

− +
λ

α
和 lim 0k

k
k

t
→∞

=
λ

. 

则由算法(3.1)生成的序列{ }kx 强收敛于点 z S∈ 。 
证明：令序列{ }kx ，{ }kv 分别由(3.1)和(3.5)产生。然后，根据定理 3.3 知{ }kv 强收敛于问题(1.1)的

解。只需证明当 k →∞时， 0k kx v− → 。 

令 ( )k C kV P I D f= − ∇α ， ( )k C kT P I f= − ∇α 和 ( )1k k k kR g T g I= + − ，其中
4

2k
k

g
L

=
+α

， 

( )k k k
k kx V x T x= −θ  (参见(3.2))。由引理 3.2 可知 kR 是非扩张的。此外，

1
k

k
kt

=
−
λρ 满足 1k

kg
<

ρ  (参见(3.6))。

可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1k k

k k k k k k
k k k C k k k k C k k

k k k k k k
k k k C k C k k

k k k k k k k k
k k k k k k k k

k k k k k k k
k k k k k k k

x v

t h x x P I D f x t h v v P I f v e

t h x h v x v P I D f x P I f v e

t h x h v x v V x T x T x T v e

t h x h v x v T x T v V x

+ +−

   = + + − ∇ − + + − ∇ +   

 = − + − + − ∇ − − ∇ + 

= − + − + − + − +

≤ − + − + − + −

γ λ α γ λ α

γ λ α α

γ λ

γ λ λ k
k kT x e+
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1

1 1 1 .

k k k k k k k
k k k k k k k k k

k k k k k k kk k
k k k k k k k

k k

k k k k k
k k k k k

k k k
k k k k

t h x h v t x v T x T v x e

t x v t x v R x R v x e
g g

t x v t x v x e

t x v t x e

 ≤ − + − − − + − + + 

 
≤ − + − − − + − + + 

 

≤ − + − − + +

= − − − + − +

ρ ρ λ α θ

ρ ρϕ λ α θ

ϕ λ α θ

ϕ ϕ α θ

   (3.16) 

将条件 2)，(3.2)，(3.3)和引理 2.5 应用于最后一个不等式，得到当 k →∞时 0k kx v− → 。从而由定

理 3.3 推出结论。 

4. 数值实验 

以下将通过两个数值实验来验证所提出的超松弛投影算法的可行性。所有代码程序由

MATLAB(R2017a)编写，在 Windows 10 Inter(R) Core(TM) i5-8500 CPU @3.00GHz 3.0GHz 和 8GB 内存的

Dell 电脑上运行。 
例 4.1 设 { }3 2

1 2 32 0C x R x x x= ∈ + + ≤ ； { }3 2
1 2 3 0Q x R x x x= ∈ + − ≤ ； 

8 4 2
9 6 5
1 2 9

A
 
 =  
  

 

找一点 x，使 x C∈ ， Ax Q∈ 。令 410−=ε ，
1

4kt k
= ，

10.01
10k k

= +γ ，
71 0.99

20k k kt
k

= − − = −λ γ ，

同时取， ( ) 0.1k kh x x= ，
( )1k

k
L k

=
+

α ， ( ) ( )9D x diag x= 。在数值实验中，采用了 1k kx x+ − < ε 作为停

止准则。 
例 4.1 的数值实验结果如表 1 所示。在表 1 中，“CQ”和“OP”分别表示 CQ 算法和超松弛投影算

法。“Iter”，“Cpu”和“ *x ”分别表示迭代次数，以秒为单位的运行时间和最优解。 0x 是初始值。 
 
Table 1. Comparison between Algorithm and CQ Algorithm at Different Initial Values 
表 1. OP 算法与 CQ 算法在不同初始值下的对比 

初始值 CQ OP 

( )0 0 1 2x ′=  
Iter = 103，Cpu = 0.016 
[ ]* 0.4653,0.5435,0.0849x = −  

Iter = 34，Cpu = 0.015 
[ ]* 0.0515, 0.0046,0.1029x = −  

( )0 2 5 7x ′= −  
Iter = 626，Cpu = 0.069 
[ ]* 0.4038,0.7585, 0.0858x = − −  

Iter = 23，Cpu = 0.015 
[ ]* 0.0499, 0.0041,0.0997x = −  

( )0 8 6 9x ′=  
Iter = 59，Cpu = 0.016 
[ ]* 0.1608, 0.0544,0.0789x = − −  

Iter = 33，Cpu = 0.015 
[ ]* 0.0514, 0.0046,0.1029x = −  

( )0 11 13 16x ′=  
Iter = 485，Cpu = 0.038 
[ ]* 0.4038,0.7585, 0.0858x = − −  

Iter = 36，Cpu = 0.006 
[ ]* 0.0516, 0.0047,0.1032x = −  

 
例 4.2 设 { }3 2

1 2 3 0C x R x x x= ∈ + − ≤ ； { }3 2
1 2 3 0Q x R x x= ∈ + − ≤ ； 

8 4 2
9 6 5
1 2 9

A
 
 =  
  
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求 x C∈ ， Ax Q∈ 。取 410−=ε ，
1
3kt k

= ，
10.01

10k k
= +γ ，

131 0.99
30k k kt

k
= − − = −λ γ ，同时取，

( ) 0.3k kh x x= ，
( )1k

k
L k

=
+

α ， ( ) ( )0.6D x diag x= 。在数值实验中，采用了 1k kx x+ − < ε 作为停止准则。 

例 4.2 的数值实验结果如图 1 所示。在图 1 中，“CQ”和“OP”分别表示 CQ 算法和超松弛投影算法。 
 

 
Figure 1. Comparison of numerical experimental results between OP algorithm and CQ algorithm 
图 1. OP 算法与 CQ 算法数值实验结果对比图 

 
图 1 中的数值实验结果为当初始值 ( )1 10 3,1x rand= ∗ 时的 OP 算法和 CQ 算法的迭代次数对比图。其

中 OP 算法和 CQ 算法的迭代次数分别为 22 和 283。 
由以上数值实验结果可知，超松弛投影算法(OP)在处理分裂可行性问题时具有有效性，而且由对比

结果可知，OP 算法因其需要较少的迭代次数而优于 CQ 算法。 

5. 结束语 

本文主要研究了求解分裂可行性问题的超松弛投影算法。为了证明其强收敛性，引入了 , ,k k kt γ λ 和 ke
这 4 个参数，并利用改进的 Halpern 迭代，构建了求解分裂可行性问题的新算法，在一定假设条件下证

明了该算法的强收敛性。同时数值实验的结果也表明了所提出的 OP 算法的有效性。但本文算法的步长

为固定步长，其取值范围的算子范数难以估计，因此结合其它方法，优化迭代步长，将是我们下一步的

研究内容或方向。 
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