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摘  要 

以一般的线性抛物型方程为背景，引入了一类非线性的四阶抛物型方程。本文主要研究该方程弱解的存

在性问题。在方法上，结合Galerkin理论和能量估计方法。通过构造逼近解、对逼近解作估计、对逼近

解取极限得到这类方程弱解的存在性。 
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Abstract 
Taking the general linear parabolic equations as background, a class of nonlinear fourth-order 
parabolic equations is introduced. In this paper, we mainly study the existence of weak solutions 
to this equation. In the method, Galerkin theory and energy estimation method are combined. The 
existence of the weak solution of this kind of equation is obtained by constructing the approxima-
tion solution, estimating the approximation solution and taking the limit of the approximation so-
lution. 
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1. 引言 

偏微分方程(PDE)诞生于 18 世纪，发展于 19 世纪，从其兴起至今已经有两百多年的历史了。偏微分

方程最早的研究由物理和几何问题发源而来，最早的二阶偏微分方程模型是 Euler 提出的弦振动模型。后

来随着物理学研究在深度和广度上的发展，微分方程在数量和类型上增加了，并且逐渐发展为一个独立

的数学分支。偏微分方程研究内容复杂，研究方法多样，其讨论的问题不仅仅来源于物理、化学、生物

等学科的经典问题。此外，在研究这些问题时，应用了许多现代数学的工具。近些年来，其领域的研究

工作，特别是有关非线性偏微分方程理论，应用和计算方法的研究取得了较大的进展。而热传导方程是

偏微分方程发展史上最早的方程之一，它是抛物型方程的典型代表，同样具有丰富的物理学背景。 
众所众知，以下形式的四阶抛物性方程 

( )( ) ( )2 , ,t f g x t uω ω ω+ ∆ −∇ ∇ = ， ( ) ( ), 0,x t T∈Ω× ， 

可以用来描述一些物理过程：相变，薄膜理论等。特别地，当我们用它来描述纳米尺度薄膜外延伸生长

的演变时，f 的具体形式如下[1] [2] 
( ) 2 2

1 2 3f A A Aω ω ω ω ω∇ = ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ . 

近些年来，上述方程在不同初边值条件下的解的性质得到了深入研究。当 ( ) 2pf s s s−= 时，King，Stein，
和 Winkler 在[3]中证明了在适当的函数空间中上述方程解的存在性、唯一性以及正则性。在空间维数

1N ≥ 的前期条件下，徐润章等[4]研究了如下四阶半线性抛物型方程的初边值问题 

( )2 0t q fω ω ω ω+ ∆ − ∆ + = ， ( ) ( ), 0,Tx t Q∈ =Ω× +∞ ， 

( ), 0x t ωω
ν
∂

= =
∂

， ( ) [ ), 0,x t ∈Γ = ∂Ω× +∞ ， 

( ) ( )0,0x xω ω= ， x∈Ω， 

其中Ω是 ( )1NR N ≥ 上的有界开区域，其边界 ∂Ω是充分光滑的，ν 是边界 ∂Ω上的单位外法向量，f 满足

是适当的结构性条件。在这篇文章中，徐润章等证明了当初值满足的条件不同时，上述问题的解具有整

体存在和有限时刻爆破的性质。此外，通过利用迭代技术，他们还证明了问题在 ( )( )0kH kΩ ≥ 中有整体

吸引子。Liu 在[5]中研究了以下方程 

( )( )2div 0p
t m kω ω ω ω ω−+ ∇∆ − ∇ ∇ = ， ( ) ( ), 0,x t T∈Ω× ， 

在一维和二维空间中解的性质。利用 schauder 估计方法和 campanato 空间理论，Liu 证明了古典解的整体

存在性。此外，Liang 在[6]中还研究了多维情形下的相关问题 

( ) 0n
tω ω ω+∇ ⋅ ∇∆ = ， ( ) ( ), 0,x t T∈Ω× ， 

其中初始函数在拉普拉斯方程的正稳态解附近。 
受上述文献的启发，本文主要研究如下的非线性四阶抛物型 p-Laplace 方程的初边值问题： 

( )( ) ( )2

1

Np i
t

i i

g
a x

x
α ω

ω ω ω−

=

∂
+ ∆ ∆ ∆ =

∂∑ ， ( ) ( ), 0,Tx t Q T∈ =Ω× ，               (1) 
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0ω ω= ∆ = ， ( ) ( ), 0,x t T∈Γ = ∂Ω× ，                         (2) 

( ) ( )0,0x xω ω= ， x∈Ω .                                (3) 

不失一般性，我们假设Ω是 ( )2NR N ≤ 上的有界开区域，其边界 ∂Ω是充分光滑的。此外，我们还要

求Ω具有本文所需要的一些简单的拓扑性质。 0α > ， 1p > ， 0T > 都是常数。并且，限制 ( )ig ω 及其导

数的增长阶满足：对于任意的 { }1,2,3, ,i N∈  ， ( )ig ω 是 1C 函数，且存在 C 使得 ( )ig Cω ω≤ ， ( )ig Cω′ ≤ 。 
定义：我们称 ( ),x tω ω= 是问题(1)~(3)在 ( )0,TQ T= Ω× 上的一个弱解，如果满足下列条件： 
1) ( )( ) [ ] ( )( )2 20, ; 0, ;L T L C T Lω ∞∈ Ω Ω ，且 ( )2

t TL Qω ∈ ； 
2) 对于任意的 ( )0 TC Qϕ ∞∈ ，有 

( ) ( )2

1
d d d d d d 0

iT T T

Np
t i xQ Q Q

i
x t a x x t g x tωϕ ω ω ϕ ω ϕ−

=

+ ∆ ∆ ∆ + =∑∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

定理：令 ( )2
0 0Wω ∈ Ω ，则问题(1)~(3)在 ( )0,TQ T= Ω× 上存在唯一弱解 ( ),x tω ω= 。其中空间 ( )2

0W Ω

具有如下定义： 

( ) ( ) ( )2 2, 1,
0 0

p pW W WΩ = Ω Ω . 

本文将结合 Galerkin 逼近与先验估计证明其弱解的存在性。文中 C 表示一般常数，可以逐行变化。 

2. 弱解的存在性 

研究一般线性抛物型方程弱解的存在性，通常有以下几种基本的方法：能量方法、Rothe 方法以及

Galerkin 方法。本文采用 Galerkin 方法证明弱解的存在性。 

2.1. 构造基底和逼近解 

令 ( ){ } 1i i
xφ

∞

=
是 ( )2

0W Ω 中的标准正交基底，构造问题(1)~(3)的近似解： 

( ) ( ) ( )
1

,
n

n n
i i

i
x t c t xω φ

=

=∑ ， 1,2,n =   

使其满足下面的方程： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
-2

1
, , , 0

i

Npn n n n
t i i i i x

i
a x gω φ ω ω φ ω φ

=

 + ∆ ∆ ∆ + = 
 
∑ ，                   (4) 

( ) ( ) ( ) 0
1

,0
n

n n
i i

i
x d t xω φ ω

=

= →∑ 在 ( )2
0W Ω 中强收敛，当 n →+∞时，              (5) 

其中 ( ),⋅ ⋅ 为 ( )2L Ω 空间中的内积，则问题(4)~(5)的解的存在性可以由 Peano 定理来保证。 

2.2. 对逼近解做估计 

为了能够通过抽子列的方法得到所需的解，我们需要对逼近解做一些估计。首先，类似于对方程两

端乘ω 的办法，将(4)的左右两端同时乘以 ( )n
ic t ，对 i 从 1 到 n 求和得 

( )
( )

( )

( )

2

2

1

0
1

1 d d
2 d

d

d d

0,

i

n

pn n
L

N
n n

i x
i

N

i
i i

a x x
t

g x

g s s x
x

ω

ω ω

ω ω

ΩΩ

Ω
=

Ω
=

+ ∆

= −

∂  = −  ∂  
=

∫

∑∫

∑∫ ∫
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对其在 ( )0,T 上积分，得 

( )
( )

( ) ( )
( )2 2

2 2

0, 2 d d
T

pn n n
QL L

T a x x t xω ω ω
Ω Ω

⋅ + ∆ ≤∫∫ ， 

由此可知 

( ) d d
T

pn
Q

a x x t Cω∆ ≤∫∫ .                                 (6) 

接下来，将(4)的左右两端同时乘以 ( )d
d

n
ic t

t
，对 i 从 1 到 n 求和，然后对其在 ( )0,t 上积分，得 

( ) ( )
( )2 2

1
d d d d d d 0

t t t

nNp in n n n n
Q Q Q

i i

g
x a x x x

xτ τ τ

ω
ω τ ω ω ω τ ω τ

−

=

∂
+ ∆ ∆ ∆ + =

∂∑∫∫ ∫∫ ∫∫ ，            (7) 

其中 

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

2

22

2
2

0

0

1 1

d d

1 d d d
2 d
1 d d d d
2 d

1 d d d
d

1 1, ,0 ,

t

t

n

t

p p

pn n n
Q

pn n
Q

p

Q

pt n

p p
n np p

L L

a x x

a x x

a x s s x

a x x
p

a x t a x
p p

τ

ω

η

ω ω ω τ

ω ω τ
τ

τ
τ

ω τ
τ

ω ω

−

−

−
∆

Ω

Ω Ω

∆ ∆ ∆

= ∆ ∆

 
=   

 

= ∆

= ∆ ⋅ − ∆ ⋅

∫∫

∫∫

∫∫ ∫

∫ ∫
                      (8) 

由 ig 的假定条件可得 

( )

( )

( )

1

1

2 2

d d

d d

1 d d d d .
2

t

it

t t

nN i n
tQ

i i
N

n n n
x tQ

i

n n
Q Q

g
x

x

g x

x C xτ

ω
ω τ

ω ω ω τ

ω τ ω τ

=

=

∂

∂

′≤

≤ + ∇

∑∫∫

∑∫∫

∫∫ ∫∫

                            (9) 

由 Sobolve 嵌入定理[7]可得
  

( ) ( )1, 2,p p
n n

W W
Cω ω

Ω Ω
≤ ， 

其中 0C > 是 2, pW 到 1, pW 的最佳嵌入常数，仅依赖于 N，p，Ω。因此，再结合(6)可以得到 
2

d d
t

n
Q

x Cω τ∇ ≤∫∫ .                                  (10) 

结合(7)~(10)可以得到 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 121 1 1d d , ,0
2 t p p

p p
n n np p

Q
L L

x a x t a x C
p pτω τ ω ω

Ω Ω

+ ∆ ⋅ ≤ ∆ ⋅ +∫∫ ， 

然后，可以得到 

( )
[ ]

( ) ( )
( )

12

0,

1 1d d sup ,
2 T p

p
n nptQ t T L

x t a x t C
p

ω ω
∈ Ω

+ ∆ ⋅ ≤∫∫ ，                      (11) 
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由(11)可以得到如下估计： 

( )( )2 20, ;

n
t L T L

Cω
Ω

≤ ，                                (12) 

( )( )2
00, ;

n
L T W

Cω ∞ Ω
≤ .                                 (13) 

此外结合 ig 的假定条件和(13)可以得到 

( ) d d
p pn n

ig x C x Cω ω
Ω Ω

≤ ≤∫ ∫ ， 

即 

( )
( )( )0, ; p

n
i L T L

g Cω
∞ Ω

≤ .                                 (14) 

2.3. 对逼近解取极限 

结合先验估计(12)~(13)，应用 Aubin-Lions 紧致性定理[8]可以知道存函数ω 和{ }
1

n

n
ω

∞

=
的一个子列(不

妨仍然记为其本身)使得 

弱收敛为 tω 于 ( )( )2 20, ;L T L Ω ，                            (15) 

nω 弱∗收敛为ω 于 ( )( )2
00, ;L T W∞ Ω 在，                       (16) 

nω 强收敛为ω 于 ( )( )2 1,
00, ; pL T W Ω ，                        (17) 

nω 收敛为ω 几乎处处于 ( )0,TΩ× ，                        (18) 

( )n
ig ω 收敛为 ( )ig ω 几乎处处于 ( )0,TΩ× ，                    (19) 

( )n
ig ω 弱收敛为 ( )ig ω 于 ( )( )0, ; pL T L∞ Ω ，                     (20) 

其中(17)成立意味着(18)成立，结合 ( ) ( )1
i Tg C Qω ∈ 和(18)可以得到(19)，结合(14)和(19)可以得到(20)。 

(4)两侧关于 t 在 ( )0,T 上积分可得 

( ) ( )2

1
d d d d d d 0

iT T T

Npn n n n
t i xQ Q Q

i
x t a x x t g x tω ϕ ω ω ϕ ω ϕ

−

=

+ ∆ ∆ ∆ + =∑∫∫ ∫∫ ∫∫ ，           (21) 

结合(15)~(20)，在(21)中令 n →+∞可得 

( ) ( )2

1
d d d d d d 0

iT T T

Np
t i xQ Q Q

i
x t a x x t g x tωϕ ω ω ϕ ω ϕ−

=

+ ∆ ∆ ∆ + =∑∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

对任意的 ( )0 TC Qϕ ∞∈ 都成立。非退化情形下弱解的存在性证明完毕。此外结合 ( )( )2
00, ;L T Wω ∞∈ Ω 和

( )( )2 20, ;t L T Lω ∈ Ω ，应用 Aubin-Lions 紧致性定理[8]可以得到 [ ] ( )( )1,0, ; pC T Wω∈ Ω 。 
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