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摘 要

本文研究了 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子与 BMO函数生成的交换子在具有三个变指标的齐次

Herz空间 �̇�
𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·) (R𝑛)上的有界性。
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Abstract

In this paper, we investigated the boundedness of commutators generated by 𝜃-type

Calderón-Zygmund operators with symbol function 𝑏 in BMO spaces on homogeneous

Herz spaces �̇�
𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·) (R𝑛) with three variable exponents.
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1. 引言

自 Calderón 和 Zygmund 引入高维奇异积分算子以来, Calderón-Zygmund 算子及其各种形

式的推广受到众多学者的广泛研究. 1985 年, Yabuta [1] 和彭 [2] 分别独立地把具有标准核的

Calderón-Zygmund算子作了推广, 引入了 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子.

定义1.1. [1] 设 𝜃是(0,+∞)上非负非减函数且满足∫︁ 1

0

𝜃(𝑡)𝑡−1𝑑𝑡 < ∞.

称定义在 R𝑛 × R𝑛 ∖ {(𝑥, 𝑥) : 𝑥 ∈ R𝑛}上的可测函数𝐾(𝑥, 𝑦)是一个 𝜃-型核, 如果

(i) 当 𝑥 ̸= 𝑦时, 有
|𝐾(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|−𝑛;

(ii) 当 |𝑥− 𝑦| ≥ 2|𝑥− 𝑥′|时, 有

|𝐾(𝑥, 𝑦) −𝐾 (𝑥′, 𝑦)| + |𝐾(𝑦, 𝑥) −𝐾 (𝑦, 𝑥′)| ≤ 𝐶𝜃

(︂
|𝑥− 𝑥′|
|𝑥− 𝑦|

)︂
|𝑥− 𝑦|−𝑛.

称线性算子 𝑇𝜃 : S (R𝑛) → S ′(R𝑛) 是 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子, 如果
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(iii) 𝑇𝜃 能扩张成从 𝐿2(R𝑛)到其自身的有界线性算子;

(iv)存在一个 𝜃-型核𝐾(𝑥, 𝑦), 使得对所有的 𝑓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛)有

𝑇𝜃𝑓(𝑥) :=

∫︁
R𝑛

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, ∀𝑥 ∈ R𝑛∖ supp 𝑓,

其中S (R𝑛)是 Schwartz函数类, S ′(R𝑛)是S (R𝑛)的对偶空间, 𝐶∞
𝑐 (R𝑛)为 R𝑛上具有紧支集的无

穷次可微函数空间.

易知, 当 𝜃(𝑡) = 𝑡𝛿 (0 < 𝛿 ≤ 1)时, 𝑇𝜃 就是具有标准核的 Calderón-Zygmund算子.

给定一个局部可积函数 𝑏, 由 𝑇𝜃 和 𝑏生成的交换子 [𝑏, 𝑇𝜃]定义为

[𝑏, 𝑇𝜃]𝑓(𝑥) = 𝑏(𝑥)𝑇𝜃𝑓(𝑥) − 𝑇𝜃(𝑏𝑓)(𝑥) =

∫︁
R𝑛

[𝑏(𝑥) − 𝑏(𝑦)]𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (1.1)

许多学者研究了 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子的交换子在众多函数空间上的有界性. 2002年,

Liu 和 Lu在文 [3]中给出了 𝜃-型 Calderón-Zygmund 算子与 BMO函数生成的交换子的 LlogL型的

弱型估计. 在文 [4], 张和徐建立了 𝜃-型 Calderón-Zygmund 算子与 BMO函数生成的高阶交换子的

加权尖锐估计. Wang 在文 [5]中证明了算子 𝑇𝜃 和交换子[𝑏, 𝑇𝜃]在广义加权 Morrey空间上的有界

性. 最近, 孙和张在文 [6]中讨论了当 𝑏 属于某类加权 BMO 空间时, 交换子 [𝑏, 𝑇𝜃] 在加权 Hardy 空

间上的有界性.

变指标函数空间理论在近年来受到许多学者的重视. 因为这一理论的提出不仅具有重要的理论

意义, 而且在其他一些领域中有着重要应用, 例如: 流体力学、图像恢复和具有非标准增长项的偏微

分方程等, 见文[7–10].

Herz空间是调和分析中的一类重要函数空间. 1968年, Herz在文 [11]中研究 Fourier变换的绝

对收敛性问题时首次引入了 Herz空间. 此后, 有关 Herz型空间的结构及算子在其中的有界性得到

了深入研究, 见专著 [12]. 2009年, Izuki [13] 引入了具有一个变指标 Herz空间. 2012 年, Almeida

和 Drihem [14] 引入了带有两个变指标的 Herz 空间. 2011 年, Izuki 和 Noi 在文 [15] 中利用混合

Lebesgue序列空间的思想引入了带有三个变指标的 Herz空间, 并建立了某些算子和交换子在非齐

次变指标 Herz空间中的有界性. 近几年, Tao和 Yang在文 [16–18]中讨论了 𝑇𝜃 和 [𝑏, 𝑇𝜃]在变指

标 Herz空间、变指标Morrey空间和变指标Morrey-Herz 型 Hardy空间上的有界性. 2021 年, Yu

和 Liu在文 [19]中研究了一类次线性算子在三个变指标齐次 Herz空间上的有界性. 受上述结果启

发, 本文将考虑 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子与 BMO函数生成的交换子在具有三个变指标的齐次

Herz空间上的有界性.

2. 预备知识和引理

设 B为 R𝑛中的球体, 记 |𝐵|为 B的 Lebesgue测度, 𝜒𝐵 表示其特征函数. 对于局部可积函数 𝑓

DOI: 10.12677/pm.2023.1310293 2864 理论数学

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1310293


薛凤宇

和任意球 B, 记 𝑓𝐵 = |𝐵|−1
∫︀
𝐵
𝑓(𝑥)𝑑𝑥. 我们约定, 下文中的常数 C与主要参数无关且其取值在不同

的位置可以不尽相同.

为叙述我们的结果, 首先回顾一些定义和引理.

定义2.1. 设函数 𝑝(·) : R𝑛 → [1,∞)是可测函数. 变指标 Lebesgue空间 𝐿𝑝(·)(R𝑛)定义为

𝐿𝑝(·)(R𝑛) =
{︀
𝑓 在 R𝑛上可测 : 𝜌𝑝(·)(𝑓) < ∞

}︀
,

其中 𝜌𝑝(·)(𝑓) =
∫︀
R𝑛 |𝑓(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 < ∞.

𝐿𝑝(·)(R𝑛)在 Luxemburg-Nakano范数

‖𝑓‖𝐿𝑝(·)(R𝑛) = inf

{︂
𝜆 > 0 : 𝜌𝑝

(︂
𝑓

𝜆

)︂
≤ 1

}︂
意义下是一个 Banach空间.

用 𝒫(R𝑛)表示满足下面条件的可测函数 𝑝(·)构成的集合

𝑝− =: essinf
𝑥∈R𝑛

𝑝(𝑥) > 1 和 𝑝+ =: ess sup
𝑥∈R𝑛

𝑝(𝑥) < ∞.

易知, 𝑝(·) ∈ 𝒫(R𝑛) 成立当且仅当 𝑝′(·) ∈ 𝒫(R𝑛), 其中 𝑝′(·) 表示 𝑝(·) 的共轭指标, 即 1/𝑝(𝑥) +

1/𝑝′(𝑥) ≡ 1. 用 𝒫0(R𝑛)表示满足 𝑝− > 0, 𝑝+ < ∞的所有可测函数 𝑝(·)构成的集合. ℬ(R𝑛)为所有

使得 Hardy-Littlewood极大算子𝑀𝑓 在 𝐿𝑝(·)(R𝑛)上有界的 𝒫(R𝑛)中的函数 𝑝(·)组成的集合.

设 𝑝(·) : R𝑛 → R, 若存在常数 𝐶 > 0使得对任意 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛有

|𝑝(𝑥) − 𝑝(𝑦)| ≤ 𝐶

log
(︁

e + 1
|𝑥−𝑦|

)︁ ,
则称 𝑝(·)是局部 log-Hölder连续的, 并记 𝑝(·) ∈ 𝒫 log

0 (R𝑛). 若存在常数 𝐶 > 0使得对任意 𝑥 ∈ R𝑛有

|𝑝(𝑥) − 𝑝∞| ≤ 𝐶

log (e + |𝑥|)
,

其中 𝑝∞ = lim|𝑥|→∞ 𝑝(𝑥), 则称 𝑝(·) 在无穷远处 log-Hölder 连续(或在无穷远处 log-衰减), 并记

𝑝(·) ∈ 𝒫 log
∞ (R𝑛). 定义 𝒫 log(R𝑛)如下

𝒫 log(R𝑛) =
{︁
𝑝(·) ∈ 𝒫(R𝑛) : 𝑝(·) ∈ 𝒫 log

0 (R𝑛) ∩ 𝒫 log
∞ (R𝑛)

}︁
.

现在来介绍混合变指标 Lebesgue序列空间的定义.

定义2.2. [15] 设 𝑝(·), 𝑞(·) ∈ 𝒫0 (R𝑛). 𝑙𝑞(·)
(︀
𝐿𝑝(·))︀ 是 R𝑛 上满足下列条件的可测函数序列

{𝑓𝑗}∞𝑗=0的集合:

⃦⃦⃦
{𝑓𝑗}∞𝑗=0

⃦⃦⃦
𝑙𝑞(·)(𝐿𝑝(·))

= inf

{︃
𝜇 > 0 : 𝜌𝑙𝑞(·)(𝐿𝑝(·))

(︃{︂
𝑓𝑗
𝜇

}︂∞

𝑗=0

)︃
≤ 1

}︃
< ∞,
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其中

𝜌𝑙𝑞(·)(𝐿𝑝(·))

(︁
{𝑓𝑗}∞𝑗=0

)︁
=

∞∑︁
𝑗=0

inf

{︃
𝜇𝑗 > 0 :

∫︁
R𝑛

(︂
|𝑓𝑗(𝑥)|
𝜇
1/𝑞(𝑥)
𝑗

)︂𝑝(𝑥)

𝑑𝑥 ≤ 1

}︃
.

特别地, 若 𝑞+ < ∞, 则有

𝜌𝑙𝑞(·)(𝐿𝑝(·))

(︁
{𝑓𝑗}∞𝑗=0

)︁
=

∞∑︁
𝑗=0

⃦⃦⃦
|𝑓𝑗 |𝑞(·)

⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞(·)

.

下面介绍具有三个变指标的 Herz 空间的定义. 设 𝑘 ∈ Z, 记 𝐵𝑘 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| ≤ 2𝑘

}︀
,

𝐶𝑘 = 𝐵𝑘∖𝐵𝑘−1. 用 𝜒𝑘 = 𝜒𝐶𝑘
表示 𝐶𝑘 的特征函数.

定义2.3. [15] 设 𝑝(·), 𝑞(·) ∈ 𝒫0 (R𝑛), 𝛼(·) : R𝑛 → R且 −∞ < 𝛼− ≤ 𝛼+ < ∞. 齐次 Herz空间

�̇�
𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·) (R𝑛)定义为

�̇�
𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·) (R𝑛) =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿

𝑝(·)
loc (R𝑛∖{0}) : ‖𝑓‖

�̇�
𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·)

< ∞
}︁
,

其中

‖𝑓‖
�̇�

𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·) (R𝑛)

=
⃦⃦⃦{︀

2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|
}︀∞
𝑘=−∞

⃦⃦⃦
𝑙𝑞(·)(𝐿𝑝(·))

= inf

{︃
𝜂 > 0 :

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|
𝜂

)︂𝑞(·) ⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞(·)

≤ 1

}︃
.

显然, 当 𝛼(·) = 𝛼0, 𝑝(·) = 𝑝0以及 𝑞(·) = 𝑞0时, �̇�
𝛼(·),𝑞(·)
𝑝(·) (R𝑛) = �̇�𝛼0,𝑞0

𝑝0
(R𝑛)为经典 Herz空间.

引理2.1. [20] (广义的 Hölder 不等式) 设 𝑝(·) ∈ 𝒫 (R𝑛), 则对所有 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(·) (R𝑛) 和 𝑔 ∈
𝐿𝑝′(·) (R𝑛), 有 ∫︁

R𝑛

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝(·)‖𝑔‖𝐿𝑝′(·) ,

其中 𝐶𝑝 = 1 + 1/𝑝− − 1/𝑝+.

引理2.2. [14] 设 𝛼 ∈ 𝐿∞ (R𝑛)且 𝛼 ∈ 𝒫 log (R𝑛), 𝑟1 > 0. 则

𝑟
𝛼(𝑥)
1 ≤ 𝐶𝑟

𝛼(𝑦)
2 ×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑟1/𝑟2)

𝛼+ , 0 < 𝑟2 ≤ 𝑟1/2;

1, 𝑟1/2 < 𝑟2 ≤ 2𝑟1;

(𝑟1/𝑟2)
𝛼−

, 𝑟2 ≥ 2𝑟1

对任意 𝑥 ∈ 𝐵 (0, 𝑟1) ∖𝐵 (0, 𝑟1/2)及 𝑦 ∈ 𝐵 (0, 𝑟2) ∖𝐵 (0, 𝑟2/2)成立, 其中常数 𝐶 > 0与 𝑥, 𝑦, 𝑟1及 𝑟2

无关.

引理2.3. [21] 若 𝑝(·) ∈ ℬ (R𝑛), 则 𝑝′(·) ∈ ℬ (R𝑛)且存在正数 𝛿1 和 𝛿2 使得对任意球 𝐵 ⊂ R𝑛 和
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任意可测集 𝑆 ⊂ 𝐵 都有

‖𝜒𝑆‖𝐿𝑝′(·)(R𝑛)

‖𝜒𝐵‖𝐿𝑝′(·)(R𝑛)

≤
(︂
|𝑆|
|𝐵|

)︂𝛿1

及
‖𝜒𝑆‖𝐿𝑝(·)(R𝑛)

‖𝜒𝐵‖𝐿𝑝(·)(R𝑛)

≤
(︂
|𝑆|
|𝐵|

)︂𝛿2

.

引理2.4. [21] 若 𝑝(·) ∈ ℬ (R𝑛), 则对任意球 𝐵 ⊂ R𝑛有

1

|𝐵|
‖𝜒𝐵‖𝐿𝑝(·)(R𝑛) ‖𝜒𝐵‖𝐿𝑝′(·)(R𝑛) ≤ 𝐶.

引理2.5. [22] 设 𝑝(·), 𝑞(·) ∈ 𝒫0 (R𝑛). 如果 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(·)𝑞(·) (R𝑛), 那么

min
(︀
‖𝑓‖𝑞+

𝐿𝑝(·)𝑞(·) , ‖𝑓‖
𝑞−
𝐿𝑝(·)𝑞(·)

)︀
≤
⃦⃦
|𝑓 |𝑞(·)

⃦⃦
𝐿𝑝(·) ≤ max

(︀
‖𝑓‖𝑞+

𝐿𝑝(·)𝑞(·) , ‖𝑓‖
𝑞−
𝐿𝑝(·)𝑞(·)

)︀
.

定义2.4. BMO空间定义为

𝐵𝑀𝑂 =
{︀
𝑏 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R𝑛) : ‖𝑏‖* < ∞
}︀
,

其中

‖𝑏‖* = sup
𝐵

1

|𝐵|

∫︁
𝐵

|𝑏(𝑦) − 𝑏𝐵| 𝑑𝑦.

引理2.6. [21] 设 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(R𝑛) 且 𝑚 > 0 是一个整数. 存在常数 𝐶 > 0, 使得对任意的 𝑘,

𝑗 ∈ Z, 𝑘 > 𝑗 有

(1) 𝐶−1‖𝑏‖𝑚* ≤ sup𝐵
1

‖𝜒𝐵‖
𝐿𝑝(·)(R𝑛)

‖(𝑏− 𝑏𝐵)
𝑚
𝜒𝐵‖𝐿𝑝(·)(R𝑛) ≤ 𝐶‖𝑏‖𝑚* ;

(2)
⃦⃦(︀

𝑏− 𝑏𝐵𝑗

)︀𝑚
𝜒𝐵𝑘

⃦⃦
𝐿𝑝(·)(R𝑛)

≤ 𝐶(𝑘 − 𝑗)𝑚‖𝑏‖𝑚* ‖𝜒𝐵𝑘
‖𝐿𝑝(·)(R𝑛).

引理2.7. [19] 若 𝑎𝑘 ≥ 0且 1 ≤ 𝑝𝑘 < ∞ (𝑘 ∈ Z), 则

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑎𝑝𝑘

𝑘 ≤

(︃
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑎𝑘

)︃𝑝*

,

其中

𝑝* =

⎧⎨⎩ min𝑘∈Z 𝑝𝑘,
∑︀∞

𝑘=−∞ 𝑎𝑘 ≤ 1;

max𝑘∈Z 𝑝𝑘,
∑︀∞

𝑘=−∞ 𝑎𝑘 > 1.

Lu和 Zhang在文 [23]中的定理 3.2包含了下面的结果.

引理2.8. [23] 设 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂 (R𝑛), 𝑇𝜃 是 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子. 若 𝑝(·) ∈ ℬ (R𝑛)且 𝜃满

足 ∫︁ 1

0

𝜃(𝑡)

𝑡
|log 𝑡| 𝑑𝑡 < ∞, (2.1)
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则存在不依赖于 𝑓 的常数 𝐶 > 0, 使得⃦⃦
[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓)

⃦⃦
𝐿𝑝(·)(R𝑛)

≤ 𝐶‖𝑏‖*‖𝑓‖𝐿𝑝(·)(R𝑛).

3. 定理及其证明

定理3.1. 设 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(R𝑛), 𝑇𝜃 是 𝜃-型 Calderón-Zygmund算子且 𝜃满足 (2.1)式. 又设 𝑝(·) ∈
ℬ (R𝑛), 𝑞1(·)和 𝑞2(·) ∈ 𝒫0 (R𝑛), 且满足 (𝑞2)− ≥ (𝑞1)+ 和 𝑝(·)/𝑞2(·) ∈ 𝒫 (R𝑛). 如果 𝛼(·) ∈ 𝒫 log(R𝑛)

且 −𝑛𝛿2 < 𝛼− < 𝛼+ < 𝑛𝛿1, 其中 𝛿1, 𝛿2是引理 2.3中的常数, 那么交换子 [𝑏, 𝑇𝜃]是从 �̇�
𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

到 �̇�
𝛼(·),𝑞2(·)
𝑝(·) (R𝑛) 有界的.

注1. 当 𝛼− = 𝛼+ = 𝛼时, 𝛼(·) = 𝛼是常数, 可见本文的定理推广了文献 [16]中的定理 1.2.

证证证明明明 设 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(R𝑛)且 𝑓 ∈ �̇�
𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛). 记 𝑓𝑗 = 𝑓𝜒𝑗 , 其中 𝑗 ∈ Z, 则

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑗=−∞

𝑓(𝑥)𝜒𝑗(𝑥) =
∞∑︁

𝑗=−∞

𝑓𝑗(𝑥).

下面考虑
⃦⃦

[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓)
⃦⃦
�̇�

𝛼(·),𝑞2(·)
𝑝(·) (R𝑛)

. 对任意的 𝑘 ∈ Z, 令

𝜂1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘−2∑︁
𝑗=−∞

[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
}︃∞

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝑞2(·)(𝐿𝑝(·))

,

𝜂2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘+1∑︁
𝑗=𝑘−1

[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
}︃∞

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝑞2(·)(𝐿𝑝(·))

,

𝜂3 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
{︃

2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑗=𝑘+2

[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
}︃∞

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑙𝑞2(·)(𝐿𝑝(·))

,

和 𝜂0 =
∑︀3

𝑖=1 𝜂𝑖.

注意到 𝑝(·)/𝑞2(·) ∈ 𝒫 (R𝑛), 则有⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |[𝑏, 𝑇𝜃](𝑓)𝜒𝑘|
𝜂0

)︂𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘−2
𝑗=−∞[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜂1

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

+ 𝐶

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘+1
𝑗=𝑘−1[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜂2

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

+ 𝐶

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀∞
𝑗=𝑘+2[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜂3

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

.
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再由 𝜂1, 𝜂2和 𝜂3的定义可得

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃

2𝑘𝛼(·)
⃒⃒
[𝑏, 𝑇𝜃](𝑓)𝜒𝑘

⃒⃒
𝐶𝜂0

)︃𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 1.

这也就是说

𝐶𝜂0 ∈

{︃
𝜂 > 0 :

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |[𝑏, 𝑇𝜃](𝑓)𝜒𝑘|
𝜂

)︂𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 1

}︃
,

于是有

‖[𝑏, 𝑇𝜃](𝑓)‖
�̇�

𝛼(·),𝑞2(·)
𝑝(·) (R𝑛)

≤ 𝐶𝜂0 = 𝐶 (𝜂1 + 𝜂2 + 𝜂3) .

下面证明

‖[𝑏, 𝑇𝜃](𝑓)‖
�̇�

𝛼(·),𝑞2(·)
𝑝(·) (R𝑛)

≤ 𝐶‖𝑏‖*‖𝑓‖�̇�𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

.

为此只需证明 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3 ≤ 𝐶‖𝑏‖*‖𝑓‖�̇�𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

.

记 𝜆0 = ‖𝑓‖
�̇�

𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

, 则

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|
𝜆0

)︂𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

≤ 1, (3.1)

进而对任意的 𝑘 ∈ Z, 有 ⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|
𝜆0

)︂𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

≤ 1. (3.2)

首先估计 𝜂2. 根据 𝜂2的定义, 要证 𝜂2 ≤ 𝐶‖𝑏‖*‖𝑓‖�̇�𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

, 只要证

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘+1
𝑗=𝑘−1[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶. (3.3)

下证 (3.3)式成立. 由于 𝑞2(·) ∈ 𝒫0 (R𝑛) , 𝑝(·)/𝑞2(·) ∈ 𝒫 (R𝑛), 利用引理 2.5有

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘+1
𝑗=𝑘−1[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤
∞∑︁

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘+1
𝑗=𝑘−1[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

(𝑞12)𝑘

𝐿𝑝(·)

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

(︃
𝑘+1∑︁

𝑗=𝑘−1

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·) |[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘|

𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

)︃(𝑞12)𝑘

,
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其中

(︀
𝑞12
)︀
𝑘

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑞2)− ,

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·)|∑︀𝑘+1

𝑗=𝑘−1[𝑏,𝑇𝜃](𝑓𝑗)𝜒𝑘|
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

≤ 1

(𝑞2)+ ,

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·)|∑︀𝑘+1

𝑗=𝑘−1[𝑏,𝑇𝜃](𝑓𝑗)𝜒𝑘|
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

> 1.

再利用引理 2.2和引理 2.8, 可以得到

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘+1
𝑗=𝑘−1[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

(︃
𝑘+1∑︁

𝑗=𝑘−1

⃦⃦⃦⃦
⃦
⃒⃒
[𝑏, 𝑇𝜃]

(︀
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

)︀
𝜒𝑘

⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(·)

)︃(𝑞12)𝑘

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

(︃
𝑘+1∑︁

𝑗=𝑘−1

⃦⃦⃦⃦
2𝑗𝛼(·) |𝑓𝑗 |

𝜆0

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

)︃(𝑞12)𝑘

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|

𝜆0

⃦⃦⃦⃦(𝑞12)𝑘

𝐿𝑝(·)
.

使用引理 2.5、引理 2.7、(3.1)以及 (3.2)式得

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘+1
𝑗=𝑘−1[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|
𝜆0

)︂𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦

(𝑞12)𝑘
(𝑞1)+

𝐿
𝑝(·)
𝑞1(·)

≤ 𝐶

{︃
∞∑︁

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂

2𝑘𝛼(·) |𝑓𝜒𝑘|
𝜆0

)︂𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

}︃𝑞*

≤ 𝐶.

这里 (𝑞1)+ ≤ (𝑞2)− ≤ (𝑞12)𝑘 且 𝑞* = min𝑘∈Z
(𝑞12)𝑘

(𝑞1)+
.

接下来估计 𝜂1. 根据 𝜂1的定义, 要证 𝜂1 ≤ 𝐶‖𝑏‖*‖𝑓‖�̇�𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

, 只要证

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘−2
𝑗=−∞[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶. (3.4)

下证 (3.4)式成立. 注意到当 𝑥 ∈ 𝐶𝑘, 𝑦 ∈ 𝐶𝑗 且 𝑗 ≤ 𝑘− 2 时, 有 |𝑥− 𝑦| ≥ |𝑥| − |𝑦| ≥ 1
4
|𝑥|. 再结
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合 supp 𝑓𝑗 ∈ 𝐶𝑗 和引理 2.1可知

⃒⃒
[𝑏, 𝑇𝜃] 𝑓𝑗(𝑥)

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑇𝜃 [(𝑏(𝑥) − 𝑏)𝑓𝑗 ] (𝑥)

⃒⃒
≤ 𝐶2−𝑘𝑛

∫︁
R𝑛

|𝑏(𝑥) − 𝑏(𝑦)||𝑓𝑗(𝑦)|𝑑𝑦

≤ 𝐶2−𝑘𝑛

∫︁
𝐶𝑗

|𝑏(𝑥) − 𝑏𝐵𝑗
||𝑓𝑗(𝑦)|𝑑𝑦 + 𝐶2−𝑘𝑛

∫︁
𝐶𝑗

|𝑏(𝑦) − 𝑏𝐵𝑗
||𝑓𝑗(𝑦)|𝑑𝑦

≤ 𝐶2−𝑘𝑛

∫︁
𝐵𝑗

|𝑏(𝑥) − 𝑏𝐵𝑗
||𝑓𝑗(𝑦)|𝜒𝐵𝑗

𝑑𝑦 + 𝐶2−𝑘𝑛

∫︁
𝐵𝑗

|𝑏(𝑦) − 𝑏𝐵𝑗
||𝑓𝑗(𝑦)|𝜒𝐵𝑗

𝑑𝑦

≤ 𝐶2−𝑘𝑛|𝑏(𝑥) − 𝑏𝐵𝑗
| ‖𝑓𝑗‖𝐿𝑝(·) ‖𝜒𝐵𝑗

‖𝐿𝑝′(·) + 𝐶2−𝑘𝑛 ‖𝑓𝑗‖𝐿𝑝(·)

⃦⃦
(𝑏− 𝑏𝐵𝑗

)𝜒𝐵𝑗

⃦⃦
𝐿𝑝′(·) ,

再利用引理 2.2 – 2.6以及 (3.2)式, 可以得到

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘−2
𝑗=−∞ [𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤
∞∑︁

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘−2
𝑗=−∞ [𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(𝑞22)𝑘

𝐿𝑝(·)

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
∑︀𝑘−2

𝑗=−∞ 2(𝑘−𝑗)𝛼+
⃒⃒
[𝑏, 𝑇𝜃]

(︀
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

)︀⃒⃒
𝜒𝑘

𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
⃦
(𝑞22)𝑘

𝐿𝑝(·)

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

(︃
𝑘−2∑︁

𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)2(𝑘−𝑗)𝛼+−𝑘𝑛

⃦⃦⃦⃦
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

𝜆0

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

⃦⃦
𝜒𝐵𝑗

⃦⃦
𝐿𝑝′(·) ‖𝜒𝐵𝑘

‖𝐿𝑝(·)

)︃(𝑞22)𝑘

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

(︃
𝑘−2∑︁

𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)2(𝑘−𝑗)𝛼+−𝑘𝑛

⃦⃦⃦⃦
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

𝜆0

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

⃦⃦
𝜒𝐵𝑗

⃦⃦
𝐿𝑝′(·)

‖𝜒𝐵𝑘
‖𝐿𝑝′(·)

|𝐵𝑘|

)︃(𝑞22)𝑘

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘−2∑︁

𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)2(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

1
(𝑞1)+

𝐿
𝑝(·)
𝑞1(·)

⎫⎪⎬⎪⎭
(𝑞22)𝑘

,

其中

(︀
𝑞22
)︀
𝑘

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑞2)− ,

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·)|∑︀𝑘−2

𝑗=−∞[𝑏,𝑇𝜃](𝑓𝑗)𝜒𝑘|
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

≤ 1

(𝑞2)+ ,

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·)|∑︀𝑘−2

𝑗=−∞[𝑏,𝑇𝜃](𝑓𝑗)𝜒𝑘|
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

> 1.

下面分 (𝑞1)+ ≤ 1和 (𝑞1)+ > 1两种情况讨论.
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若 (𝑞1)+ ≤ 1, 则根据引理 2.7, 𝛼+ < 𝑛𝛿1, (𝑞1)+ ≤ (𝑞2)− ≤ (𝑞22)𝑘 以及 (3.1)式, 有

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘−2
𝑗=−∞[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

⎧⎨⎩
𝑘−2∑︁

𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)(𝑞1)+2(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

⎫⎬⎭
(𝑞22)𝑘
(𝑞1)+

≤ 𝐶

⎧⎨⎩
∞∑︁

𝑗=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

∞∑︁
𝑘=𝑗+2

(𝑘 − 𝑗)(𝑞1)+2(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)+

⎫⎬⎭
𝑞*

≤ 𝐶,

其中

𝑞* =

⎧⎨⎩ min𝑘∈Z
(𝑞22)𝑘

(𝑞1)+
, 𝐸 ≤ 1

max𝑘∈Z
(𝑞22)𝑘

(𝑞1)+
, 𝐸 > 1.

𝐸 =

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑘−2∑︁
𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)(𝑞1)+2(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

.

若 (𝑞1)+ > 1, 则 1 < (𝑞1)+ ≤ (𝑞2)− ≤ (𝑞22)𝑘. 因此, 对于 𝛼+ < 𝑛𝛿1, 利用 Hölder不等式、引理

2.7以及 (3.1)式, 我们有

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀𝑘−2
𝑗=−∞[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

⎧⎨⎩
𝑘−2∑︁

𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)(𝑞1)+2
(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)+

2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

⎫⎬⎭
(𝑞22)𝑘
(𝑞1)+

×

(︃
𝑘−2∑︁

𝑗=−∞

2
(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)′+

2

)︃(𝑞22)𝑘
(𝑞1)′

+

≤ 𝐶

⎧⎨⎩
∞∑︁

𝑗=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

∞∑︁
𝑘=𝑗+2

(𝑘 − 𝑗)(𝑞1)+2
(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)+

2

⎫⎬⎭
𝑞*

≤ 𝐶,
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其中

𝑞* =

⎧⎨⎩ min𝑘∈Z
(𝑞22)𝑘

(𝑞1)+
, 𝐹 ≤ 1

max𝑘∈Z
(𝑞22)𝑘

(𝑞1)+
, 𝐹 > 1.

𝐹 =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑘−2∑︁
𝑗=−∞

(𝑘 − 𝑗)(𝑞1)+2
(𝑘−𝑗)(𝛼+−𝑛𝛿1)(𝑞1)+

2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞1(·)

.

最后估计 𝜂3. 根据 𝜂3的定义, 要证 𝜂3 ≤ 𝐶‖𝑏‖*‖𝑓‖�̇�𝛼(·),𝑞1(·)
𝑝(·) (R𝑛)

, 只要证

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀∞
𝑗=𝑘+2[𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶. (3.5)

下证 (3.5)式成立. 由于 𝑥 ∈ 𝐶𝑘, 𝑦 ∈ 𝐶𝑗 且 𝑗 ≥ 𝑘 + 2, 可以得到 |𝑥− 𝑦| ≥ |𝑦| − |𝑥| ≥ 1
4
|𝑦|. 再由

supp 𝑓𝑗 ∈ 𝐶𝑗 和引理 2.1可得

⃒⃒
[𝑏, 𝑇𝜃] 𝑓𝑗(𝑥)

⃒⃒
≤ 𝐶2−𝑗𝑛

∫︁
R𝑛

|𝑏(𝑥) − 𝑏(𝑦)||𝑓𝑗(𝑦)|𝑑𝑦

≤ 𝐶2−𝑗𝑛

∫︁
𝐶𝑗

|𝑏(𝑥) − 𝑏𝐵𝑘
||𝑓𝑗(𝑦)|𝑑𝑦 + 𝐶2−𝑗𝑛

∫︁
𝐶𝑗

|𝑏(𝑦) − 𝑏𝐵𝑘
||𝑓𝑗(𝑦)|𝑑𝑦

≤ 𝐶2−𝑗𝑛

∫︁
𝐵𝑗

|𝑏(𝑥) − 𝑏𝐵𝑘
||𝑓𝑗(𝑦)|𝜒𝐵𝑗

𝑑𝑦 + 𝐶2−𝑗𝑛

∫︁
𝐵𝑗

|𝑏(𝑦) − 𝑏𝐵𝑘
||𝑓𝑗(𝑦)|𝜒𝐵𝑗

𝑑𝑦

≤ 𝐶2−𝑗𝑛|𝑏(𝑥) − 𝑏𝐵𝑘
| ‖𝑓𝑗‖𝐿𝑝(·) ‖𝜒𝐵𝑗

‖𝐿𝑝′(·) + 𝐶2−𝑗𝑛 ‖𝑓𝑗‖𝐿𝑝(·)

⃦⃦
(𝑏− 𝑏𝐵𝑘

)𝜒𝐵𝑗

⃦⃦
𝐿𝑝′(·) .

利用引理 2.2 – 2.6以及 (3.2)式, 可以得到

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀∞
𝑗=𝑘+2 [𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤
∞∑︁

𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀∞
𝑗=𝑘+2 [𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(𝑞32)𝑘

𝐿𝑝(·)

≤ 𝐶

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
∑︀∞

𝑗=𝑘+2 2(𝑘−𝑗)𝛼−
⃒⃒
[𝑏, 𝑇𝜃]

(︀
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

)︀⃒⃒
𝜒𝑘

𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
⃦
(𝑞32)𝑘

𝐿𝑝(·)

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

(︃
∞∑︁

𝑗=𝑘+2

(𝑗 − 𝑘)2(𝑘−𝑗)𝛼−−𝑗𝑛

⃦⃦⃦⃦
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

𝜆0

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

⃦⃦
𝜒𝐵𝑗

⃦⃦
𝐿𝑝′(·) ‖𝜒𝐵𝑘

‖𝐿𝑝(·)

)︃(𝑞32)𝑘

≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

(︃
∞∑︁

𝑗=𝑘+2

(𝑗 − 𝑘)2(𝑘−𝑗)𝛼−−𝑗𝑛

⃦⃦⃦⃦
2𝑗𝛼(·)𝑓𝑗

𝜆0

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

‖𝜒𝐵𝑘
‖𝐿𝑝(·)⃦⃦

𝜒𝐵𝑗

⃦⃦
𝐿𝑝(·)

|𝐵𝑗 |

)︃(𝑞32)𝑘
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≤ 𝐶
∞∑︁

𝑘=−∞

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∑︁

𝑗=𝑘+2

(𝑗 − 𝑘)2(𝑘−𝑗)(𝛼−+𝑛𝛿2)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
(︃ ⃒⃒

2𝑗𝛼(·)𝑓𝜒𝑗

⃒⃒
𝜆0

)︃𝑞1(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

1
(𝑞1)+

𝐿
𝑝(·)
𝑞1(·)

⎫⎪⎬⎪⎭
(𝑞32)𝑘

,

其中

(︀
𝑞32
)︀
𝑘

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑞2)− ,

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·)|∑︀∞

𝑗=𝑘+2[𝑏,𝑇𝜃](𝑓𝑗)𝜒𝑘|
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

≤ 1

(𝑞2)+ ,

⃦⃦⃦⃦
2𝑘𝛼(·)|∑︀∞

𝑗=𝑘+2[𝑏,𝑇𝜃](𝑓𝑗)𝜒𝑘|
𝜆0‖𝑏‖*

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(·)

> 1.

注意到 (𝑞2)− ≥ (𝑞2)+以及 𝛼− > −𝑛𝛿2, 用类似于估计 𝜂1的方法可得

∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝2𝑘𝛼(·)

⃒⃒⃒∑︀∞
𝑗=𝑘+2 [𝑏, 𝑇𝜃] (𝑓𝑗)𝜒𝑘

⃒⃒⃒
𝜆0‖𝑏‖*

⎞⎠𝑞2(·)
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿

𝑝(·)
𝑞2(·)

≤ 𝐶.

综合上述对 𝜂1, 𝜂2和 𝜂3的估计, 定理 3.1证毕.
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