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摘  要 

矩阵理论是高等代数课程教学中重要的基础内容，而矩阵秩相关问题更是高等代数竞赛考研中一类常见

问题。针对一道竞赛考研试题，我们给出了6种求解方法：利用矩阵的分块初等变换、利用多项式互素

与矩阵的分块初等变换、利用矩阵秩的不等式、利用矩阵的特征值与特征向量、利用线性变换的值域和

利用线性变换的核，这些方法对于理解高等代数矩阵问题的代数证法与几何证法，提高逻辑思维能力大

有裨益。 
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Abstract 
The matrix theory is an important basic content in the teaching of advanced algebra courses, and 
the issue of matrix rank is a common problem in the competition and the postgraduate entrance 
examination. Six methods for solving a competition question or a postgraduate entrance exam 
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question were provided, including using block elementary transformation of matrices, polynomial 
coprime and block elementary transformation of matrices, inequality of matrix rank, eigenvalues 
and eigenvectors of matrices, range of linear transformations, and kernel of linear transforma-
tions. All the methods are of great benefit for understanding the algebraic and geometric proofs of 
advanced algebraic matrix problems, and improving logical thinking abilities. 
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1. 引言 

《高等代数》是大学数学类专业的主要基础课之一，也是数学类专业研究生入学考试的必考科目。

矩阵理论是高等代数课程教学中重要的内容，而矩阵秩相关的问题更是高等代数竞赛考研中一类常见问

题。许多学者对矩阵秩相关问题做了研究。文献[1]中，任芳过等简化并深化了矩阵的普通加法与乘法对

矩阵秩影响的重要结果，并通过例子帮助学生加深对矩阵秩的理解与应用，提高学生学习高等代数的能

力；文献[2]中，王守峰等以矩阵的 Frobenius 不等式为出发点，给出了关于矩阵秩的习题课的教学设计，

将矩阵秩的相关习题串联起来，有利于提高学生解决矩阵秩方面的习题的解题技巧；文献[3]中，安玉莲

等从线性映射的视角考察了高等代数知识，重点利用线性映射对矩阵秩的几个重要命题给出了比较简洁

的证明；文献[4]中，薛丽娜结合实例探讨了矩阵秩的几种常用求解方法。文献[5]中，黄述亮对矩阵秩的

估计、秩的降阶等不等式进行了研究，并举例说明了不等式在分块矩阵、线性方程组及判断线面位置关

系等问题中的应用。本文以一道竞赛题目为例，从不同的观察角度出发，利用高等代数不同部分的知识

给出六种解法，希望能给学习高等代数的同学一点启发。 

2. 一道高等代数竞赛考研题的一题多解研究 

2023 年湖南科技大学数学竞赛试题中有如下试题： 
设 ( )nA M F∈ ，已知 ( ) ( )R E A R E A n− + − = ，这里 E 为 n 阶单位矩阵，证明： 2A E= 。 
本文中，我们将用 ( )R A 表示矩阵 A 的秩， ( )m nM F× 表示数域 F 上 m 行 n 列矩阵， ( )nM F 表示数域

F 上 n 阶方阵，E 表示 n 阶单位矩阵；其它未作说明的符号及概念参见文献[6]。 
这是一道矩阵秩相关的题目，但由于矩阵秩问题的复杂性，难以入手解决；但如果对分块矩阵的应

用有比较深入的了解，则会很容易地看出该题目的本质而得到解决。 
证法一、(利用分块初等变换)考察下列的分块矩阵的分块初等变换 

2 2
2

2

2 2

2 2

E A O E A E A E E A
O E A O E A E A E A

E E A E O E O
E A E A O E AO O

− − + +     
→ →     + + + +     

+   
    → → → − −    −    

   
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由分块初等变换不改变矩阵的秩，故 

2

E A O E O
R R

O E A O E A
−   

=   + −   
， 

从而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2R E A R E A R E R E A n R E A− + + = + − = + −  

由已知 ( ) ( )R E A R E A n− + + = 可得 ( )2 0R E A− = ，从而有 2E A O− = ，即 2A E= 。 
上面的解法的关键是把构造的分块矩阵化为含有分块 2E A− 的分块矩阵，这里我们可以利用多项式

的互素性质。 
证法二、(利用多项式互素分块初等变换)考虑到 ( )1, 1 1x x− + = ，从而存在多项式 ( ) ( ) [ ],u x v x F x∈ 使

得 

( )( ) ( )( )1 1 1u x x v x x− + + = ， 

存而有 

( )( ) ( )( )u A A E v A A E E− + + =  

或 

( )( ) ( ) ( )u A A E A E v A E− + + =  

考察下列的分块矩阵的分块初等变换 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

2

E A O E A OE A O
u A E A E A u A E A E A v A E AO E A

E A O E OO A E O A E
E E A O A EE E A E O

− −   − 
→ →     − + − + + ++     

   −   − −
= → → →      + −+      

 

由分块初等变换不改变矩阵的秩，故 

2

E A O E O
R R

O E A O A E
−   

=   + −   
， 

从而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2R E A R E A R E R A E n R A E− + + = + − = + −  

由已知 ( ) ( )R E A R E A n− + + = 可得 ( )2 0R A E− = ，从而有 2A E O− = ，即 2A E= 。 
关于矩阵秩有很多已知不等式，如果对矩阵秩相关不等式有较深的了解，本题依然能解决；下面我

们利用矩阵秩的不等式来证明。我们先给出一个引理。 
引理 1 [1]设 ( ), nA B M F∈ ，且 AB BA= ，则有 ( ) ( ) ( ) ( )R A R B R A B R AB+ ≥ + +  (证明见文献[1] p. 101，

例 3.6.7) 
证法三、(利用矩阵秩不等式)由于 

( )( ) ( )( )2E A E A E A E A E A− + = − = + − ， 

利用引理 1，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2

2 2                                2

R E A R E A R E A R E A E A

R E A R E R E A n

− + + ≥ − + + + −

= − + = − +
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即 ( )2n R E A n≥ − + ，则有 ( )2 0R E A− ≤ 。显然 ( )2 0R E A− ≥ ，故 ( )2 0R E A− = ，从而有 2A E O− = ，

即 2A E= 。 
n 阶矩阵秩的问题联系到矩阵的行列式是否等于零，行列式等于零又能联想到矩阵的特征多项式及

特征值问题，如果对矩阵的特征值与特征向量有较深的了解，本题依然能解决。 
下面我们利用矩阵的特征值与特征向量来证明。 
证法四、(利用矩阵的特征值与特征向量) 
1) 当 ( ) 0R E A− = 或 ( )R E A n+ = 时，有 E A= 或 E A= − ，都有 2A E= ， 
2) 当 ( )0 R E A n< − < ， ( )0 R E A n< + < 时，都有 0E A− = 与 0E A+ = 。此时 1.1− 均为矩阵 A 的特

征值，设 ( ) ( ), 0R E A r r n− = < < ，则由已知有 ( )R E A n r+ = − ，由线性方程组理论可知：矩阵 A 的属于

特征值 1 的线性无关的特征向量的个数为 ( )n R E A n r− − = − ，矩阵 A 的属于特征值 1− 的线性无关的特

征向量的个数为 ( )n R E A r= − + = ，又不同特征值的特征向量线性无关，则矩阵 A 有 n 个线性无关的特

征向量，从而矩阵 A 可对角化，即存在可逆矩阵 P 使 

1 r

n r

E O
P AP

O E
−

−

 
=  − 

， 

则 

1r

n r

E O
A P P

O E
−

−

 
=  − 

， 

从而 

2 1 1 1r r r r

n r n r n r n r

E O E O E O E O
A P P P P P P E

O E O E O E O E
− − −

− − − −

      
= = =      − − − −      

 

由于线性空间的线性变换在取定基的情况下每个线性变换都对应一个矩阵，并且这种对应关系是 1-1
的，这样导致很多矩阵问题可以利用线性变换来解决，矩阵秩的问题就能与线性变换像空间与核空间的

维数联系起来。如果对这一知识点较深的了解，本题依然能解决。 
下面我们利用线性变换的值域与核来证明。 
证法五、(利用线性变换的值域)设 V 为数域 F 上 n 为线性空间， 1 2, , , nα α α 为 V 的一组基，σ 为矩

阵 A 确定的线性变换，即 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Aσ α α α α α α=   

从而有 

( )( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , ,n ne E Aσ α α α α α α− = −   

( )( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , ,n ne E Aσ α α α α α α+ = +   

这里 e 为 V 上的单位变换，记 1 2,e eσ σ σ σ= − = + ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2dim ,dimV R E A V R E Aσ σ= − = + ， 

则由已知有 

( ) ( )1 2dim dimV V nσ σ+ =                                 (1) 

显然有 ( ) ( )1 2V V Vσ σ+ ⊆ ，又 Vα∀ ∈ ，有 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1311346


陈国华，廖小莲 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.1311346 3340 理论数学 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 2 1 2

2 2 2 2

     
2 2

e e

V V

α σ α α σ α α αα σ σ

α ασ σ σ σ

− +    = + = − + +   
   

   = + ∈ +   
   

 

即有 ( ) ( )1 2V V Vσ σ⊆ +  
从而可得 

( ) ( )1 2V V Vσ σ= +                                    (2) 

由(1) (2)可得 ( ) ( )1 2V V Vσ σ= ⊕  
下面考察线性变换 2e σ− ： Vα∀ ∈ ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

1

e

e e V V

σ α α σ α α σ α σ α σ α α σ α σ α σ α

σ α σ α σ σ

− = − = − + − = − + −

= + − ∈ + =
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2

e

e e V V

σ α α σ α α σ α σ α σ α α σ α σ α σ α

σ α σ α σ σ

− = − = + − − = + − +

= − + ∈ − =
 

即 ( )( ) ( ) ( )2
1 2e V Vσ α σ σ− ∈ 

，而由 ( ) ( )1 2V V Vσ σ= ⊕ 可知 ( ) ( ) { }1 2 0V Vσ σ = ，故 ( )( )2 0e σ α− = ，

由α 的任意性可知 2e σ θ− = ，即 2 eσ = ，这里θ 表示零变换。 
由线性变变与矩阵的对应关系可知 2A E= 。 
证法六、(利用线性变换的核)设 V 为数域 F 上 n 为线性空间， 1 2, , , nα α α 为 V 的一组基，σ 为矩阵

A 确定的线性变换，即 

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n Aσ α α α α α α=   

从而有 

( )( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , ,n ne E Aσ α α α α α α− = −   

( )( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , ,n ne E Aσ α α α α α α+ = +   

这里 e 为 V 上的单位变换 
记 1 2,e eσ σ σ σ= − = + ，则有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2dim ker ,dim kern R E A n R E Aσ σ= − − = − + ，则由已知有 

( ) ( )1 2dim ker dim ker nσ σ+ =                                 (3) 

( ) ( )1 2dim ker dim kerα σ σ∀ ∈  ， 

由 ( )1dim kerα σ∈ ，则 ( )1 0σ α = ，即 ( )( ) 0e σ α− = ，可得 ( )α σ α= ，又由 ( )2dim kerα σ∈ ，则

( )2 0σ α = ，即 ( )( ) 0e σ α+ = ，可得 ( )α σ α= − ，从而 
0α =                                           (4) 

由(3) (4)可得 ( ) ( )1 2dim ker dim kerV σ σ= ⊕ 。 
设 ( )1dim ker rσ = ，则 ( )2dim ker n rσ = − ，取 ( )1ker σ 的一组基 1, , rβ β ，取 ( )2ker σ 的一组基

1, ,r nβ β+  ，则 1 1, , , , ,r r nβ β β β+  为 V 的一组基。 
由上可知 ( ) ( )1 2ker , kere eσ σ σ σ= = − ，则有 

( ) ( )1 1 1 1, , , , , , , , , , r
r r n r r n

n r

E O
O E

σ β β β β β β β β+ +
−

 
=  − 

   
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由一个线性变换在不同基下的矩阵相似可知存在可逆矩阵 P 使 

1 r

n r

E O
P AP

O E
−

−

 
=  − 

， 

则 

1r

n r

E O
A P P

O E
−

−

 
=  − 

， 

从而 

2 1 1 1r r r r

n r n r n r n r

E O E O E O E O
A P P P P P P E

O E O E O E O E
− − −

− − − −

      
= = =      − − − −      

。 

作为检验，读者可完成下面的一道常见的考研题目： 
设 ( )nA M F∈ ，已知 ( ) ( )R E A R A n− + = ，这里 E 为 n 阶单位矩阵，证明： 2A A= 。 

3. 结束语 

矩阵的秩相关问题是高等代数教学的主要内容，也是数学竞赛和研究生人学考试的热点问题之一，

同时矩阵的秩在解决矩阵问题及在后续专业学习中发挥着非常重要的作用。本文针对一道竞赛考研试题，

分别利用矩阵的分块初等变换、多项式互素与矩阵的分块初等变换、矩阵秩的不等式、矩阵的特征值与

特征向量、线性变换的值域和线性变换的核相关知识，给出了该题的 6 种证明方法，既有高等代数矩阵

问题的代数证法也有矩阵问题的几何证法，通过这些解题方法，深化矩阵秩的性质及应用，凸显矩阵秩

在高等代数课程中的重要性，同时，能够更好地提高学生的逻辑思维能力和分析问题、解决问题的能力。 
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