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摘  要 

考虑在三维有界区域上带有logistic源的具有信号消耗机制的趋化–流体耦合方程组： 
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的初边值问题，其中 3Ω ⊂  是一个具有光滑边界的有界区域；n和c满足齐次Neumann边界条件， u满

足Dirichlet边界条件； ( )W ,2 ∞Φ∈ Ω ； r 0> ， 0µ > ， 1α > 是给定的参数。此前的结果表明：当初值满

足 ( )n C 0
0 ∈ Ω 时，该模型在三维有界凸区域上存在整体弱解。本文进一步研究了当初值条件正则性更低

时，该模型弱解的整体存在性。具体而言，初值 n0 满足 ( )n L1
0 ∈ Ω ，该模型在三维有界凸区域上存在整

体弱解。 
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Abstract 
This paper mainly studies the initial-boundary value problem of chemotaxis-fluid coupling equations 
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with signal consumption mechanism on a three-dimensional bounded domain with logistic source 
where 3Ω ⊂   is bounded domain with smooth boundary; n and c satisfy the homogeneous Neu-
mann boundary condition and u  satisfy the Dirichlet boundary condition; where ( )W ,2 ∞Φ∈ Ω ; 
where r 0> , 0µ > , and 1α >  are given parameters. Previous results show that the initial value 

satisfies ( )n C 0
0 ∈ Ω , the model has a globally weak solution on the three-dimensional bounded 

convex region. This paper further examines when the initial value condition regularity is lower, 
the globally existence of weak solutions in this model. Specifically, the initial value n0  satisfies 

( )n L1
0 ∈ Ω , the model has a global weak solution on a three-dimensional bounded convex region. 
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1. 引言 

趋化性是指细胞(菌)或生物体对化学物质浓度做出反应的定向运动，是细胞(菌)迁移的重要手段之

一。20 世纪 70 年代，Keller 和 Segel 提出了一类抛物–抛物型偏微分方程组用来研究基网柄菌聚合现象

[1]，其具体形式为 

( )( )
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n n nS n c
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= ∆ −∇ ⋅ ∇

= ∆ − +





                                  (1.1) 

其中未知函数 ( ) ( ), , ,n x t c x t 分别表示细胞密度和化学信号浓度，S 表示趋化灵敏度函数。当 S 恒等于常

值函数 1 时，所得模型被称为 Keller-Segel 极小模型[2] [3]。该模型自提出以来引起了许多数学家的兴趣，

主要集中于解的爆破，整体存在性及渐近性等问题[4] [5] [6] [7]。在过去的 40 年里，很多文献致力于研

究该模型的齐次 Neumann 初边值问题的有界性和爆破[8] [9] [10]。由于模型同时存在着扩散和迁移两种

机制，其动力学行为比较复杂，某些形式会在有限时刻出现爆破，即细胞密度在某一刻趋于无穷大，这

与实验观测的生物事实不符。因此，从生物学的角度出发，考虑模型在一定情况下的整体可解性具有现

实意义。 
当枯草杆菌悬浮在固着的水滴中时，该菌群会呈现复杂的时空行为。具体的说，枯草杆菌细胞会聚
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集成羽状，同时周围还会自发的产生大规模流体运动并形成对流斑图。为了用数学的方式描述这种现象。

Tuval 等人提出了如下趋化–流体耦合模型： 
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其中 u和 P 分别表示不可压缩流体的速度以及相应的压力，Φ 是给定的重力势函数，κ 表示非线性对流

的强度。建立此模型基于两方面的假设：第一，菌体的运动要受随机扩散(“ tn n= ∆ ”)，流体运动

(“ n− ⋅∇u ”)，氧气量递增梯度(“ ( )n c−∇ ∇ ”)三者的共同作用；第二，单细胞菌体会消耗氧气(“ nc− ”)
并借助浮力的反作用对流体的运动(“ c− ⋅∇u ”)产生影响。 

在自然界中，描述生物种群模型的微分方程通常涉及超线性退化项。例如：经典的人口动态模型最

初是由 Pierre-Francois Verhulst 在 1838 年提出，表明了一个生物种群在一定时间内的自限性增长，可通 

过 logistic 方程 2d
d
P rP P
t

µ= − 来描述，这里 r 为生长速率，
r
µ
是物种的可容能力，这也与同一物种的死 

亡率有关。如果我们考虑种群在空间中的扩散和迁移。例如，在最简单的演化方程中，具有以下形式 
1 ,   1,  ,  0.tn n rn n r Rαµ α µ−= ∆ + − > ∈ >  

由于这种类型的衰减机制通常提供额外的耗散，从而相应地增强了发散的特征。这种超线性阻尼可

以用来扩展著名的热方程解理论，从而为具有远低于可积性的初值构造解。于是，在趋化–流体耦合模

型中，细菌自身的增殖与死亡也应该被考虑。Mimura 等人研究了基于细菌趋化扩散和增长的模型，他们

在模型中增加了 logistic 源项 ( )2 0, 0rn n rµ µ− ≥ > ，通过考虑细胞的死亡来抵消由细胞数量的无限增长引

起的细胞聚集。 
我们知道 logistic 源对方程组解的爆破具有抑制作用，于是考虑具有 logistic 源的趋化–流体耦合模型： 
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其中 ( )2,W ∞Φ∈ Ω ，该模型有很多重要的结果[11] [12]，其中：Wang 考虑了1 2α< < 的情况，得到了模型 

弱解的整体存在性和
6 2
5

α≤ < 时弱解的最终光滑性[13]。 

根据上述趋化–流体耦合方程组的发展状况，在 Wang 的研究基础上，本论文研究在三维有界凸区

域上的如下初边值问题： 

( )

( )

                   
                                    

, , 0,
, , 0,            

                              
      

, , 0,
0   ,  0,

t

t

t

v v

n n n n c rn n x t
c c c nc x t

P n x t
n c u

αµ+ ⋅∇ = ∆ −∇ ⋅ ∇ + − ∈Ω >

+ ⋅∇ = ∆ − ∈Ω >

+ ⋅∇ = ∆ +∇ + ∇Φ ∈Ω >

∂ = ∂ = =

u
u

u u u u

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

, 0                                        
    

,
,0 ,  ,0 ,  ,0 , ,

x t
n x n x c x c x x x x

∈∂Ω







>

= = = Ω


∈




 u u

              (1.4) 

在文献[13]中，由定理 1.1 可知，当 0, 0, 1r µ α≥ > > 时，对于初值 0n 满足 ( )0
0n C∈ Ω ，该模型在三
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维有界凸区域中存在整体弱解。本文针对初值 ( )1
0n L∈ Ω 的情况，对问题解的存在性进行了研究。 

考虑其初值满足： 

( )
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其中
3 ,1
4

β  ∈ 
 

， :A = − ∆ 是 Stokes 算子，其定义域为 ( ) ( ) ( ) ( )2,2 3 1,2 3 2
0: ; ;D A W W Lσ= Ω Ω Ω    ，其中 

( ) ( ){ }2 2 3: ; | 0L Lσ ϕ ϕΩ = ∈ Ω ∇ ⋅ = 。基于以上条件的假设，主要的结论如下： 
定理 1.1. 假设 3Ω⊂  是一个具有光滑边界的有界凸区域，当 1, 0, 0rα µ> > > ，且初值 ( )0 0 0, ,n c u 满

足条件(1.5)，则存在函数 
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使得 ( ), ,n c u 在命题 2.1 意义下是初边值问题(1.4)的整体弱解。 

2. 预备知识 

首先给出弱解的定义。在下面的表述中，对于给定向量 3v∈ 以及 3w∈ ，令 v w⊗ 表示矩阵

( ) { }: 1,2, ,3,i jij
v v jw w i⊗ = ∈ 。 

命题 2.1. 若函数组 ( ), ,n c u 满足下列条件，则称 ( ), ,n c u 为初边值问题(1.4)的整体弱解： 
(i) 
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其中 0, 0n c≥ ≥ 在 ( )0,Ω× ∞ 上几乎处处成立，且 [ )( )1 0,locnc L∈ Ω× ∞ ， [ )( )1 0,locn Lα ∈ Ω× ∞ ， 

[ )( )1 3 30, ;locu u L ×⊗ ∈ Ω× ∞  ；且 n c∇ ， nu ， [ )( )1 30, ;loccu L∈ Ω× ∞  ； 
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对于任意的 [ )( )0, 0,C σψ ∞∈ Ω× ∞ ，有 
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接下来，为了证明初边值问题(1.4)解的整体存在，我们首先引入一个函数序列{ } ( )0 0,1
n ε ε∈

满足 
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其次，考虑下列正则化问题： 
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其中 ( )0,1ε ∈ ， ( ) 11Y Aε ε −= + ， ( ) ( )1: ln 1F n nε ε εε
ε

= + 。 

此正则化问题的经典解整体存在。 
引理 2.2. 假设 3Ω∈ 是一个具有光滑边界的有界凸区域， ( )2,W ∞Φ∈ Ω ，且 0r ≥ ， 0µ > ， 1α > ，

0n ε ， 0c 和 0u 满足(1.5)，(2.5)~(2.7)，则对于任意的 ( )0,1ε ∈ ，存在 ( ]max, 0,T ε ∈ ∞ 使得初边值问题(2.8)在

( )max,0,T εΩ× 上有经典解 ( ), , ,n c Pε ε ε εu ，且满足 
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对于任意 3q > ，
3 ,1
4
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成立，且当 max, 0T ε > 时， 
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lim sup , , , .qL W Lt T

n t c t A t
ε

β
ε ε ε∞ Ω Ω Ω
⋅ + ⋅ + ⋅ = ∞u



             (2.10) 

证明  局部存在性的类似证明过程可以参考文献[12]的引理 2.1 和 2.2。 

3. 一些基本估计 

引理 3.1. 设 ( ), ,n cε ε εu 是问题(2.8)的经典解，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，满足 
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证明  在方程组(2.8)的第一个方程两边同时积分，利用 Hölder 不等式和 0∇ ⋅ =u 以及边界条件可得 
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解这个常微分方程，即可证得(3.1)式。 
引理 3.2. 在引理 3.1 的假设下，存在 ( ) 0C τ > 使得 
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2

T ετ  =  
 

。 

证明  对(3.1)式两端在时间上进行积分即可得证。 
引理 3.3. 设 ( ), ,n cε ε εu 是模型(2.8)的经典解，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 

0, 0.n cε ε≥ ≥                                      (3.4) 

证明  对方程组(2.8)的第一个方程和第二个方程分别利用抛物比较原理，即可得 nε 和 cε 的非负性。 
引理 3.4. 设 ( ), ,n cε ε εu 是模型(2.8)的经典解，且初值满足(1.5)，则对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意
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证明  由抛物比较原理即可证得结论成立。 
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的估计。 
引理 3.6.  存在 0C > ，使得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 

d ln ln .
d 2 1

n n cn n n n C
t n n

εα ε ε
ε ε ε ε

ε ε

µ
εΩ Ω Ω Ω

∇ ∇ ⋅∇
+ + ≤ +

+∫ ∫ ∫ ∫                   (3.8) 

证明  对于 lnn nε εΩ∫ ，由方程组(2.8)的第一个方程，利用分部积分有 
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2

d ln ln
d

1

ln ln ,

t tn n n n n
t

n c nr n n
n n

r n n n n

ε ε ε ε ε

εα ε ε
ε ε

ε ε

α
ε ε ε ε

µ
ε

µ

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

= +

∇ ∇ ⋅∇
= − − +

+

+ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

当 1α > 时，函数 [ ), 0,s rs s sαµ− ∈ ∞ 和 ln
2

s rs s sαµ − 
 

 是有界的，所以存在 1 0C > ，使得对于 

所有 ( )max,0,t T ε∈ ，有 
2

1
d ln ln 2 ,
d 2 1

n c nn n n n C
t n n

ε α ε ε
ε ε ε ε

ε ε

µ
εΩ Ω Ω Ω

∇ ∇ ⋅∇
+ + ≤ +

+∫ ∫ ∫ ∫  

则(3.8)式得证。 
引理 3.7. 存在 , , 0K k c > ，使得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 

2 4
2 22

3
d ln 2 .
d 1

c c n ck c D c k K C
t c nc

ε ε ε ε
ε ε ε

ε εε εΩ Ω Ω Ω Ω

∇ ∇ ∇ ⋅∇
+ + ≤ ∇ − +

+∫ ∫ ∫ ∫ ∫u            (3.9) 

证明  我们从计算

2
d
d

c
t c

ε

ε
Ω

∇
∫ 开始，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 

( )

( )

2 2

2

2
2

2

2 2

2

2d
d

12 2 ln 1 2

1 ln 1
,

t tc c c c c c
t c c

c cc n c
c c

c nc c c
c

cc c

ε ε ε ε ε ε

ε ε

ε ε
ε ε ε ε

ε ε

ε ε
ε ε ε

ε ε
εε ε

ε
ε

ε
ε

Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

∇ ∇ ⋅∇ − ∇
=

∆ ∆
− + ∆ ⋅ + + ⋅∇

∇ ⋅ +∇ ∆ ∇
+ − − ⋅∇

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

u

u

           (3.10) 

由参考文献[12]的引理 2.7，利用 Young 不等式和分部积分公式可得，存在 1 0k > ， 2 0k > ， 3 0k > 使

得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 
2 4

222 1
1 3 23

d ln 2 ,
d 2 1

c c n ckk c D c k k c
t c nc

ε ε ε ε
ε ε ε ε

ε εε εΩ Ω Ω Ω Ω Ω

∇ ∇ ∇ ⋅∇
+ + ≤ ∇ − +

+∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫u  

则(3.9)得证。 
引理 3.8. 对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 

2 21 d .
2 d

n
t ε ε ε εΩ Ω Ω

+ ∇ = ⋅∇Φ∫ ∫ ∫u u u                         (3.11) 

证明  在方程组(2.8)的第三个方程两端同时乘以 εu ，再在 Ω上分部积分，利用分部积分公式和

0u PεΩ
⋅∇ =∫ 以及 ( ) 0Yε ε ε εΩ

⋅∇ ⋅ =∫ u u u 可证得结论成立。 
引理 3.9. 存在 , , 0k K C > 使得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意 ( )0,1ε ∈ ，有 

2 2
2

4
2 22

3

d 1 1ln
d 2 2

ln ln .
2 2 2 2

c n
n n K

t c n

ck k Kc D c n n C
c

ε ε
ε ε ε

ε ε

εα
ε ε ε ε ε

ε

µ

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

 ∇ ∇
 + + +
 
 

∇
+ + + + ∇ ≤

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

u

u

                (3.12) 
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证明  由引理 3.6、3.7 和引理 3.8 可得，存在 1 0C > 使得对于任意的 ( )0,1ε ∈ ，有 
2 2

22 2

4
2

13

d 1ln ln
d 2 2

ln 2
2 2

c n kn n K c D c
t c n

ckn n K K n C
c

ε ε
ε ε ε ε ε

ε ε

εα
ε ε ε ε ε

ε

µ

Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

 ∇ ∇
 + + + +
 
 

∇
+ + + ∇ ≤ ⋅∇Φ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

u

u u

             (3.13) 

对于 ( )max,0,t T ε∈ 成立。利用∇Φ的有界性，Hölder 不等式以及 ( )1,2W Ω 嵌入到 ( )6L Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( )5 6 2
6
5

5 5
6 66 6
5 5

2L L L LK n C n C n C nε ε ε ε ε ε ε εΩ Ω Ω ΩΩ Ω Ω

   
≤      

  
⋅∇Φ ≤ ⋅ ≤ ∇ ∇


∫ ∫ ∫u u u u  

对于所有的 ( )max,0,t T ε∈ 成立。对于上式的 ( )
6
5Lnε Ω

，利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式、Young 不等

式 
和(3.1)式，存在 5 0C > ，使得 

( )
( )

2

2

21
2 2

5
1
2

.
2 L

L

KK n n Cε ε ε εΩΩ
Ω

⋅∇Φ ≤ ∇ + ∇ +∫ u u  

对于所有的 ( )max,0,t T ε∈ 成立。将这个不等式代入(3.13)，结论得证。 
引理 3.10. 存在 0C > 使得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ 和任意的 ( )0,1ε ∈ ，有 

2ln .
c

n n K C
c

ε
ε ε ε

ε
Ω Ω Ω

∇
+ + ≤∫ ∫ ∫ u                          (3.14) 

对于所有 )max,0,t T ε τ∈ − ，有 
2 4

2ln ,
t t t t

t t t t

n c
n n C

n c
τ τ τ τε εα

ε ε ε
ε ε

+ + + +

Ω Ω Ω Ω

∇ ∇
+ + + ∇ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ u               (3.15) 

5 5 10 4 23 4 3 ,
t t t t

t t t t
n n c c C

τ τ τ τ
ε ε ε ε ε

+ + + +

Ω Ω Ω Ω Ω
+ ∇ + + ∇ + ∇ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫u             (3.16) 

其中 max,
1: min 1,
2

T ετ  =  
 

。 

证明  令 

( )
2

21ln .
2

c
H t n n K

c
ε

ε ε ε ε
ε

Ω Ω Ω

∇
= + +∫ ∫ ∫ u  

首先利用初等不等式
5
33ln

2
s s s≤ 、Gagliardo-Nirenberg 不等式、Young 不等式和 poincare 不等式，结 

合(3.1)式可得到，存在 21, 0C C > ，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，有 

( ) ( )1 2 ,H t C H t Cε ε′ + ≤  

于是(3.14)式得证。由(3.12)式可直接证得(3.15)式。对于(3.16)式，同样利用 Gagliardo-Nirenberg 不等 

式，Young 不等式，可得 3
3

5
t

t
n C

τ
ε

+

Ω
≤∫ ∫ ， 4 4

5t

t
n C

τ
ε

+

Ω
∇ ≤∫ ∫ ， 3 5

10t

t
C

τ
ε

+

Ω
≤∫ ∫ u 对于所有的 ( )max,0,t T ε τ∈ − 成 

立，其中 3 4 5,, 0C C C > 。进一步结合(3.15)式的有界性和(3.14)式可推得(3.16)式的最后一项
2

6c CεΩ
∇ <∫ ，
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其中 6 0C > ，则(3.16)式得证。 
引理 3.11. 对于任意 ( )0,1ε ∈ ，问题(2.8)的解是整体存在的，即 max,T ε = ∞。 

证明  假设存在 ( )0,1ε ∈ ，使得 max,T ε 是有界的。由引理 3.10，存在 1 20, 0C C> > ，使得
4

1
t

t
c C

τ
ε

+

Ω
∇ ≤∫ ∫ ， 

2
2CεΩ

≤∫ u 对于所有的 ( )max,0,t T ε∈ 成立。在方程组(2.8)的第一个方程两端乘以 3nε ，再在Ω上积分，利用

分部积分公式可得： 
3

24 2 4 31 d 3 3 .
4 d 1

n nn n n c n r n n
t n

αε ε
ε ε ε ε ε ε ε

ε

µ
ε

+

Ω Ω Ω Ω Ω

⋅
+ ∇ = ∇ ⋅∇ + −

+∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

利用 Young 不等式和
1

n n
n

ε
ε

εε
≤

+
可知，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，有 

( )4
3, ,n t CεΩ

⋅ ≤∫                                      (3.17) 

其中 3 0C > 。对于 ( )Lε ∞ Ω
u ，因为 ( )1D Aε+ 嵌入到 ( )L∞ Ω ，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，存在 4 5, 0C C > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2
1

4 5, 1 , , .
L LL

Y t A t C t Cε ε ε εε∞ ∞

−

Ω ΩΩ
⋅ = + ⋅ ≤ ⋅ ≤u u u                 (3.18) 

令 Stokes 方程组 ( ) ( ): ,t A Y n H x tε ε ε ε ε ε ε + = − ⋅∇ + ∇Φ = u u u u ，在方程两端同时乘以 A εu ，再在Ω  

上积分，由 ( ) ( )2 2L Lϕ ϕ
Ω Ω
≤ 对于所有 ( )2Lϕ∈ Ω 成立，

21
22A ϕ ϕ

Ω Ω
= ∇∫ ∫ 对于所有的 ( )D Aϕ∈ 成立可得 

6
2 ,CεΩ

∇ ≤∫ u                                     (3.19) 

于是对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，有 

( )2 7 .LH Cε Ω
≤                                     (3.20) 

接下来，利用 Stokes 半群的估计可知[14]，存在 0λ > ， 8 0C > ，对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，有 

( )
( ) ( )

( )2 20 8e e , d .t s AtA
L L

A A A H s s Cβ β β
ε ε

− −−

ΩΩ Ω
= + ⋅ ≤∫u u                  (3.21) 

由于 ( )D Aβ 嵌入到 ( )L∞ Ω 可知，存在 9 0C > ，使得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，有 

( ) 9.L Cε ∞ Ω
≤u  

同样，利用 Neumann 热半群的估计可知[15]，存在常数 10 0C > ， 11 0C > ，使得对于所有 ( )max,0,t T ε∈ ，

有 

( )4 10Lc Cε Ω
∇ ≤  

和 

( ) 11Ln Cε ∞ Ω
≤  

成立。证明细节可参考文献[16]中的引理 4.1。结合(3.21)式，这与引理 2.1 的局部存在性准则矛盾，于是，

max,T ε = ∞得证。 
引理 3.12. 对于所有 0T > 和任意 ( )0,1ε ∈ ，存在 0C > ，有 

( ) ( )( )
10

*1,109 0, ,
.t L T Wn Cε  

Ω 
 

≤  
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证明  取任意 ( )1,10Wϕ∈ Ω ，对方程组(2.8)的第一个方程两端同时乘以ϕ ，对于任意 0t > ，有 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

10
10 10 109 910

9

10
109

10
9

1

1

 .

t

L L L LL
L

L LL

nn n c r n n n
n

nn r n
n

n n

αε
ε ε ε ε ε ε ε

ε

ε
ε ε

ε

α
ε ε ε

ϕ ϕ ϕ ϕ µ ϕ ϕ
ε

ϕ ϕ ϕ
ε

µ ϕ ϕ∞

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω ΩΩ
Ω

Ω ΩΩΩ

⋅ ≤ ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ + + + ⋅
+

≤ ∇ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ + ⋅
+

+ + ⋅

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

u

u

 

存在常数 1 0C > ，对于所有 0T > ，有 

( )( )*1,10

10
10 10 9
9 91 10 0 0

10 10
9 91 1 10 0 0

1

                          .

T T T
t

W

T T T

nn C n C
n

C r n C n C n

ε
ε ε

ε

α
ε ε ε ε

ε

µ

Ω ΩΩ

Ω Ω Ω

≤ ∇ +
+

+ + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ u

                  (3.22) 

利用 Young 不等式，结合引理 3.2、3.10 和(3.22)式可知，存在常数 0C > ，使得 

( )( )*1,10

10
9

0

T
t

W
n Cε

Ω
≤∫  

成立，则引理得证。 
引理 3.13. 对于所有 0T > 和任意 ( )0,1ε ∈ ，存在 0C > ，有 

( ) ( )( )*2 1,100, ,
.t L T Wc Cε  

Ω 
 

≤  

证明  取任意 ( )1,2
0Wϕ∈ Ω ，对方程组(2.8)的第二个方程两端同时乘以ϕ ，利用 Holder 不等式和分部

积分公式可知，对于任意的 0T > ，有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

31 5 52 2 3
0, ,0 0 0

2 15 5 2 22
0, ,0 0

                 

T T T
t L T L

T T

L T L

c c c n

c

ε ε ε

ε

ϕ ϕ

ϕ ϕ
Ω

∞ΩΩ Ω Ω

∞ ΩΩ

 ≤ ∇ ∇ +  
 

 × + ∇ 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ u

 

成立。因此，结合引理 3.10，结论得证。 
引理 3.14. 对于所有 0T > 和任意 ( )0,1ε ∈ ，存在 0C > ，有 

( ) ( )( )*2 1,30, ,
.t L T W Cε  

Ω 
 

≤u  

证明  取任意 ( ) ( )( )( )*2 1,30, ,L T Wψ ∈ Ω 且 ( ) ( )( )2 1,30, , 1L T Wψ
Ω

= ，则对于任意的 0T > ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 22 2

2 32 6 2

2 62 6 5

0 0 0 0

0, ,0, ,

0, ,0, , 0, ,

0, ,0, ,
.

T T T T
t

L T LL T L

L T LL T L L T L

L L T LL T L

Y n

Y

n

ε ε ε ε ε ε

ε

ε ε ε

ε

ψ ψ ψ ψ

ψ

ψ

ψ

∞

∞

Ω Ω Ω Ω

ΩΩ

ΩΩ Ω

Ω ΩΩ

⋅ ≤ − ∇ ⋅∇ + ⊗ ∇ + ∇Φ ⋅

≤ ∇ ∇

+ ∇

 + ∇Φ + 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫u u u u

u

u u
 

由 ( )1,2W Ω 嵌入到 ( )6L Ω 和Yε 的性质可知，存在 1 0k > ，使得对于所有 0t > ，有 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1311341


陈娟，韩永杰 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.1311341 3282 理论数学 
 

( ) ( ) ( ) ( )6 2 22
1 2

1 1 1 .L L LL
Y k Y k A Y kε ε ε ε ε ε εΩ Ω ΩΩ

≤ ∇ = = ∇u u u u  

进一步，利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Young 不等式推导可得 

( ) ( ) ( )6 5 12 5 2

4 22 1 2 1 2
2 3.L L L

n n k n kε ε εΩ Ω Ω
= ≤ ∇ +  

又由引理 3.10 中包含的 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2
1 2

0, , 0, , 0, ,
, ,L T L L T L L T L

nε ε ε∞Ω Ω Ω
∇ ∇u u 的有界性，引理 3.14 得证。 

命题 3.15. 设 0, 0r µ> > ， ( ), , ,n c Pε ε ε εu 是正则化问题(2.8)的经典解，存在函数 ( ), ,n c u 满足(2.1)及
一个子列 ( )j j

ε
∈

，使得当 j →∞， 0jε  并且当 0jε ε=  时有 

n nε → 在 [ )( )
5
3 0,locL Ω× ∞  并在 ( )0,Ω× ∞ 上几乎处处收敛，                (3.23) 

n nε∇ ∇ 在 [ )( )
5
4 0,locL Ω× ∞ ，                           (3.24) 

n nα α
ε → 在 [ )( )1 0,locL Ω× ∞ ，                            (3.25) 

c cε → 在 ( )0,Ω× ∞ 上几乎处处收敛，                        (3.26) 

c cε 


在 ( ) ( )( )0, ; pL L∞ ∞ Ω 对于所有的 ( ]1,p∈ ∞ ，                  (3.27) 

c cε∇ ∇ 在 [ ) ( )( )4 40, ;locL L∞ Ω ，                         (3.28) 

ε →u u 在 ( ) ( )( )0, ; pL L∞ ∞ Ω  [ )1,6p∈ 并且在 ( )0,Ω× ∞ 上几乎处处收敛，      (3.29) 

εu u 在 [ )( )
10
3 0,locL Ω× ∞ ，                          (3.30) 

ε∇ ∇u u 在 ( ) ( )( )2 20, ;locL L∞ Ω ，                       (3.31) 

Yε ε ε⊗ → ⊗u u u u在 [ )( )1 0,locL Ω× ∞ 。                     (3.32) 

证明  由(3.16)式可直接证得(3.24)式。由引理 3.12 和(3.16)式，利用 Aubin-Lions 引理可得{ } ( )0,1
nε ε∈

在

[ )( )
5
3 0,locL Ω× ∞ 上是相对列紧的，因此存在子列 ( )j j

ε
∈

使得(3.23)式成立。又由引理 3.10 可以得到，对于

任意 0T > ，
0

ln
T

n nα
ε εΩ∫ ∫ 的是有界的，则{ } ( )0,1

nα
ε ε∈

是一致可积的，于是通过(3.23)和 Vitali 收敛定理可知，

存在子列使得(3.25)式成立。对于 cε 的收敛性，由引理 3.4 和(3.16)式可直接证得(3.27)式和(3.28)式。由引

理 3.13 和(3.16)式，利用 Aubin-Lions 引理可得{ } ( )0,1
cε ε∈

在 [ ) ( )( )1,20, ,L T W∞ Ω 上相对列紧的，因此存在子

列 ( )j j
ε

∈
使得(3.26)式成立。最后，关于 εu 的收敛性，由引理 3.14 和(3.16)式，利用 Aubin-Lions 引理可

得{ } ( )0,1ε ε∈
u 在 ( ) ( )( )2 0, ; pL L∞ Ω 上是相对列紧的，因此存在子列 ( )j j

ε
∈

使得(3.29)式成立。又由引理 3.10 

可直接证得(3.30)式和(3.31)式。对于(3.32)式，由 Yosida 逼近的性质结合(3.29)式可证得。 

4. 主要结果的证明 

定理 1.1 的证明  现在的目的是证明 ( , , )n c u 是问题(1.6)的形如命题 2.1 所定义的整体弱解。显然 ,n c
有和 ,n cε ε 一样的非负性。又由(3.31)可知 0∇ ⋅ =u 于 ( )0,Ω× ∞ 几乎处处成立。为了得到(2.1)~(2.4)的结论，

我们有以下准备： 
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由(3.23)式、(3.28)式，当 0jε ε=  时有 

1 1
n c n c n c

n n
ε ε ε

ε
ε εε ε

∇
= ⋅∇ ∇

+ +
 于 [ )( )1 0, .locL Ω× ∞                     (4.1) 

实际上，对于 0T > ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

55 5
33 3

5 5
3 3

0,0, 0,

0, 0, 0,
.

L TL T L T

L L T L T

F n n F n F n F n n

F n n F n n

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε∞

Ω×Ω× Ω×

∞ Ω× Ω×

− ≤ − + −

′≤ − + −
           (4.2) 

由(3.23)可知，当 0jε ε=  时， ( )( )
5
3 0,

0L Tn nε Ω×
− → ，因此，对于 0t > 有 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

5 5
3 3

5 5 5
3 3 3, , 2 ,
L L

F n t n t n tε
Ω Ω

⋅ − ⋅ ≤ ⋅ 几乎处处成立。由控制收敛定理知，当 0jε ε=  时，也可得到 

( )( ) ( )
( )

5
3

5
3

0
, , d 0.

T

L

F n t n t tε
Ω

⋅ − ⋅ →∫                                (4.3) 

由(3.23)和(3.30)可知，
3 3 9 1
5 10 10
+ = < ，因此，当 0jε ε=  时，有 

n nε ε →u u 于 [ )( )1 0, .locL Ω× ∞                                  (4.4) 

由(3.26)和(3.5)可知，利用 Lebesgue 收敛定理，当 0jε ε=  时，有 c cε → 于 [ )( )
5
2 0,locL Ω× ∞ 。结合 

(4.3)式可得，当 0jε ε=  时，有 

( )F n c ncε ε → 于 [ )( )1 0, .locL Ω× ∞                               (4.5) 

接下来，由(3.26)和(3.5)式进一步可知，当 0jε ε=  时，有 c cε → 于 [ )( )
10
7 0,locL Ω× ∞ 。结合(3.30)式 

可得，当 0jε ε=  时，有 

c cε ε ε→u u 于 [ )( )1 0, .locL Ω× ∞                                 (4.6) 

现在，由(4.4)，(4.1)，(4.5)，(4.6)，(3.32)，(3.25)式可以得到命题 2.1 中(i)的可积性，结合(3.23)，(3.31)，
(2.5)和(2.6)式可以保证对方程组(2.8)取极限成立。 

事实上，对于 ( )0,1ε ∈ ，我们对方程组(2.8)中的第一个方程乘以任意的 [ )( )0 0,Cξ ∞∈ Ω× ∞ ，然后分部

积分，得到恒等式 

( ) ( )00 0 0

0 0 0

,0

                                          .

tn n n F n c

n r n n

nε ε ε ε ε ε

α
ε ε

ε

ε ε

ξ ξ ξ ξ

φ ξ µ ξ

∞ ∞ ∞

Ω Ω Ω Ω

∞ ∞ ∞

Ω Ω Ω

′− − ⋅ = − ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇

+ ⋅∇ + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫u
 

对于方程取 0jε ε=  ，应用(3.23)，(2.6)，(3.24)，(4.1)，(4.4)式和(3.25)式在上述方程的积分式中，

可得到(2.2)式。 
同理，对于 ( )0,1ε ∈ ，我们对方程组(2.8)中的第二个方程乘以任意的 [ )( )0 0,Cξ ∞∈ Ω× ∞ ，然后分部积

分，得到恒等式 

( ) ( )00 0 0 0
,0 .tc c c c cF nε ε ε ε εεξ ξ ξ ξ ξ

∞ ∞ ∞ ∞

Ω Ω Ω Ω Ω
− − ⋅ = − ∇ ⋅∇ − + ⋅∇∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ u  

对于方程取 0jε ε=  ，应用(3.26)，(3.28)，(4.5)式和(4.6)式在上述方程的积分式中，可得到(2.3)式。 
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最后，对于 ( )0,1ε ∈ ，我们对方程组(2.8)中的第三个方程乘以任意的 [ )( )0, 0,C σψ ∞∈ Ω× ∞ ，然后分部

积分，得到恒等式 

( )00 0 0 0
,0 .t Y nε ε ε ε ε εψ ψ ψ ψ ψ

∞ ∞ ∞ ∞

Ω Ω Ω Ω Ω
− ⋅ − ⋅ ⋅ = − ∇ ⋅∇ + ⊗ ⋅∇ + ∇Φ ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫u u u u u  

对于方程利用 Holder 不等式和∇Φ 的有界性，取 0jε ε=  ，应用(3.29)，(3.31)，(3.32)和(3.23)式在

上述方程的积分式中，可得到(2.4)式。于是，定理 1.1 得证。 

5. 结论 

本文主要是集中在对模型初边值问题整体可解性的分析上，至于整体解在时间趋于无穷大时的渐近

行为和在某一时刻的光滑性没有做出分析，未来可以对解的这些性质进行研究讨论。对于带有 logistic 源

的趋化–流体耦合模型的初边值问题，本文以及现有的文献在分析其解的整体存在性时总是考虑模型中

的一种生物动力学机制的主要作用，未来可以通过对模型中两种或多种生物动力学机制的作用不分主次

的同时进行考虑而得到结果。除了 logistic 源，细胞的非线性扩散也是阻碍其聚集的一种重要机制，在充

分利用 logistic 源的基础上，可以更加细致的研究体积填充与 logistic 源之间的相互作用对模型初边值问

题解的整体有界性的影响。 
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