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摘 要

本文考虑一类具有记忆项的对数梁方程的初边值问题。利用 Galerkin 方法结合对数 Sobolev 不
等式及对数 Gronwall 不等式，我们证明了解的全局存在性。在此基础上，我们借助位势井思想
进一步得到了系统在适当初值条件下的指数衰减及指数增长。
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Abstract

This paper is concerned with the initial value problem of a logarithmic beam equa-
tions with memory. Using Galerkin method, logarithmic Sobolev inequality and the
Gronwall inequality, we obtain the global existence of the solutions. Moreover, we
prove the exponential decay and exponential growth of the system by using potential
well theory.
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1. 引言

在本文中我们考虑如下对数黏弹性梁方程的初边值问题：
utt + uxxxx − uxx − uxxtt − (g ∗ uxxxx)(t) + ut − uxxt + (ux ln |ux|k)x = 0, (x, t) ∈ Ω× R+,

u (0, t) = u(l, t) = 0, uxx (0, t) = uxx(l, t) = 0, t ∈ R+,

u (x, 0) = u0(x), ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω,

(1.1)
其中 Ω = (0, l) 为有界区间, (g ∗ uxxxx)(t) =

∫ t
0
g(t− τ)uxxxx(τ)dτ 为记忆项, k ≥ 1 为满足

e−(1+ 1
k ) <

√
πl0
k
的常数。

梁方程可以用来描述工程学中房屋、铁路、桥梁、隧道、堤坝等梁的振动问题，因为梁的材质

不同，所以它们在振动时的性质也不同，因此关于梁方程解的稳定性的研究具有十分重要的实际

意义。Boussinesq 型方程可视为是一种梁方程。

问题(1.1)对应一类推广的 Boussinesq 方程，该类方程首先由 Boussinesq 在 [1] 中提出，用以
描述浅水表面长波的传播，该系统的解可以描述丰富的动力学行为，一直以来都是偏微分方程研
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究领域的热门对象之一。1974 年，Zakharov [2] 提出了广义 Boussinesq 系统，该系统不仅可以用
来描述具有自由表面的薄膜振动，而且可以用来描述非线性弦、形状记忆合金、弹性棒及耦合电

路中波的传播，还适用于多孔地下层中水的渗透问题。

Boussinesq 型方程基本形式如下

utt − uxx + αuxxxx = β(u2)xx,

其中 u(x, t) 是流体自由表面的高度，系数 α 和 β 由流体本身性质决定。Liu 在 [3] 中讨论了该方
程解的有限时间爆破的条件，证明了在低初始能量状态下的解在有限时间内爆破。为了研究具有

表面张力的水波问题 Wang 等人在 [4] 中考虑了以下形式的 Boussinesq 方程

utt − uxx − uxxtt + uxxxxtt + αuxxxx = f(u)xx,

其中 f(u) = β|u|p, α > 0, β > 0, p > 0，并得到了解的全局稳定性以及解在无穷远处的爆破性。

近年来，关于对数型源项 u ln |u|k 对双曲方程解的长时间行为影响的研究成为热点之一，该
类源项源自于超对称场理论、宇宙膨胀理论及量子力学理论研究 [5]，关于对数源项在 Boussinesq
方程中的情况，许多学者也做了研究。在 2015 年 Wazwaz [6] 等人首次考虑了具有对数源项的
Boussinesq 型方程

utt + uxx + uxxxx + (u log |u|k)xx = 0,

得到了该方程的孤立波的存在性。在此基础上 Hu 和 Zhang [7] 等人研究了如下具有强阻尼项和对
数源 Boussinesq 型方程的初边值问题

utt − uxx − uxxtt + uxxxx + (u log |u|k)xx = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, uxx(0, t) = uxx(l, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

其中 k ≥ 1,Ω = (0, l)。利用 Galaerkin 方法、对数 Sobolev 不等式和 Gronwall 不等式，他们得到
了弱解全局存在性，进一步利用位势井理论，他们得出在次临界能量级下解的指数增长。关于对

数 Boussinesq 方程的相关研究还可参见 [8]。

另一方面，自 Renardy [9] 在 1987 年提出黏弹性系统的相关数学问题以来，带有黏弹性项的
偏微分方程解的性态就成为了相关领域研究热点之一。由于黏弹性材料可以储存其历史形变，即

粘弹性项具有耗散能量的性质，因此会对系统解的性态带来一定的影响。Marcelo 在 [10] 研究了
如下具有黏弹性项梁方程解的长时间行为

utt +∆2u−
∫ t

0

g(t− τ)∆2u(τ)dτ = 0, Ω× (0,∞),

证明了当黏弹性核 g 按指数形式衰减时，系统能量也会按照指数形式衰减。
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Park 等人在 [11] 中进一步研究了具有非线性阻尼和黏弹性项的梁方程

utt + uxxxx −
∫ t

0

κ(t− τ)uxxxx(τ)dτ + g(ut) = 0 , Ω×R+,

并且得到了解的全局存在性的结果。在此基础上，Narciso 等人在 [12] 中研究了具黏弹性项梁方程
的动力学结构，证明了该方程具有稳定的全局吸引子。

Peyravi A 等人在 [13] 中考虑了如下在三维空间中同时具有黏弹性项、阻尼项和对数源项的波
动方程

utt −∆u+ u+ (g ∗∆u)(t) + h(ut)ut + |u|2u = u log |u|k,

其中，h(s) = k0 + k1|s|s−1，得到了解的一般稳定性以及粘弹性核 g 不需要满足一些限制性条件就

可以得到解的爆破性。吴晓霞 [14] 等人在研究三维空间中具有线性黏弹性项波动方程解的性质的
基础上进行了扩展，研究在 Rn 空间中波动方程的性质。

针对黏弹性项对 Boussinesq 型方程解的动力学行为的影响，相关研究也比较丰富。代亚辉等
人在 [15] 中考虑如下一类具有黏弹性项及非线性阻尼的 Boussinesq 方程的初边值问题，

utt + uxxxx − uxx − uxxtt +

∫ t

0

g(t− s)uxxxxds = f(x, t, u, ut),

并给出了解的爆破性条件。

当对数源项及黏弹性项同时作用在 Boussinesq 型方程上时，系统的动力学行为会更为复杂，
据作者所知，目前关于这方面的研究还比较少，本文考虑方程(1.1)解的全局存在性长时间行为。
在本文中我们利用对数 Sobolev 不等式、Gronwall 不等式和 Galerkin 方法得到问题(1.1)弱解的全
局存在性；在此基础上，通过位势井理论，给出了在适当条件下解在无穷远处爆破；最后，受到

Peyravi 等人 [13] 对黏弹性项估计的方法及修改经典凸性的方法的启发，通过构造适当能量泛函，
给出方程能量一般衰减估计。

本文的结构如下：在第 2 节，我们介绍本文出现的一些数学符号和重要引理；在第 3 节，我
们利用 Galerkin 方法得到了整体解的存在性；在第 4 节与第 5 节，我们分别证明了解的指数增长
性以及系统能量的一般衰减。

2. 预备知识

在本节中，我们给出问题(1.1)弱解定义及相关记号与引理。令 H = L2 (Ω)，(, ) 为其上内

积，∥.∥p 为 Lp (Ω) 上范数，且当 p = 2 时，简记为 ∥.∥。设 W k,p 为经典意义下的 Sobolev 空间，
当 p = 2 时，将 W s,2 简记为 Hs ，用 Hs

0 表示 C∞
0 (Ω) 在 Hs 上的完备化，且当 s = 1 时，记

V1 = H1
0。我们首先给出问题(1.1)弱解的定义。

定义 2.1. u (1.1) ， T > 0

u ∈ L∞([0, T ),H2
0 (Ω)) , ut ∈ C([0, T ), L2 (Ω)) ∩ Lm+1([0, T ), L2 (Ω)),
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u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x),

∀ϕ ∈ H2
0 , ∀t ∈ [0, T )，

(utt, ϕ) + (uxx, ϕxx) + (ux, ϕx) + (uxt, ϕx)−
∫ t

0

g(t− s) (uxx (s) , ϕxx)ds

+ (ut, ϕ) + (uxt, ϕx)− (ux ln |ux|k, ϕx) = 0.

(2.1)

在对系统能量及对数源项进行估计时，我们用到以下引理：

引理 2.1. Sobolev [16]：假设 u ∈ L∞(0, T, V1), 则对任意实数 a > 0，有

2

∫
Ω

|u|2 log |u| dx ≤ a2

π

∫
Ω

|ux|2dx+
[
log ∥u∥2 − (1 + log a)

]
∥u∥2.

引理 2.2. Gronwall [16]：如果 ϕ (0) ≥ 0 并且 ϕ (t) 是一个非负的函数，满足

ϕ (t) ≤ ϕ (0) + b

∫ t

0

(a+ ϕ (s)) log [a+ ϕ (s)] ds , t ∈ [0, T ] .

其中 a ≥ 1, b > 0 都为正常数，则

ϕ (t) ≤ (a+ ϕ (0)) ebt, t ∈ [0, T ] .

上述两个引理的具体证明参考文献 [16]，由于篇幅原因故在这不再展开叙述。

3. 弱解的全局存在性

在这一节，我们给出问题(1.1)弱解的存在性定理，并且利用 Galerkin 方法进行证明。首先，
我们对黏弹性核 g 以及对数源项系数 k 进行如下假设：

条件 3.1. g ，

g (0) > 0,

∫ +∞

0

g (s) ds < +∞ , 1−
∫ +∞

0

g (s) ds = l0 > 0.

条件 3.2. ζ : R+ → R+

g′ (t) ≤ −ζ (t) g (t) ,
∫ +∞

0

ζ (s) ds = +∞.

条件 3.3. k ≥ 1 e−(1+ 1
k ) <

√
πl0
k
.

需要说明的是满足如上条件的 g(t) 和 k 是存在的，例如当 ζ(t) = 2 时，由条件3.2知 g(t) 可

以取 e−2t，此时的 g(t) 是一阶连续可微函数，并且 l0 =
1
2
> 0 满足条件3.1，为保证解的全局存在

性，条件3.3是必要的，这时通过简单计算可得，k 可以取
√
πl0 , l0 > 1

π
。
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为叙述方便，设

(g ◦ v) (t) =
∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

|v (t, x)− v (s, x)|2dxds. (3.1)

我们有如下引理

引理 3.1. g = g (t) , v = v (., t) ，∫
Ω

vt (g ∗ v) (t) dx =− 1

2
g (t)

∫
Ω

|v (x, t)|2dx+ (g′ ◦ v) (t)− 1

2

d

dt
(g ◦ v) (t)

+
1

2

d

dt

(∫ t

0

g (s) ds

∫
Ω

|v (x, t)|2dx
)
.

(3.2)

证明. (3.1)

1

2

d

dt
(g ◦ v)(t) =1

2

∫ t

0

d

dt
g(t− s)

∫
Ω

|v(t, x)− v(s, x)|2

+

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

|v(t, x)− v(s, x)| d
dt
v(t, x)dxds.

(3.3)

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

|v(t, x)− v(s, x)| d
dt
v(t, x)dxds

=

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(t, x)
d

dt
v(t, x)dxds−

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(s, x)
d

dt
v(t− x)dxds.

(3.3)

1

2

d

dt
(g ◦ v)(t) =1

2

∫ t

0

d

dt
g(t− s)

∫
Ω

|v(t, x)− v(s, x)|2dxds

+

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(t, x)
d

dt
v(t, x)dxds−

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(s, x)
d

dt
v(t− x)dxds,

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(s, x)
d

dt
v(t− x)dxds =

1

2

∫ t

0

d

dt
g(t− s)

∫
Ω

|v(t, x)− v(s, x)|2dxds− 1

2

d

dt
(g ◦ v)(t)

+

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(t, x)
d

dt
v(t, x)dxds,

(3.4)

∫
Ω

vt (t)(g ∗ v)(t)dx =

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(s, x)
d

dt
v(t− x)dxds,

(g′ ◦ v) (t) = 1

2

∫ t

0

d

dt
g(t− s)

∫
Ω

|v(t, x)− v(s, x)|2dxds.
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∫
Ω

vt (t)(g ∗ v)(t)dx =
1

2
(g′ ◦ v) (t)− 1

2

d

dt
(g ◦ v)(t) +

∫ t

0

g(t− s)

∫
Ω

v(t, x)
d

dt
v(t, x)dxds.

∫ t

0

g (t− s) ds =

∫ t

0

g (s)ds.

∫
Ω

vt (t)(g ∗ v)(t)dx =
1

2
(g′ ◦ v) (t)− 1

2

d

dt
(g ◦ v)(t) +

∫ t

0

g(s)ds

∫
Ω

1

2

d

dt
|v(t, x)|2dx

=
1

2
(g′ ◦ v) (t)− 1

2

d

dt
(g ◦ v)(t) + 1

2

d

dt

∫ t

0

g(s)

∫
Ω

|v(t, x)|2dxds

− 1

2
g(t)

∫
Ω

|v(t, x)|2dxds.

(3.5)

令等式(3.2)中 v = uxx，形式上我们有∫ t

0

g(t− s) (uxx(s), uxxt) dsdx =− 1

2
g(t)

∫
Ω

(uxx)
2
dx+

1

2
(g′ ◦ uxx)(t)−

1

2

d

dt
(g ◦ uxx)

+
1

2

d

dt
(

∫ t

0

g(s)ds

∫
Ω

|uxx|2dx).

(3.6)

在给出存在性定理之前，我们定义如下泛函

I (u) = I (u (t)) = I (t) = ∥ux∥2 +
(
1−

∫ t

0

g (s)ds

)
∥uxx∥2 + g ◦ uxx(t)−

∫ l

0

ux
2 log |ux|kdx,

J (u) =
1

2
I (u) +

k

4
∥ux∥2,

E (u) = E (u (t)) = E (t) =
1

2

(
∥ut∥2 + ∥uxt∥2

)
+ J (u) .

定理 3.1. u0 ∈ H2
0 , u1 ∈ H1 T > 0， (1.1)

2.1 ，

u ∈ L∞ (0,+∞;H2
0 (Ω)

)
, ut ∈ L∞ (0,+∞;L2(Ω)

)
, utt ∈ L∞ (0,+∞;H−1(Ω)

)
.

Proof. 我们运用 Galerkin 方法，设 {wm}∞m=1 为 H 中的标准正交基，则 {wm}∞m=1 也是 H2
0 中的

标准正交基，设 Hm 是由前 m 个基底构成的 H2
0 的有限维子空间，即

Hm = Span {w1, w2, . . . , wm} .

我们定义投影映射 Pm : H2
0 → Hm，对于初值 u0 (x) , u1 (x) 令
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u0m (x) = Pmu0 , u1m (x) = Pmu1,

则

u0m → u0 在 H2
0 中,

u1m → u1 在 L2 中.

在 H2
0 中考虑如下初值问题
(umtt, ϕ) + (umxx, ϕxx) + (umx, ϕx) + (umxt, ϕx) + (umt, ϕ) + (umxt, ϕx)

−
∫
Ω

g(t− s) (umxx(s), ϕxx) ds− (ux ln |umx|k, ϕx) = 0, ∀ϕ ∈ H2
0 .

um (x, 0) = u0m(x) , umt (x, 0) = u1m (x) .

对任意固定的 m, 令 ϕ = ωj , j = 1, ...,m, 上述问题可化为由 m 个方程构成的常微分方程组的初值

问题。基于常微分方程的知识，存在 Tm 使得上述方程在 (0, Tm) 内有如下形式的解：

um(x, t) =

m∑
k=1

gkm(t)wk(x),m = 1, 2, ....

下面证明 Tm 可以延拓为任意的 T > 0，为此我们需要进行一系列的先验估计。令(2.1)中 ϕ = umt，

则

(umtt, umt) + (umxx, umxxt) + (umx, umxt) + (umxtt, umxt)−
∫ t

0

g(t− s)(umxx, umxxt)ds

+ (umt, umt)− (umx ln |umx|k, umxt) = 0 , s = 1, 2, ...,m.

(3.7)

其中

(umx ln ∥umx∥k, umxt) =
k

2

∫
Ω

(
d

dt
∥umx∥2

)
ln∥umx∥dx,

=
k

2

d

dt

∫
Ω

|umx|2 ln |umx| dx− k

2

∫
Ω

|umx|2
d

dt
ln |umx| dx,

=
k

2

d

dt

∫
Ω

|umx|2 ln |umx| dx− k

4

d

dt
∥umx∥2.

于是(3.7)可化为

d

dt

(
1

2
∥umt∥2 +

1

2
∥umxx∥2 +

1

2
∥umx∥2 +

1

2
∥umxt∥2 +

∫ t

0

g (t− s) (umxx, umxxt) ds

− 1

2

∫ t

0

g(s)ds∥umxx(t)∥2 −
1

2

[
k ·
∫ l

0

|umx|2 ln |umx|dx− k

2
∥umx∥2

])
+

1

2
∥umxt∥2 +

1

2
∥umt∥2 = 0.
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利用由引理3.1可得

d

dt

(
1

2
∥umt∥2 +

1

2
∥umxx∥2 +

1

2
∥umx∥2 +

1

2
∥umxt∥2 +

1

2
g ◦ umxx(t)−

1

2

∫ t

0

g(s)ds∥umxx(t)∥2

−1

2

[
k ·
∫ l

0

|umx|2 ln |umx|dx− k

2
∥umx∥2

])

− 1

2
(g′ ◦ umxx(t)) +

1

2
g(t)∥umxx(t)∥2 +

1

2
∥umxt∥2 +

1

2
∥umt∥2 = 0.

(3.8)

令 Em (t) = E (um (t))，则

d

dt
Em (t) =

1

2
(g′ ◦ umxx(t))−

1

2
g(t)∥umxx(t)∥2 −

1

2
∥umxt∥2 −

1

2
∥umt∥2 ≤ 0. (3.9)

即 Em(t) 是一个非增的函数。

因为 um(0) ∈ H2
0，由基本不等式 |t2 ln t| ≤ c(1 + t3) , t > 0 和 Sobolev 嵌入定理，我们有

∫ l

0

∥u20mx lnu0mx∥
k
dx ≤

∫ l

0

c(1 + ∥u0m∥3)dx = C(1 + ∥u0m∥3H2
0
). (3.10)

由于 Em (t) ≤ Em (0)，于是

∥umt∥2 + ∥umxt∥2 + ∥umx∥2 +
(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
∥umxx∥2 + g ◦ umxx

−
∫ l

0

umx
2 log |umx|kdx+

k

4
∥umx∥2

≤ C0 +

∫ l

0

u0mx
2 ln |u0mx|kdx,

(3.11)

其中 C0 = C (∥u0∥H1 , ∥u1∥) 是正常数，进一步我们有

∥umt∥2 + ∥umxt∥2 +
(
1 +

k

4

)
∥umx∥2 +

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
∥umxx∥2 + g ◦ umxx

< C + 2

∫ l

0

umx
2 log |umx|kdx.

(3.12)

利用引理2.1对等式(3.12)右边最后一项进行估计

2

∫ l

0

umx
2 log |umx|kdx = 2k

∫ l

0

umx
2

(
log |ux|

∥umx∥
+ log ∥umx∥

)
dx

≤ k(
a2

π
∥umxx∥2 − (1 + log a)∥umx∥2 + ∥umx∥2 log ∥umx∥2) , k ≥ 1.

(3.13)
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将(3.13)代入(3.12)，可得

∥umt∥2 + ∥umxt∥2 + (1 + k + k log a) ∥umx∥2 + g ◦ umxx +
(
1−

∫ t

0

g(s)ds− ka2

π

)
∥umxx∥2

≤ C(1 + ∥umx∥2 log ∥umx∥2).
(3.14)

通过假设3.1和3.2，在(3.14)中取合适的 a，使得 1+ k+ k log a > 0，1−
∫ t
0
g(s)ds− ka2

π
> 0，则有

∥umt∥2 + ∥umxt∥2 + ∥umx∥2 + ∥umxx∥2 + g ◦ umxx ≤ C(1 + ∥umx∥2 log ∥umx∥2). (3.15)

注意到

umx (t) = umx (0) +

∫ t

0

umxt (s)ds.

于是

∥umx∥2 ≤ 2∥umx (0)∥2 + 2Tm

∫ t

0

∥umxt∥2 (s)ds

≤ 2∥umx (0)∥2 +max {1, 2Tm}
1 + C

C

∫ t

0

∥umxt∥2 (s)ds.

再由等式(3.15)可得

∥umx∥2 ≤ 2∥umx (0)∥2 +max {1, 2Tm} (1 + C)Tm +max {1, 2Tm} (1 + C)

∫ t

0

∥umx∥2 log ∥umx∥2ds.

令 A = 2∥umx (0)∥2 +max {1, 2Tm} (1 + C)Tm, B = max {1, 2Tm} (1 + C) 我们有

∥umx∥2 ≤ A+B

∫ t

0

∥umx∥2 log ∥umx∥2ds,

又因为当 B ≥ 1 时，x logx ≤ (x+B) log (x+B)，利用对数 Gronwall 不等式，可以得到

∥umx∥2 ≤ (A+B) eBt ≤ CT , (3.16)

于是，从(3.14)和(3.15)式可得

∥umt∥2 + ∥umxt∥2 + ∥umx∥2 + ∥umxx∥2 + g ◦ umxx ≤ C̃T . (3.17)

其中 C̃T 与 m 无关，于是 {um} 的存在区间可以由 (0, Tm) 延拓到 (0, T )。最后利用经典方法

可得 umtt 在 L∞ (0, T ;H−2) 中一致有界，于是存在 {um} 的子序列，仍记为 {um}，使得

在 L∞ (0, T ;H2
0 ) 中 um → u 弱 * 收敛，

在 L∞ (0, T ;H1) 中 umt → ut 弱 * 收敛，
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在 L∞ (0, T ;H−2) 中 umtt → utt 弱 * 收敛。

下面只需证明当 m→ ∞ 时，

(umx ln |umx|k, ϕx) → (ux ln |ux|k, ϕx), ∀ϕ ∈ H2
0 (Ω). (3.18)

由 Aubin-Lions 引理知，|umx| → |ux| 是强收敛，所以 ∥umx∥ → ∥ux∥ 几乎处处收敛，又因为
映射 x ln |x|k 是连续的，所以可以得到

∣∣∣umx log |umx|k − ux log |ux|k
∣∣∣ → 0 即 umx log |umx|k →

ux log |ux|k 几乎处处收敛，由类似方程(3.10)方法可以得到 umx log |umx|k 有界的，进一步由
Lebesgue控制收敛定理，于是在 L∞ (0, T ;L2)中 umx log |umx|k → ux loguxk弱 *收敛，故(3.18)成
立。

于是令(3.7)中 m→ ∞ 可得(2.1)成立，即问题(1.1)存在弱解。

4. 解在无穷远处的爆破性

这一节中，我们将证明问题(1.1)的解在无穷远处的爆破性。事实上，我们将证明在适当的初
始条件下，解的 H1

0 范数关于时间按指数增长。首先我们给出一些引理。

引理 4.1. u ∈ H2
0\ {0}

(i) I(λu) = λ d
dλ
J(λu) lim

λ→0
J (λu) = 0, lim

λ→+∞
J (λu) = −∞,

(ii) λ∗ = λ∗ (u) d
dλ
J(λu)|λ=λ∗ = 0， J(λu) 0 < λ < λ∗ ，

λ∗ ≤ λ <∞ ， λ∗ = λ ， λ∗ ∈ (0,+∞)

I(λu) = λ
d

dλ
J(λu) > 0, 0 < λ < λ∗; I(λu) = 0, λ = λ∗; I(λu) < 0, λ > λ∗.

λ∗ = exp
(
(1+ k

2 )∥ux∥2+l0∥uxx∥2+(g◦uxx)−
∫ l
0
u2
x log |ux|kdx

k∥ux∥2

)
.

证明. J(u)

J (λu) =
λ2

2
∥ux∥2 +

λ2

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
∥uxx∥2 +

λ2

2
(g ◦ uxx)

− λ2

2

∫ l

0

u2x log |λux|
k
dx+

kλ2

4
∥ux∥2,

≤ λ2

2
∥ux∥2 +

λ2l0
2

∥uxx∥2 +
λ2

2
(g ◦ uxx)−

kλ2

2

∫ l

0

u2x logux∥dx

− kλ2

2
(log |λ|)∥ux∥2 +

kλ2

4
∥ux∥2.

λ2

2

∫ l

0

u2x log |λux|
kdx =

kλ2

2

∫ l

0

u2x log |ux|dx+
kλ2

2
(log |λ|) ∥ux∥2
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d

dλ
J(λu) = λ∥ux∥2 + λl0∥uxx∥2 +

kλ

2
∥ux∥2 + λ (g ◦ uxx)− λ

∫ l

0

u2x log |ux|
k
dx− λ

(
log |λ|k

)
∥ux∥2,

= λ

[
(1 +

k

2
)∥ux∥2 + l0∥uxx∥2

]
+ λ (g ◦ uxx)− λ

∫ l

0

u2x log |λux|
k
dx.

∥ux∥ ̸= 0 I(λu) = λ d
dλ
J(λu) lim

λ→0
J (λu) = 0, lim

λ→+∞
J (λu) = −∞.

I(λu) = λ
d

dλ
J(λu) > 0, 0 < λ < λ∗; I(λu) = 0, λ = λ∗; I(λu) < 0, λ > λ∗,

λ∗ = exp
(
(1+ k

2 )∥ux∥2+l0∥uxx∥2+(g◦uxx)−∫ l
0 u

2
x log |ux|kdx

k∥ux∥2

)
J(λu) 0 < λ ≤ λ∗ ，

λ∗ ≤ λ <∞ ， λ∗ = λ

下面我们定义 Nehari 流形及位势井深度

N =
{
u|u ∈ H2

0\ {0} , I (u) = 0
}
,

d = inf
{
sup
λ≥1

J (λu) |u ∈ H2
0\ {0}

}
.

由引理4.1可以知道 0 < d = inf
u∈N

J (u)。我们给出如下形式的问题(1.1)稳定集 W 与不稳定集 V 的

定义

W =
{
u ∈ H2

0 |J (u) < d, I (u) > 0
}
∪ {0} ,

V =
{
u ∈ H2

0 |J (u) < d, I (u) < 0
}
.

引理 4.2. u ∈ H2
0 , r = ( 2πl0

k
)

1
4 e

1
2 ,

(i) 0 < ∥ux∥ < r I (u) > 0; (ii) I (u) < 0 ∥ux∥ > r; (iii) I (u) = 0 ∥ux∥ ̸= 0，

v ∈ N， ∥ux∥ > r.

证明. Sobolve ，∀a > 0

I(u) = ∥ux∥2 +
(
1−

∫ t
0
g(s)ds

)
∥uxx∥2 + (g ◦ uxx)− k

∫ l
0
u2x

(
log |ux|

∥ux∥ + log ∥ux∥
)
dx

≥
(
1− ka2

2π

)
∥ux∥2 +

(
l0 − ka2

2π

)
∥uxx∥2 + k(1+log a)

2
∥ux∥2 − k∥ux∥2 log ∥ux∥ .

(4.1)

(3.9) a， 1− ka2

2π
> 0 , l0 − ka2

2π
> 0，

I(u) ≥ k

(
2 + log a2

4
− log ∥ux∥

)
∥ux∥2. (4.2)

0 < ∥ux∥ < r (4.2) I (u) > 0， I (u) < 0 (4.2)

2 + log a2
4

− log ∥ux∥ < 0.
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∥ux∥ = (a2)
1
4 e

1
2 = r， I (u) = 0 ∥ux∥ ̸= 0 (4.2)

log ∥ux∥ ≥ 2 + log a2
4

.

∥ux∥ > r.

关于位势井深度及深度及相关能量泛函，我们由如下估计。

引理 4.3. (i)d ≥ k
4

(
2π
k

) 1
2 e = k

4
r2. (ii) u ∈ H2

0 I (u) < 0, I(u) < 2 (J(u)− d) .

证明. (i) I(u) = 0 ∥ux∥ ̸= 0， 4.2 ∥ux∥ ≥ r = (a2)
1
4 e

1
2， J (u)

J(u) = 1
2
I(u) + k

4
∥ux∥2 ≥ k

4
(a2)

1
2 e ， d ≥ k

4
(a2)

1
2 e

(ii) u ∈ H2
0 I (u) < 0， 4.1， λ∗ 0 < λ∗ < 1 I (λ∗u) = 0， d

d ≤ J (λ∗u) =
1

2
I (λ∗u) +

k

4
∥λ∗ux∥2 =

k

4
∥λ∗ux∥2 <

k

4
∥ux∥2.

I (u) , J (u)

d <
k

4
∥ux∥2 = J(u)− 1

2
I(u),

I(u) < 2 (J(u)− d)

引理 4.4. u0 ∈ H2
0 , u1 ∈ H1 0 < E (0) < d , u (1.1) ，

(i) I (u0) > 0， u ∈W .
(ii) I (u0) < 0， u ∈ V .
证明. (3.8) E (t) < E (0)，

1

2

(
∥ut∥2 + ∥uxt∥2

)
+ J (u) ≤ 1

2

(
∥u1∥2 + ∥u1x∥2

)
+ J (u0) < d, ∀t ∈ [0, T ) . (4.3)

(i) u (t) ∈W t ∈ [0, T ) ， t0 ∈ (0, T )， u (t0) ∈ ∂W，

(a) I (u (t0)) > 0 ∥ux (t0)∥ ̸= 0 (b) J (u (t0)) = d

(4.3) ，(b) ， I (u (t0)) > 0 ∥ux (t0)∥ ̸= 0， d

J (u (t0)) ≥ d， (b) ， ∀t ∈ (0, T ) u ∈W

(ii) t0 ∈ (0, T )， 0 ≤ t < t0， u (x, t) ∈ V u (x, t0) ∈ ∂V，

(c) I (u (t0)) = 0 (d) J (u (t0)) = d

(4.3) ，(d) , I (u (t0)) = 0 0 < t < t0 I (u (t)) < 0， 4.2 ii ，
0 < t < t0， ∥ux∥ > r ， d J (u (t0)) ≥ d， (4.3) .
∀t ∈ [0, T )， u(t) ∈ V

上述引理给出了函数位于稳定流形及不稳定流形中的充分条件，下面我们给出本节的主要定

理。

定理 4.1. u0 ∈ H2
0 , u1 ∈ H1， u0 ∈ V , 0 < E (0) < d , (u0, u1) + (u0x, u1x) > 0，

(1.1) t→ +∞
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证明. u (x, t) (1.1) ， J (u0) < E (0) < d , I (u0) < 0，

ϑ(t) : [0 +∞) → R+,

ϑ(t) = ∥ux∥2 + ∥u∥2. (4.4)

ϑ′(t) = 2 (ux, uxt) + 2 (u, ut) . (4.5)

， (1.1) I (u) ，

ϑ′′(t) =2∥uxt∥2 + 2∥ut∥2 + 2 (u, utt) + 2(u, uxxtt)

=2∥uxt∥2 + 2∥ut∥2

− 2

((
1−

∫ t

0

g (s) ds

)
∥uxx∥2 + ∥ux∥2 − g ◦ uxx (t)−

∫ l

0

u2x log |ux|
k
dx

)
=2∥uxt∥2 + 2∥ut∥2 − 2I(u). (4.6)

Cauchy-Schwarz ，(4.5)

|ϑ′(t)|2 ≤ 4ϑ(t)(∥ut∥2 + ∥uxt∥2),

E (t) E (t) ≤ E (0)， t ∈ [0,∞)

ϑ′′(t)ϑ(t)− [ϑ′(t)]
2 ≥ 2ϑ(t)

[
∥ut∥2 + ∥uxt∥2 − I(u(t))

]
− 4ϑ(t)

[
∥ut∥2 + ∥uxt∥2

]
= −2ϑ(t)

[
∥ut∥2 + ∥uxt∥2 + I(u(t))

]
≥ −2ϑ(t) [E(0)− J(u(t)) + I(u(t))] .

u0 ∈ V , E(0) < d， 4.4 I(u(t)) < 0 4.3(ii)，

E(0)− J(u(t)) + I(u(t)) < d− J(u(t)) + 2(J(u(t))− d) = J(u(t))− d < 0.

ϑ′′(t)ϑ(t)− [ϑ′(t)]2 > 0.

， ，

(log |ϑ(t)|)′ = ϑ′(t)

ϑ(t)
. (4.7)

(log |ϑ(t)|)′′ =
(
ϑ′(t)

ϑ(t)′

)′

=
ϑ′′(t)ϑ(t)− [ϑ′(t)]

2

ϑ2(t)
> 0.

(4.6) (log |ϑ(t)|)′ = ϑ′(t)
ϑ(t)

t ， (4.7) t0 t
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log |ϑ(t)| − log |ϑ(t0)| =
∫ t

t0

log |ϑ(η)|′dη =

∫ t

t0

ϑ′(η)

ϑ(η)
dη ≥ ϑ′(t0)

ϑ(t0)
(t− t0) , (4.8)

0 ≤ t0 < t，

ϑ(t) ≥ ϑ(t0) exp(
ϑ′(t0)

ϑ(t0)
(t− t0)). (4.9)

t0 ϑ′(t0) > 0 , ϑ(t0) > 0， (4.9) lim
t→∞

ϑ(t) = +∞
(1.1) t → +∞ ， ϑ(0) = ∥u0∥2 + ∥u0x∥2 > 0 , ϑ′(0) =

2(u0, u1) + 2(u0x, u1x), t0

5. 能量的指数衰减性

在这一节中，我们考虑问题(1.1)的能量衰减估计。为叙述简介，我们定义如下常数

0 < a <

√
l0π

k
, C0 = 1 + k (1 + log a) , r∗ = e

C0−k
2k , E1 =

k

2
r∗

2. (5.1)

引理 5.1. 3.2 ， ux0(x) ∈ L2 (Ω) , ∥ux0(x)∥ < r∗ , 0 < E0 < E1，

∥ux(x, t)∥ < r∗， t ∈ [0, T )

证明. E(t) J(t)

E(t) ≥ J(t) ≥ 1

2

[(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
∥uxx∥2 + ∥ux∥2 − k

∫
Ω

ux
2 ln |ux| dx+ (g ◦ uxx)

]
, (5.2)

Sobolev

E(t) ≥1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds− ka2

π

)
∥uxx∥2 +

1

2
(g ◦ uxx)

+
1

2

[
1 + k (1 + log a)− k log ∥ux∥2

]
∥ux∥2,

(5.3)

(5.1)
E(t) ≥ C0

2
∥ux∥2 −

k

2

(
ln ∥ux∥2

)
∥ux∥2, (5.4)

E(t) (0, r∗) ， (r∗,+∞) ， r∗

maxE(t)
0<t<+∞

=
1

2
C0r∗

2 − k

2

(
ln r∗2

)
r∗

2 =
k

2
r∗

2 = E1, (5.5)

(5.1) r∗ ， ∥ux(x, t)∥ < r∗ t ∈ [0, T ) ， ux(t)

， 0 < t0 < T ， ∥ux(x, t0)∥ = r∗, (3.9) ，E′(t) ≤ 0

0 < E (0) < E1， E1 < E (r∗) < E (0) < E1 ， ， ∥ux(x, t)∥ < r∗

DOI: 10.12677/pm.2023.1311343 3309 理论数学

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1311343


王爽，闫龙

注 5.1. 5.1，I(t) ≥ 0 , ∀t ≥ 0， I(t) Sobolev ∀t ≥ 0

I(u) ≥ ∥ux∥2 + l0∥uxx∥2 −
∫ l

0

ux
2 log |ux|kdx,

≥ ∥ux∥2 + l0∥uxx∥2 − 2k

(
a2

π
∥uxx∥2 +

[
log ∥ux∥2 − (1 + log a)

]
∥ux∥2

)
,

≥ ∥ux∥2 + (l0 −
2ka2

π
)∥uxx∥2 + 2k

(
1 + log a− log ∥ux∥2

)
∥ux∥2 ≥ 0.

(5.6)

注 5.2. 5.1 ∥ux0∥ < r∗ E(0) < E1， J(t) ≥ 0 , E(t) ≥ 0,∀t ∈ [0, T )，

(5.8) I(u) , J(u) E(u) ， t ∈ [0, T )

∥ut∥2 ≤ 2E(t) ≤ 2E(0),

∥uxt∥2 ≤ 2E(t) ≤ 2E(0),

∥ux∥2 ≤
4

k + 2
J(t) ≤ 4

k + 2
E(t) ≤ 4

k + 2
E(0),

∥uxx∥2 ≤
4

4l0 − ak
I(t) ≤ 8

4l0 − ak
E(t) ≤ 8

4l0 − ak
E(0),

Poincare ĉ∥u∥ ≤ ∥ux∥,

∥u∥ ≤ 4

(k + 2)ĉ
J(t) ≤ 4

(k + 2)ĉ
E(t) ≤ 4

(k + 2)ĉ
E(0),

引理 5.2. E : R+ → R+ ψ ; R+ → R+ C2 ， ψ (0) = 0 , lim
t→+∞

ψ (t) =

+∞， c > 0 ∫ +∞

t

ψ′ (s)E (s) ds ≤ cE (0) , ∀t ≥ 0,

E (t) ≤ λE (0) e−ωψ(t).

ω, λ

定理 5.1. A1-A3 ， u0 E (0) ∥u0∥ < r∗ 0 < E (0) < E1，

k ,
∧
k，

E(t) ≤ kE(0) exp
(
−

∧
k

∫ t

0

ζ(s)ds

)
, t > 0. (5.7)

证明. (1.1) ζ (t)u [t1 , t2]× Ω, 0 ≤ t1 < t2 < +∞
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∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u · uttdxdt−
∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u · uxxdxdt+
∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u · uxxxxdxdt

−
∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u · uxxttdxdt+
∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u

∫ t

0

g(t− s)uxxxx (s) dsdxdt

−
∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u · uxxtdxdt+
∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u · utdxdt

+

∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u ·
(
ux ln |ux|k

)
x
dxdt = 0.

(5.8)

(5.8)  σ > 0

σ

∫ t2

t1

ζ(t)E(t)dt

=−
∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

uuttdxdt+
σ

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥ut∥2dt+
[
σ

2

(
1 +

k

2

)
− 1

] ∫ t2

t1

ζ(t)∥ux∥2dt

+ (
σ

2
− 1)

∫ t2

t1

ζ(t)

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
∥uxx∥2dt+

∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

u · uxxttdxdt

−
∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

uxx

∫ t

0

g(t− s) [uxx(t)− uxx(s)] dsdxdt+

∫ t2

t1

ζ(t)u · uxxtdxdt

+ k
(
1− σ

2

)∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

u2x log |ux|dxdt−
∫ t2

t1

ζ(t)u · utdxdt

+
σ

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxt∥2dt+
σ

2

∫ t2

t1

ζ(t) (g ◦ uxx) dt.

(5.9)

Cauchy −
∫ t2
t1
ζ(t)u · utdxdt

−
∫ t2

t1

ζ(t)u · utdxdt ≤ −1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥u∥2dt− 1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥ut∥2dt. (5.10)

∫ t2

t1

ζ(t)u · uxxtdxdt ≤ −1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥ux∥2dt−
1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxt∥2dt. (5.11)

−
∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

uuttdxdt = −
∫
Ω

ζ(t)uutdx

∣∣∣∣t2
t1

+

∫ t2

t1

ζ ′(t)

∫
Ω

uutdxdt+

∫ t2

t1

ζ(t) ∥ut∥2 dt. (5.12)

DOI: 10.12677/pm.2023.1311343 3311 理论数学

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1311343


王爽，闫龙

−
∫
Ω

ζ(t)uutdx

∣∣∣∣t2
t1

≤
2∑
i=1

∣∣∣∣ζ(t) ∫
Ω

uutdx

∣∣∣∣
t=ti

≤
2∑
i=1

ζ(t)

∣∣∣∣12
∫
Ω

u2(t)dt+
1

2

∫
Ω

u2t (t)dt

∣∣∣∣
t=ti

=

2∑
i=1

ζ(t)

(
1

2
· 4

(k + 2)ĉ
E (t) +

1

2
· 2E (t)

)

≤
(

4

(k + 2)ĉ
+ 2

)
ζ(t1)E(t1).

(5.13)

∣∣∣∣∫ t2

t1

ζ ′(t)

∫
Ω

uutdxdt

∣∣∣∣ ≤ −
(

2

(k + 2)ĉ
+ 1

)∫ t2

t1

ζ ′(t)E(t)dt

= −
(

2

(k + 2)ĉ
+ 1

)(
ζ(t)E(t)|t2t1 −

∫ t2

t1

ζ(t)E′(t)dt

)

≤
(

2

(k + 2)ĉ
+ 1

)
ζ (t1)E (t1) .

(5.14)

(5.13) (5.14) (5.12)

−
∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

uuttdxdt ≤
(

6

(k + 2)ĉ
+ 3

)
ζ (t1)E (t1) +

∫ t2

t1

ζ(t) ∥ut∥2 dt (5.15)

∫ t2
t1
ζ (t)

∫
Ω
u · uxxttdxdt

∫ t2

t1

ζ (t)

∫
Ω

u ·uxxttdxdt ≤ −
∫
Ω

ζ(t)uxuxtdx

∣∣∣∣t2
t1

+

∫ t2

t1

ζ ′(t)

∫
Ω

uxuxtdxdt+

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxt∥2dt. (5.16)

(5.13) , (5.14) (5.15) (5.16)∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

uuxxtt
dxdt ≤

(
6

(k + 2)ĉ
+ 3

)
ζ (t1)E (t1) +

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxt∥2dt. (5.17)

Young ，∣∣∣∣−∫
Ω

uxx ·
∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))dsdx

∣∣∣∣
≤ ε

2
uxx(t)

2 +
1

2ε

∫
Ω

∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)(uxx(t)− uxx(s))ds

∣∣∣∣2dx
≤ ε

2
uxx(t)

2 +
1

2ε

(∫ t

0

g(s)ds

)∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)|uxx(t)− uxx(s)|2dsdx

≤ 4ε

4l0 − ak
E(t) +

1− l0
2ε

(g ◦ uxx)(t).

(5.18)
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Sobolev∫ t2

t1

ζ(t)

∫
Ω

u2x log |ux|dxdt ≤
∫ t2

t1

ζ(t)

[
a2

2π
∥uxx∥2 +

1

2
∥ux∥2 log ∥ux∥2 −

1

2
(1 + log a) ∥ux∥2

]
dt

=
a2

2π

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxx∥2dt+
1

2

∫ t2

t1

ζ(t) (2 log ∥ux∥ − (1 + log a)) ∥ux∥2dt.

(5.19)

(5.16) , (5.10) , (5.15) , (5.17) , (5.18) (5.19) (5.9)

σ

∫ t2

t1

ζ(t)E(t)dt ≤
(

12

(k + 2)ĉ
+ 3 + 3

)
ζ (t1)E (t1) +

∫ t2

t1

ζ(t)∥ut∥2dt+
σ

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥ut∥2dt

+

[
σ

2

(
1 +

k

2

)
− 1

] ∫ t2

t1

ζ(t)∥ux∥2dt+
1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxt∥2dt

+ l0

(σ
2
− 1
)∫ t2

t1

ζ(t)∥uxx∥2dt+ k
(
1− σ

2

) a2
2π

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxx∥2dt

+

(
σ

2
+

1− l0
2ε

)∫ t2

t1

ζ(t)(g ◦ ux)(t)dt+
(

4ε

4l0 − ak

)∫ t2

t1

ζ(t)E(t)dt

− 1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥ut∥2dt−
1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥u∥2dt+ 1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥uxt∥2dt+
1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥ux∥2dt

+
k

2

(
1− σ

2

)∫ t2

t1

ζ(t)(log ∥ux∥2 − (1 + log a))∥ux∥2dt.

(5.20)

E (t)

∫ t2

t1

ζ(t) ∥ut∥2 dt ≤ 2ζ (t1)E (t1) ,

∫ t2

t1

ζ(t) ∥uxt∥2 dt ≤ 2ζ (t1)E (t1) ,

ζ(t)(g ◦ ux)(t) ≤ − (g′ ◦ ux) (t).

(5.20) [
σ − 4

4l0 − ak
ε

] ∫ t2

t1

ζ(t)E(t)dt

≤
[(

12

(k + 2)ĉ
+ 3 + 3 +

σ

2
+
σ

2
+ 2

)
ζ(0) + σ +

1− l0
ε

]
E (t1)

+

(
l0 −

ka2

2π

)(σ
2
− 1
)∫ t2

t1

ζ(t)∥uxx∥2dt

+

∫ t2

t1

ζ(t)

[
k

2
(1− σ

2
)(log ∥ux∥2 − (1 + log a))− 1

2
+
σ

2
(1 +

k

2
)

]
∥ux∥2dt

− 1

2

∫ t2

t1

ζ(t)∥u∥2dt.

(5.21)
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k ≥ 1 σ ， 0 < σ < 3

√
1

2+2k
， σ

2
−1 < 0 ,

(
l0 − ka2

2π

) (
σ
2
− 1
)
<

0， ε ，

σ − 4

4l0 − ak
ε > 0,−1

2
+
σ

2
(1 +

k

2
) < 0.

5.1
k(1− σ

2
)(log ∥ux∥2 − (1 + log a)) < (1− σ

2
)(1− k) < 0,∀t ≥ 0.

σ , ε σ − 4
4l0−akε > 0

∫ t2

t1

ζ (t)E (t) dt ≤ cE (t1) , ∀t ≥ 0,

ψ (t) =
∫ t
0
ζ (s) ds， t2 → +∞ 5.2 5.1

E (t) ≤ λE (0) e−ωψ(t).

E (t) ≤ kE (0) exp
(
−

∧
k

∫ t

0

ζ (s) ds

)
. (5.22)

注 5.3. ， ，

， ， Lyapunov E
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