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摘  要 

本文给出了Gauss超几何函数 ( ), ; ;F a c a c x− 和 ( )1, ; ;F a c a c x− − 与初等函数组合函数的一类新的形式，

研究这类形式下的组合函数关于参数a的单调性质。本文借助函数的级数展开表达式以及Psi函数、

Gamma函数的递推公式，利用对数求导法给出了这类组合函数关于参数a的单调性的充分必要条件。 
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Abstract 
This paper gives a new form of the combination of Gaussian hypergeometric functions 
( ), ; ;F a c a c x− , ( )1, ; ;F a c a c x− −  and elementary functions, and studies the monotonicity of the 

new-form combination function with respect to the parameter a. This paper uses the series ex-
pansion expression of functions and the recurrence formulas of Psi and Gamma functions，as well 
as the logarithmic differentiation method to provide necessary and sufficient conditions for the 
monotonicity of the combination function with respect to the parameter a. 
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1. 引言 

令 { }0 0= ∪� � ，其中�是正整数的集合。对任意的 , ,a b c∈�并且 0, 1, 2,c ≠ − − �，Gauss 超几何函

数 ( ), ; ;F a b c x 定义为[1]： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )2 1

0

, ,
, ; ; , ; ;  1

, !
n

n

a n b n
F a b c x F a b c x x x

c n n

∞

=

= = <∑                     (1.1) 

其中 ( ),a n 是升阶乘多项式，定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

, 1 2 1
a n

a n a a a a n
a

Γ +
= + + + − =

Γ
� ， 0n∈�                    (1.2) 

当 0a ≠ 时，有 ( ),0 1a = 。当 a b c+ = 时，称 ( ), ; ;F a b c x 为零平衡的。 
Gauss 超几何函数与经典的 Gamma 函数 ( )xΓ ，Psi 函数 ( )xψ 和 Beta 函数 ( ),B x y 紧密相关。令

Re 0x > 和 Re 0y > ，其定义分别为[1]： 

( ) 1
0

e dx tx t t
∞ − −Γ = ∫ ， ( ) ( ) ( )

( )
,

x y
B x y

x y
Γ Γ

=
Γ +

， ( ) ( )
( )

x
x

x
ψ

′Γ
=
Γ

， 

并且以上三类函数具有很多著名的性质如下式，见参考文献[1] [2]： 

( ) ( ) ( )
1

sin
a a

a
Γ Γ − =

π
π

                               (1.3) 

( ) ( )1x x xΓ + = Γ                                   (1.4) 

( ) ( ) 11x x
x

ψ ψ+ = +                                  (1.5) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ; ;1
c c a b

F a b c
c a c b

Γ Γ − −
=
Γ − Γ −

， a b c+ <                         (1.6) 

( ) ( ) ( )1, ; ; ~ log 1
,

F a b a b x x
B a b

+ − − ， 1x →                       (1.7) 

Gauss 超几何函数在数学领域的几何函数论、数论、拟共形理论等诸多分支中都起着重要的作用，另

外它在物理学、工程技术等其他学科领域中也具有广泛的应用。最近，Gauss 超几何函数关于参数性质的

研究已取得一些成果，见参考文献[3] [4] [5] [6]。2022 年鲍琪等在文献[7]中研究了 Gauss 超几何函数

( ), ; ;F a c a c x− 和 ( )1, ; ;F a c a c x− − 与初等函数适当组合的四个函数关于参数 a 的单调性，并给出了单调

的充分必要条件。接着，在文献[8]中又证明了零平衡的 Gauss 超几何函数 ( ), ; ;F a b a b r+ 与初等函数组合

函数关于参数 a 的单调性，得到了零平衡的 Gauss 超几何函数 ( ), ; ;F a b a b r+ 关于参数 a 的性质。 
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受这些研究结果启发，本文研究了在拟共形理论以及物理学等领域出现的 Gauss 超几何函数的单调

性质以及不等式性质，给出 Gauss 超几何函数新的单调定理和相关不等式(见如下定理 1.1.)，这些结果推

广和改进了原有结果。 
为了方便叙述，引入以下记号： 

( )

( ) ( ) ( )
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∑
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定理 1.1 对于常数 ( )0,c∈ ∞ ， ( ]0, 2a c∈ ， λ∈�以及 ( )0,1x∈ ，函数 

( ) ( ) ( ) ( )1,, ; ; 1, ; ; ,nF a c a c x F a c a c x P a x
f a

aλ λ

− − − − −
=  

在 ( ]0, 2c 上严格单调上升(下降)当且仅当 ( )2 2c n cλ ≤ − + +  (若 ( ]0,1c∈ , 1λ ≥ ；若 ( )1,c∈ ∞ , 
λ λ∗≥ , λ∗ 见引理 5)，并且有 

( ) ( )

( ) ( )2, 2,

0,                1,
0 ,        1,

,               1,

2, , , , .
2

n

n n

f P x

cf P c x P c x
c

λ

λ

λ

λ
λ
λ

λ λ

+

<
= =
∞ >

   = =   
   

 

特别地，满足如下不等式 
当 ( ]0,1c∈ ， ( ]0, 2a c∈ ， 1λ ≥ 以及 ( )0,1x∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1,2 , , ; ; 1, ; ; ,n n na c P c x F a c a c x F a c a c x P a x aP x≤ − − − − − ≤            (1.8) 

当 ( )0,c∈ ∞ ， ( ]0, 2a c∈ ， ( )2 2c n cλ ≤ − + + 以及 ( )0,1x∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2,0 , ; ; 1, ; ; , 2 ,n nF a c a c x F a c a c x P a x a c P c xλ≤ − − − − − ≤             (1.9) 

当 ( )1,c∈ ∞ ， ( ]0, 2a c∈ ， λ λ∗≥ 以及 ( )0,1x∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2,, ; ; 1, ; ; , 2 ,n nF a c a c x F a c a c x P a x a c P c xλ− − − − − ≥              (1.10) 

不等式(1.8)，(1.9)，(1.10)中等号成立当且仅当 2a c= 。 

2. 预备知识 

引理 2.1 [9]令 a b−∞ < < < ∞时，定义函数 [ ], : ,f g a b →�在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 上可微，且有

( ) 0g x′ ≠ 。若函数 ( ) ( )f x g x′ ′ 在 ( ),a b 上单调上升(下降)，那么函数 

( ) ( ) ( ) ( )f x f a g x g a− −      和 ( ) ( ) ( ) ( )f x f b g x g b− −        

在 ( ),a b 上单调上升(下降)；若 ( ) ( )f x g x′ ′ 为严格单调，那么该函数也为严格单调。 
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引理 2.2 [10]对于 0n∈� 时，令 nr 和 ns 都为实数， ( ) 0
n

nnR x r x∞

=
= ∑ 和 ( ) 0

n
nnS x s x∞

=
= ∑ 为 1x < 时的收

敛级数。若 0ns ≥ 且不全为零， n nr s 关于 0n∈� 严格单调上升(下降)，那么函数 ( ) ( )x R x S x� 在 ( )0,1 上

严格单调上升(下降)。 
引理 2.3 [7]对于实数 ( )0,c∈ ∞ ，令 ( ]0, 2a c∈ 且 0n∈� ，定义 ( ) ( )na n a n c aψ ψ= + − + − ，则有数列

{ }na 在 0n∈� 上严格单调上升且有 lim 0nn
a

→∞
= 。 

引理 2.4 [7]对于实数 ( )0,c∈ ∞ ，令 ( ]0, 2a c∈ 且 0n∈� ，定义 ( ) ( )( ), , 1ng a a n c a n= − + ，则有数列

( ) ( ){ }n ng a g a′ 在 0n∈� 上严格单调上升且有 

( )
( ) 1 0

1n
n

n

g a
a a

g a n a+

′
= − −

+
. 

引理 2.5 [7]对于实数 ( )0,c∈ ∞ ，令 ( ]0, 2a c∈ ，定义函数 ( ) ( ) ( )a a c a aλ ψ ψ= − −  ，则有 

( ]
( ){ }

( ]
( )0, 2

1,      0,1 ,
: sup

,    1, ,a c

c
a

c
λ λ

λ∗
∈

∈= = 
∈ ∞

 

其中 1λ∗ ≥ 。 
引理 2.6 对于实数 ( )0,c∈ ∞ ， ( ]0, 2a c∈ 且 0n∈� ，令 

( )1 1 0
1,

1na n a a a
n c a

λ +
 = − − + + − 

， 

则有
( ]

( ){ } ( )1 10, 2
: inf , 2 2

a c
a n c n cλ λ

∈
= = − + +� 。 

证明：首先，根据引理 2.3 可以得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0
1,

1
11 1

1
1 1 1 1 11 ,

1 1

a n a a a
n c a

a a c a c a a
n c a

a a
a c a n c a c a n c a

λ

ψ ψ ψ ψ

 ≥ − − + + − 
 = + − + − + − − − + + − 
   = − − = − +   − + + − − + + −   

 

当 0n∈� 时，函数 ( ) ( )1 1 1a a c a n c a− + + + −  � 在 ( ]0, 2c 上严格单调上升，并且对任意的

( ]0, 2a c∈ 满足 

1 1 1
1 2 2

ca
c a n c a n c

 + ≤ + − + + − + + 
， 

从而有 ( ) ( )1 , 2 2a n c n cλ ≥ − + + ，即 

( ]
( ){ }1 10, 2

inf ,
2 2a c

ca n
n c

λ λ
∈

= ≥ −
+ +

� .                          (2.1) 

其次，证明
( ]

( ){ } ( )1 10, 2
inf , 2 2

a c
a n c n cλ λ

∈
= ≤ − + +� 。 

由于 ( ) ( )1 2 2 2c c n cλ = − + + ，所以有 

( ]
( ){ }1 10, 2

inf ,
2 2a c

ca n
n c

λ λ
∈

= ≤ −
+ +

� .                         (2.2) 

从而由式(2.1)和式(2.2)综合可得，
( ]

( ){ } ( )1 10, 2
inf , 2 2

a c
a n c n cλ λ

∈
= = − + +� 。 
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3. 主要定理的证明 

证明：首先，根据式(1.1)定义表示，将函数 fλ 级数展开，得 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1

2

0

, , 1
, 1 !

, 1 , 2
, 2 1 !

k

k n

n k

k

a k c a k
f a a x

c k k

a n k c a n k
a x

c n k n k

λ
λ

λ

∞
− +

= +

∞
− + +

=

− +
=

+

+ + − + +
=

+ + + +

∑

∑
                    (3.1) 

由式(3.1)可知，当 2a c= 时， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2,
0

2, 1 2, 22 , ,
2 , 2 1 !

n k
n

k

c n k c n kcf x P c x
c c n k n k

λ

λ λ
∞

+ +

=

+ + + +   = =    + + + +   
∑ . 

对式(3.1)利用式(1.2)可得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
2

0

1 2
1 2 2

n k

k

c a a n k c a n k
f a x

c a a c n k n k

λ

λ

− ∞
+ +

=

Γ Γ + + + Γ − + + +
=
Γ − Γ + Γ + + + Γ + +∑ . 

显然，当 1λ < 时， ( )0 0fλ
+ = ；当 1λ = 时， ( ) ( )0 nf P xλ

+ = ；当 1λ > 时， ( )0fλ
+ = ∞ . 

其次，函数 ( )afλ 对数求导，得 

( )
( ) ( )a

f a
a F x

f a
λ

λ

λ
′

= −                                   (3.2) 

其中 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
1,

0

1,

0

, ; ; 1, ; ; ,

, ; ; 1, ; ; ,

k
kn

k
a

kn
k

k

A xa F a c a c x F a c a c x P a x
aF x a
F a c a c x F a c a c x P a x B x

∞

=
∞

=

∂
− − − − −

∂= =
− − − − −

∑

∑
           (3.3) 

这里 0,k n∈� ，且 

( )
( ) ( )

1

, 2 1 !
n k

k
g a

A
c n k n k

+ +′
=

+ + + +
，

( )
( ) ( )

1

, 2 1 !
n k

k
g a

B
c n k n k

+ +=
+ + + +

. 

由于 0kB > ，结合引理 2.4，可以得到 k kA B 严格单调上升，从而根据引理 2.2，得到 ( )aF x 在 ( )0,1 上

严格单调上升，并且有 

( ) ( )
( )

1
2 0

0 1

1lim
1

n
a n

x n

g a
F x a a a a

g a n a+

+
+

→ +

′  = = − − + + 
. 

结合引理 2.3 和引理 2.6，得到 

( ) ( )1 0 1
0

1lim ,
1a n

x
F x a a a a n

n c a
λ

+ +
→

 = − − = + + − 
. 

同时，由式(3.3)有 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )1,
1,

1
,1, ; ;

1
, ; ; , ; ;

a a
n

F x F x
P a xF a c a c x

F a c a c x F a c a c x

= ⋅
− −

− −
− −

                  (3.4) 

其中 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1,

1,

2, 3, 4,

, ; ; 1, ; ; ,1, ; ;
, ; ; 1, ; ; , ; ; , ; ;

( 1, ; ; )
, ; ;

n

a

a a a

F a c a c x F a c a c x P a xF a c a c xa a aF x a a a
F a c a c x F a c a c x F a c a c x F a c a c x

F a c a c xF x F x F x
F a c a c x

∂ ∂ ∂
− − − − −∂ ∂ ∂= − ⋅ −

− − − − −

− −
= − ⋅ −

−

   (3.5) 

显然，由式(1.6)和式(1.7)有 

( )
( )

( )
( ) ( )1,

4,
1 1 1

,1, ; ;
lim lim lim 0

, ; ; , ; ;
n

a
x x x

P a xF a c a c x
F x

F a c a c x F a c a c x− − −→ → →

− −
= = =

− −
                (3.6) 

根据文章[7]中的式(2.28)，(2.35)，(2.37)及(2.38)，有： 

( ) ( ) ( ) ( )2,
1

lim a
x

F x a c a a aψ ψ λ
−→

= − − =                           (3.7) 

( ) ( ) ( )3,
1

lim 1a
x

F x a c a aψ ψ
−→

= − + −                              (3.8) 

所以根据式(3.4)~(3.8)，有 ( ) ( )
1

lim a
x

F x aλ
−→

= . 

因此， ( )aF x 从 ( )0,1 到 ( )1,λ λ 严格单调上升，结合引理 2.5，引理 2.6，根据式(3.2)，有 

( )
( ]
( )

( ){ }
( ]

( ){ }
0,1

1 10, 2 0, 2
0 inf inf ,

2 2
x

aa c a c

cf a F x a n
n cλ λ λ λ

∈
∈ ∈

−′ ≥ ⇔ ≤ = = =
+ +

� ， 

( )
( ]
( )

( ){ }
( ]

( ){ }
( ]
( )

0,1
0, 2 0, 2

1,      0,1 ,
0 sup sup

,   1, .
x

a
a c a c

c
f a F x a

cλ λ λ λ
λ

∈

∗
∈ ∈

∈′ ≤ ⇔ ≥ = = = 
∈ ∞

 ( 1λ∗ ≥ ). 

综上即得 ( )f aλ 在 ( ]0, 2c 上的单调性。 
下面证明不等式(1.8)，(1.9)，(1.10)成立。 
1) 当 1λ = 时， ( ]0,1c∈ ， ( )f aλ 在 ( ]0, 2c 上严格单调下降，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1,2 , ; ; 1, ; ; ,n n na c P F a c a c x F a c a c x P a x aP x⋅ ≤ − − − − − ≤             (3.9) 

2) 当 1λ > 时， ( ]0,1c∈ ， ( )f aλ 在 ( ]0, 2c 上严格单调下降，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2,, ; ; 1, ; ; , 2 ,n nF a c a c x F a c a c x P a x a c P c xλ− − − − − ≥ ⋅             (3.10) 

由于 ( ]0, 2a c∈ ，函数 ( )2a c λλ� 在 1λ ≥ 上严格单调下降，因此， ( )2 2a c a cλ ≤ ，故当 1λ ≥ ，

( ]0,1c∈ 时，结合式(3.9)和式(3.10)，可以得到式(1.8)。 
3) 当 ( )2 2c n cλ ≤ − + + 时 ， ( )0,c∈ ∞ ， ( )f aλ 在 ( ]0, 2c 上 严 格 单 调 上 升 ， 则 有

( ) ( ) ( )2,0 2 ,nf a c P c xλ
λ≤ ≤ ，即得式(1.9)。 
4) 当λ λ∗≥ 时， ( )1,c∈ ∞ ， ( )f aλ 在 ( ]0, 2c 上严格单调下降，则有 ( ) ( ) ( )2,2 ,nf a c P c xλ

λ ≥ ，则得式

(1.10)。 

4. 说明 

定理 1 是本文的主要结果，推广了文献[6]中的定理 1.2(3)及文献[7]中的定理 3.1(1)，具体如下： 
1) 在定理 1 中，取 0n = ， 2x r= ，则 ( ) ( )2 2

1,0 , 1P a r a r= − 。令 1c = ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) 212 a aK r E r a r
f a

aλ λ

−
=
π

− −
⋅ ， 
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即得文献[6]中定理 1.2(3)中结论。 
2) 在定理 1 中，取 1c = ， 2x r= ，则 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )2 1

0

, 1 , 1
2 ! 12

n
k

a a
k

a k a k
K r E r r

k k
f a

aλ λ

+

=

− +
− −

=
π

+
⋅

π ∑
， 

即得文献[7]中定理 3.1(1)中结论。 
本文所用方法可用于研究其他Gauss超几何函数与初等函数的组合函数的单调性质以及不等式性质，

从而推广和改进原有结果。 
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