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摘 要

本文研究了有理函数复动力系统中 Herman 环存在的必要条件，次数大于等于 2 的有理函数 f，

若存在 Herman 环 H 则 H 在 C̄ 的两个余集分支中至少有两个临界点 (计重数)，并给出存在每
个余集分支中恰有两个临界点且临界点落在余集分支的边界的例子。
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Abstract

In this paper, we study a necessary condition for the existence of Herman rings in the
complex dynamical system of rational functions. If the rational function f of degree
greater than or equal to 2 has a Herman ring H, then H has at least two critical points
in the two complement components of C̄. An example is given to show that there are
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exactly two critical points in each complement component and the critical points are
on the boundary.
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1. 引言

设 f 是扩充复平面 C̄ 上次数大于等于 2 的有理函数. 设 n 为非负整数, fn 是 f 在 C̄ 上的 n

次迭代, f0 为恒等映射. 设 z0 ∈ C̄, 若存在 z0 的邻域 U 使得函数序列 {fn}∞n=1 在 U 是正规的, 则
称 z0 为 f 的正规点. 有理函数 f 在 C̄ 中的所有正规点的集合称为 f 的 Fatou 集, 记为 Ff . Fatou
集 Ff 在 C̄ 的补集称为 f 的 Juila 集, 记为 Jf . 由定义可知, Fatou 集为开集, Julia 集为闭集. 若
z0 ∈ C̄ 使得 f ′(z0) = 0, 则称 z0 为 f 的临界点 (当 z0 = ∞, f(z0) ̸= ∞ 时, 考虑 f(1/z) 在 0 的导

数. 当 z0 = ∞, f(z0) = ∞ 时, 考虑 1/f(1/z) 在 0 的导数. 当 z0 ̸= ∞, f(z0) = ∞ 时, 考虑 1/f(z)

在 0 的导数). 设 H 是 f 的一个不变 Fatou 分支, 即 H 是 Ff 的一个连通分支且 f(H) = H. 若 f

在 H 上的限制, f |H : H → H 全纯共轭于平环到自身的无理旋转 ζ → e2πiθζ, 其中 θ 为无理数,
则称 H 为 f 的 Herman 环, θ 为 Herman 环 H 的旋转数.

Herman 环的存在性最先是由 Herman 基于 Blaschke 乘积和 Arnold 关于实解析圆周自同胚的
线性化定理得到的. 其后, Shishikura 引入了拟共形手术构造 Herman 环的方法. 2009 年, 在 [1] 中,
张高飞发展了 Herman 的思想, 给出了一个通过扭转平环上有理函数构造 Herman 环的方法, 得到
了如下定理.

定理 A [1] 设 0 < θ < 1 是一个 Diophantine 数, f 为 C̄ 上次数大于等于 2 的有理函数. 假设
H ⊂ C̄ 满足 H 分离 f 的两个临界点且 f 限制在 H 上有 f |H : H → f(H) 为同胚. 则存在 C̄ 到
自身的同胚 ϕ 和 ψ 使得 g = ϕ ◦ f ◦ ψ 为有理函数, 且 g 存在一个旋转数为 θ 的 Herman 环.

本文将证明定理 A 中的分离性条件是必要的, 即下述定理.

定理 1.1 设 f 是 C̄ 上的有理函数且 f 的次数大于等于 2. 设 H ⊂ C̄ 是 f 的一个 Hermann
环, Dk(k = 1, 2) 分别为 H 在 C̄ 的两个余集分支. 则 Dk(k = 1, 2) 至少有两个临界点 (计重数).

注 1 由上述定理可知, 不存在 Herman 环分离一个简单临界点和另一组临界点的情况.

注 2 由上述定理可知, 在 Herman 环的余集分支中至少有 4 个临界点 (计重数). 因此不存在
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次数低于 2 且有 Herman 环的有理函数.

注 3 我们将在文章的第三部分给存在每个余集分支中恰有两个临界点的例子且临界点落在余

集分支的边界上, 因此定理中的结论 2 是最优的, 且结论不能加强为临界点在余集分支的内部.

2. 定理 1.1 的证明

首先, 因为 H 是 f 的 Herman 环, 所以 f 在 H 上的限制全纯共轭与平环上的旋转, 即存在一
个无理数 θ 和 H 到平环 A 的共形映射 ϕ 使得如下的交换图

H

ϕ

��

f // H

ϕ

��
A g

// A

成立, 其中 A = {ζ ∈ C : r1 < |ζ| < r2}(0 < r1 < r2 < +∞ 且 g(ζ) = e2πiθζ(0 < θ < 1 为无理数).
取定 r ∈ (r1, r2). 显然圆周 C : |ζ| = r 在 g 的作用下是不变的. 设 Γ = ϕ−1(C), 则 Γ 在 f 的作用

下是不变的. 由 Jordan 曲线定理 [1] 知 C̄− {Γ} 由两个连通分支构成, 在 Γ 上取定一个定向, 记 Γ

左侧的连通分支为 Ω1, 右侧的为 Ω2. 因为 Γ 是 Ω1 的边界, f 是有理映射, 所以 Γ 是 f−1(Ω1) 的边

界的一个分支, 记 f−1(Ω1) 边界分支包含 Γ 的连通分支为 U , 则 f |U 是 U 到 Ω1 的分歧覆盖. 由于
f 是有理函数, 所以 f |U 是有限次分歧覆盖. 记 fU 的覆盖次数为 d. 下证 d ≥ 2.

若 d = 1, 则 f |U 是 U 到 Ω1 的同胚映射. 所以 U 是单连通区域. 由于 U 的边界分支包含 Γ,
所以 U 的边界即为 Γ, 由 f 在 Γ 的局部性质可知 U = Ω1. 所以 f(Ω1) = Ω1, 即 Ω1 关于 f 是不变

集. 注意到 Ω1 在 C̄ 的补集多于两点, 所以 Ω1 包含于 Fatou 集 Ff 中. 但是 Herman 环 H 的边界

是 Julia 集 Jf 中的点集且于 Ω1 的交不为空. 矛盾! 故 d ≥ 2 .

由 Rieman-Hurwitz 公式 [2] 有

χ(U) = dχ(Ω1)− r

其中 χ(U) 和 χ(Ω1) 分别为 U 和 Ω1 的 Euler 示性数, r 为 f 在 U 中的临界点的个数 (记重数).
注意到 d ≥ 2, χ(Ω1) = 1, U 是多连通区域 χ(U) ≤ 0, 所以 r ≥ 2, 即所以 U 中至少有 2 个临界点

z1, z2. 由于 U 的一个边界分支为 f 的不变曲线 Γ 及 Γ 的定向, 可知 U ⊂ Ω1. 所以 z1, z2 ∈ Ω1.

同理知 Ω2 中存在临界点 z3, z4. 因为 f 在 H 上是共形映射, 所以 z1, z2 和 z3, z4 分别在 C̄−H
的两个连通分支中.

3. 一个例子

我们将构造一个有理函数 f 使得 f 有一个 Herman 环 H 且 f 的临界点均落在 H 的边界上.
由此说明定理的结果不能加强为 Herman 环的余集分支的内部.
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取

R(z) =
3z2 − 1

z(3− z2)

令 R′(z) = 0. 由

R′(z) =
6z2(3− z2)− (3− 3z2)(3z2 − 1)

z2(3− z2)2
=

3(z2 + 1)2

z2(3− z2)2

知 i 和 −i 是 R 的两个 2 阶临界点. 又 R 是 3 次有理函数, 所以 ±i 是 R 的所有临界点.

下证明 R(z) 限制在单位圆周 S(S = {z : |z| = 1}) 为实解析自同胚. 由
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令 z = eit(t ∈ [0, 2π)) 则

R′(eit)
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(eit − 1/
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= e−it +
2

3
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(
1
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√
3|2

+
1

|eit + 1/
√
3|2

)
.

设

R(eit) = exp [iϕ(t)], t ∈ [0, 2π)

由于 R(z) 是三个保持单位圆周不动的 Möbius 变换的乘积, 故可以选取 ϕ(t) 为连续函数. 注意到

R′(eit)eiti = d
dtR(e

it) = exp [iϕ(t)]iϕ′(t) = R(eit)iϕ′(t)

所以

ϕ′(t) =
R′(eit)

R(eit)
eit = 1 +

2/3

|eit − 1/
√
3|2

+
2/3

|eit + 1/
√
3|2

> 0.

故 ϕ 在 [0, 2π) 严格单调增加. 又∫ 2π

0

ϕ′(t)dt =
∫ 2π

0

R′(eit)

R(eit)
eitdt = 1

i

∫
|z|=1

R′(z)

R(z)
dz
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又 ∫
|z|=1

R′(z)

R(z)
dz =

∫
|z|=1

−1

z
+

1

z − 1/
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3
+
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1− z/
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+

1

z + 1/
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dz

= −2πi + 2πi + 2πi = 2πi

所以 ∫ 2π

0

ϕ′(t)dt = 2π,

由此可知 R(z) 是单位圆周到自身的临界实解析同胚. 由 Świa�tek 文章 [3] 中的定理可知, 存在一
个 τ ∈ R\Q 使得 z 7→ e2πiτR(z) 在 S 的限制拟对称共轭于刚性旋转 w 7→ e2πiθw, 其中 θ ∈ [0, 1).
记 e2πiτR(z) 为 Rτ (z). 设 hτ 为拟对称映射且 hτ ◦ Rτ = e2πiθhτ , 由 Beurling-Ahlfors 定理 [4] 知,
hτ 可以拟共形延拓到单位圆盘 D = {z : |z| < 1}, 记为 Hτ . 令

F (z) =

{
Rτ (z), z /∈ D;

H−1
τ (e2πiθHτ (z)), z ∈ D̄

.

注意到 H−1
τ (e2πiθHτ (z)) 在 S 上的限制有

H−1
τ (e2πiθHτ (z)) = h−1

τ (e2πiθhτ (z)) = Rτ

由此知 F 是 C̄ 到 C̄ 的连续映射且拟正则, ±i 是 F 的临界点.

注意到 F (D) = D, 由 Shishikura 拟共形手术准则 [5] 可知, F 是拟有理的, 即存在拟共形映射
ψ : C → C, 使得 ψ ◦ F = f ◦ ψ 其中 f 为有理函数, 见 [6]. 由

f ◦ ψ(D) = ψ ◦ F (D) = ψ(D),

知 ψ(D) 是 f 不变的. 注意到 ψ(±i) 在 ψ(D) 的边界为 f 的临界点, 由此可知 ψ(D) 是 f 的 Siegel
盘 [7] 且其边界上有两个临界点.

对 f(z) 和 f(z̄) 做经典的 Siegel 盘与 Hermann 环转化拟共形手术 [8] [9] 即得所求.

4. 小结

本文提供了张高飞在 [1] 中的定理的分离性条件的必要性证明，为研究相关内容做出了一定的
补充，因此是具有一定创新性的。未来的研究者可以继续做关于探讨 Herman 环结构以及新的构
造 Herman 环方法的尝试。
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