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摘  要 

不等式证明是高等数学中比较常见且难度较大的一种题型。本文讨论 ( )∫ d
b

a
x f x x 与 ( )∫ d

b

a
f x x 的不等式

关系，通过证明得到以下结果：设 ( )f x 在 [ ],a b 上可积，当 ( )f x 满足以下两个条件：1) 当
2

a ba x +
≤ ≤

时， ( )  
 
 2

a bf x f +
≤ ；2) 当

2
a b x b+

≤ ≤ 时， ( )  
 
 2

a bf x f +
≥ ，则有： ( ) ( )∫ ∫d d

2
b b

a a

a bx f x x f x x+
≥ 。

应用这个积分不等式的结果，我们巧妙地构建函数 ( )f x ，轻松地证明了一些按通常方法较难证明的实

数不等式，以此来拓展解题思路，学以致用。 
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Abstract 

In this paper we discuss the relationship between ( )∫ d
b

a
x f x x  and ( )∫ d

b

a
f x x , and obtain that if 

( )f x  is integrable on [ ],a b  and satisfies the following two conditions: 1) ( )  
 
 2

a bf x f +
≤  for 
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2
a ba x +

≤ ≤ ; 2) ( )  
 
 2

a bf x f +
≥  for 

2
a b x b+

≤ ≤ , Then ( ) ( )∫ ∫d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥ . By using 

this result we prove some real number inequalities which are more difficulty to be shown by using 
the usual methods. 
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1. 引言 

我们知道，不等式的证明是高等数学中的一种常见题型，由于不等式证明的题目往往具有较强的综

合性，在考研试题中也是比较常见且难度较大的一种题型，它需要考生掌握一些特殊的解题技巧。本文

将从积分不等式的角度来探讨一种新的证明不等式的方法。 
定积分在高等数学和经济数学中都是十分重要和非常有用的内容[1] [2] [3] [4]，比较两个定积分的大

小是定积分的理论在实际应用中的一个重点和难点，关于积分不等式的证明也是考研试题中常考的题型。

同时，关于各种各样的积分不等式的研究已经引起广大担任高等数学课或经济数学课的高校教师广泛关 

注，并取得了很多成果[5] [6]。但至今未见有人研究 ( )db

a
x f x x∫ 与 ( )db

a
f x x∫ 的关系。本文通过讨论两个

积分式 ( )db

a
x f x x∫ 与 ( )db

a
f x x∫ 的不等式关系，得到以下几个有意义的结果，并应用其结果进一步探讨一 

些实数范围内的不等式证明。 

2. 问题描述和主要结果 

2.1. 定理 1 及其证明 

定理 1 设 ( )f x 在 [ ],a b 上可积且满足以下两个条件： 

(1) 当
2

a ba x +
≤ ≤ 时， ( )

2
a bf x f + ≤  

 
； 

(2) 当
2

a b x b+
≤ ≤ 时， ( )

2
a bf x f + ≥  

 
， 

则有： ( ) ( )d d
2

b b

a a

a bxf x x f x x+
≥∫ ∫ 。 

证明：由(1)得， 

0
2

a bx +
− ≤ ，                                     (1) 

( ) 0
2

a bf f x+  − ≥ 
 

，                                  (2) 

由(1)和(2)得， ( ) 0
2 2

a b a bx f f x+ +    − − ≤        
。 
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即 ( ) 0
2 2 2

a b a b a bx f x f x+ + +     − − − ≤     
     

。 

即 ( ) ( )
2 2 2 2

a b a b a b a bx f x f x f f x+ + + +   − ≤ −   
   

。 

两边乘以(−1)，得： ( ) ( )
2 2 2 2

a b a b a b a bx f x x f f x f+ + + +   − ≥ −   
   

 

两边同时取定积分，得： 

( ) ( )2 2d d
2 2 2 2

a b a b

a a

a b a b a b a bx f x x f x f x f x
+ ++ + + +      − ≥ −            

∫ ∫  

即 

( ) ( )

2
2

2 2
2 22d d

2 2 2 4 2

a b a b

a a

a b a
a b a b b a a bx f x x f f x x f

+ +
+  −  + + − +    − ≥ −   

   ∫ ∫ ，         (3) 

由(2)得， 

0
2

a bx +
− ≥ ，                                 (4) 

且 

( ) 0
2

a bf x f + − ≥ 
 

，                              (5) 

由(4)和(5)得， ( ) 0
2 2

a b a bx f x f+ +    − − ≥        
， 

即 ( ) 0
2 2 2

a b a b a bx f x x f+ + +     − − − ≥     
     

，从而有： 

( ) ( )
2 2 2 2

a b a b a b a bx f x x f f x f+ + + +   − ≥ −   
   

 

两边同时取定积分，得： ( ) ( )
2 2

d d
2 2 2

b b
a b a b

a b a b a bx f x x f x f x f x+ +
+ + +      − ≥ −            

∫ ∫  

即 

( ) ( )

2
2

2 2

2 2

2d d
2 2 2 4 2

b b
a b a b

a bb
a b a b b a a bx f x x f f x x f+ +

+ −   + + − +    − ≥ −   
   ∫ ∫ ，       (6) 

(3) + (6)得， ( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥∫ ∫ ，结论成立。 

2.2. 定理 2 及其推论 

对定理 1 的前提条件进行简化，可以得到以下结论。 

定理 2 若 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加，则 ( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥∫ ∫ 。 

推论 1 若 ( )f x 在 ( ),a b 上单调减少，则 ( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≤∫ ∫ 。 
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证明：令 ( ) ( )g x f x= − ，因 ( )f x 在 ( ),a b 上单调减少，故 ( )g x 在 ( ),a b 上单调增加。由定理 2 得， 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bxg x x g x x+
≥∫ ∫ ， 

从而有： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≤∫ ∫ 。 

推论 2 若 ( )f x 在 ( ),a a− 上单调增加，则 ( )d 0
a

a
x f x x

−
≥∫ 。其证明直接由定理 2 得到，故从略。 

推论 3 若 ( )f x 在 ( ),a a− 上单调减少，则 ( )d 0
a

a
x f x x

−
≤∫ 。其证明直接由推论 1 得到，故从略。 

推论 4 若 ( )f x 在 ( ),a a− 上单调减少，且 ( ) 0x f x ≥ 则 ( )d 0
a

a
x f x x

−
=∫ 。 

证明：因 ( ) 0x f x ≥ ， ( ),x a a∈ − ，故 ( )d 0
a

a
x f x x

−
≥∫ 。再由推论 3 知 ( )d 0

a

a
x f x x

−
≤∫ 。要同时满足

这两种情况，只有： ( )d 0
a

a
x f x x

−
=∫ ，因此结论成立。 

推论 5 若 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加且非负， 0a ≥ ，则有： 

( ) ( )d d
2

n
b bn
a a

a bx f x x f x x+ ≥  
 ∫ ∫ ，其中 n 为正整数。 

证明：由于 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加且非负， 0a ≥ ，故 ( )x f x 在 ( ),a b 上单调增加。因为 n 为正整

数，由定理 2，得： ( ) ( )1d d
2

b bn n
a a

a bx f x x x f x x−+
≥∫ ∫ 。由此递归可得到： 

( ) ( )d d
2

n
b bn
a a

a bx f x x f x x+ ≥  
 ∫ ∫ ，因此结论成立。 

推论 6 若 ( )f x 在 ( ),a b 上单调减少且非负， 0a ≥ ，则有： 

( ) ( )d d
2

n
b bn
a a

a bx f x x f x x+ ≤  
 ∫ ∫ ，其中 n 为正整数。其证明与推论 5 的证明完全相似。 

3. 积分不等式结果的应用 

对于一些按通常方法较难证明的实数不等式，我们可以构建函数 ( )f x ，应用以上积分不等式的结果，

把这些实数不等式证明出来。 

例 1 证明： ( )
3 3

3 3 2 21
3 4

b a b a a b ab−
≥ − − + ，其中 ,a b R∈ 。 

证明：令 ( )f x x= ，则 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加。由定理 2 得知： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥∫ ∫ ， 

即： 

2d d
2

b b

a a

a bx x x x+
≥∫ ∫  

经过简单计算可得： 

( )
3 3

3 3 2 21
3 4

b a b a a b ab−
≥ − − + ，结论得证。 

例 2 证明： ( ) ( ) ( )2 2 1 11
2 2 1

n n n na bb a b a
n n

+ + + ++
− ≤ −

+ + ，其中 0b a≥ > ， 2n < − 。 
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证明：令 ( ) nf x x= ，则 ( )f x 在 ( ),a b 上单调减少。由推论 1 得知： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≤∫ ∫ 。经过简单计算可得： 

( ) ( ) ( )2 2 1 11
2 2 1

n n n na bb a b a
n n

+ + + ++
− ≤ −

+ +
。 

例 3 证明： ( )cos cos sin sin cos cos
2

a ba a b b b a a b+
− + − ≥ − ，其中： 0

2
b aπ

> ≥ > 。 

证明 令 ( ) sinf x x= ，则 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加，由定理 2 得知： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥∫ ∫ ，经过简单计算可得： 

( )cos cos sin sin cos cos
2

a ba a b b b a a b+
− + − ≥ − 。 

例 4 证明： ( )sin sin cos cos sin sin
2

a bb b a a b a b a+
− + − ≤ − ，其中： 0b aπ > ≥ >  

证明 令 ( ) cosf x x= ，则 ( )f x 在 ( ),a b 上单调减少。由推论 1 得知： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≤∫ ∫ ，经过简单计算可得： 

( )sin sin cos cos sin sin
2

a bb b a a b a b a+
− + − ≤ − . 

例 5 证明： ( )e e e e e e
2

b a b a b aa bb a +
− − + ≥ − ，其中 ,a b R∈ 。 

证明 令 ( ) exf x = ，则 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加。由定理 2 得知： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥∫ ∫ ，经过简单计算可得： 

( )e e e e e e
2

b a b a b aa bb a +
− − + ≥ − . 

例 6 证明： ( ) ( )2 2 2 21 1ln ln ln ln
2 2

b b a a a b b b a a b a− ≥ + − − + ， 0 a b< ≤ 。 

证明 令 ( ) lnf x x= ，则 ( )f x 在 ( ),a b 上单调增加。由定理 2 得知： 

( ) ( )d d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+
≥∫ ∫ ，经过简单计算可得： 

( )
2 2

2 2 2 21 1 1 1ln ln ln ln
2 2 4 4 2 2

a b a bb b a a b a b b a a+ −
− − + ≥ − + ，化简即得： 

( ) ( )2 2 2 21 1ln ln ln ln
2 2

b b a a a b b b a a b a− ≥ + − − + . 

4. 结论 

通过以上实数不等式的证明可知，灵活运用定理 1、定理 2 及其推论中的积分不等式结果，针对不

同的实数不等式，巧妙地构建恰当的函数 ( )f x ，可以让我们轻松地证明一些按通常方法较难证明的实数

不等式，以此来强化我们的逻辑推理能力，拓展解题思路，积累解题技巧，切实地提高我们的解题能力。 
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