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摘  要 

在2009年，Kyaw在[Discrete Mathematics, 309, 6146~6148]中证明了对于阶数为n的连通图G且图G
中不包含同构于 1,4K 的导出子图，若图G中任意4个独立顶点的度和至少为 1n − ，则图G中存在至多3个
叶子的支撑树。在这篇文章中我们考虑了邻域并条件，得到了一个类似的结果，即对于阶数为n的连通

图G且图G中不包含同构于 1,4K 的导出子图，若图G中任意4个独立顶点的邻域并的基数至少为 3n − ，则

图G中存在至多3个叶子的支撑树，并且得到的下界是最好可能的。 
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Abstract 
In 2009, Kyaw in [Discrete Mathematics, 309, 6146~6148] proved that every connected graph G of 
order n that contains no induced subgraph isomorphic to K1,4  has a spanning tree with at most 3 
leaves if the degree sum of any 4 independent vertices in G is at least 1n − . In this paper, we con-
sider the neighborhood union condition and obtain a similar result. We show that every connected 
graph G of order n that contains no induced subgraph isomorphic to K1,4  has a spanning tree with 
at most 3 leaves if the cardinality of the neighborhood union of any 4 independent vertices in G 
isat least 3n − . Moreover, the lower bound is best possible. 
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1. 引言 

若一个图 G 有一棵支撑树 T (树 T 是无圈连通图且树 T 与图 G 的顶点集相同)使得支撑树 T 的最大顶

点度至多为 k，则称此树 T 是图 G 的一棵支撑 k-树。图的支撑树特征问题一直是结构图论中一个重要的

研究课题。该问题的产生和发展与结构图论中著名的哈密尔顿问题的研究密切相关，因此受到国内外许

多图论专家的关注。若非平凡的图中存在一条哈密尔顿路(经过图中每个顶点恰好一次的路)，则该图中存

在恰好两个叶子的支撑树且最大度至多为 2。这很自然地引出了如下问题：给出保证图中存在至多 k 个叶

子的支撑树或者支撑 k-树的条件。目前在图中是否存在具有和哈密尔顿性相关的特征的支撑树问题的研

究主要从参数的角度进行刻画，运用独立数、连通度、邻域并、度和等条件，集中讨论图中是否存在以

下五类特征的支撑树的充分条件：1) 图中存在支撑 k-树；2) 图中存在至多 k 个叶子的支撑树；3) 图中

存在至多 k 个分支点的支撑树；4) 给定连通度条件下， 1,rK -free 图中存在至多 k 个叶子的支撑树；5) 图
中存在以任意 k 个顶点作为叶子集(树中度为 1 的顶点的集合)的支撑树。 

支撑树在网络中也有具体的应用。比如，当网络中存在物理环路时，会导致广播风暴，会产生巨大

的网络流量，极其容易造成交换机死机。现在是一个信息化飞速发展的时代，企业网络在设计时往往对

网络稳定性的要求比较高，要求其网络架构多点互联，多机热备。支撑树技术能够在二层交换网中保证

企业网络多点互联，同时也能够避免出现交换网络中的环路。此外，支撑树的计数或者限定条件的支撑

树的计数也是图论研究中的一个热门问题。 

2. 预备知识 

在这篇文章中，我们只考虑有限无向简单图，对于一些没有给出的术语和符号可以参考文献[1]。设

G 为一个有限无向简单图，用 ( )V G 和 ( )E G 分别表示图 G 的顶点集和边集。定义 ( )V G 和 ( )E G 分别为

图 G 的阶数和边数。对于 ( )v V G∈ ， ( )GN v 表示顶点 v 在图 G 中的邻点的集合。 ( )Gd v 表示顶点 v 在图

G 中关联的边的数目，定义为顶点 v 在图 G 中的度。一般地， ( )GN v 和 ( )Gd v 分别简记为 ( )N v 和 ( )d v 。

对于顶点集 ( )X V G⊆ ， X 表示为顶点集 X 的基数。符号 [ ]G X 表示以 X 为顶点集，以图 G 中两端点均

在 X 中的边的全体为边集所构成的子图，称为 X 在 G 中的导出子图。G uv− 表示从图 G 中删除边

( )uv E G∈ 得到的图，G uv+ 表示从图 G 中增添边 ( )uv E G∉ 得到的图。对于两个图 G 和 H，G H∪ 表示

为图 G 和图 H 的并，即令图 G 和图 H 中顶点集的并和边集的并分别作为G H∪ 的顶点集和边集。记 

( ) ( )x X
N X N x

∈
=∪ 和 ( ) ( )x Xd X d x

∈
=∑ 。定义 ( ) ( ) ( ){ }kN X x V G N x X k= ∈ ∩ = 和 

( ) ( ) ( ){ }kN X x V G N x X k≥ = ∈ ∩ ≥ ，其中整数 1k ≥ 。 

对于顶点集 ( )X V G⊆ ，若 X 中任意两顶点在图 G 中均不相邻，则称 X 为 G 的一个独立顶点集。图

G 中最大独立顶点集的基数称为独立数，记为 ( )Gα 。对于一个整数 1t ≥ ，当 ( )G tα ≥ 时，我们定义 
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( ) ( ) { }{ }11min , ,t
t i tiG d v v Gvσ

=
= ∑ � 是图 的独立顶点集 以及 

( ) ( ) { }{ }11
min , ,t

t G i ti
U G N v v Gv

=
= �∪ 是图 的独立顶点集 ，否则定义 ( ) ( )t tG U Gσ = = ∞。显然， 

( ) ( )t tU G Gσ≤ 。完全图是指图 G 中的任意两点均有连边， nK 表示阶数为 n 的完全图。二部图又称二分

图，是指一个图 G，其顶点集 ( )V G 可分解为两个互不相交的非空子集 A 和 B，并且图中的每条边所关联

的两个顶点分别属于这两个不同的顶点集 A 和 B。记二部图 G 为 [ ],G A B ，此时也称 ( ),A B 为图 G 的一

个二分类。若图 G 为具有二分类 ( ),A B 的简单二部图，且分部 A 中每个顶点都与 B 中每个顶点相连，则

称图 G 为完全二部图。若 A m= ， B n= ，则记图 [ ],G A B 为 ,m nK 。常见的完全二部图 1,3K 称为爪。如果

图 G 中不含同构于 H 的导出子图，则称图 G 是 H-free 图。特别地，若图 G 是 1,3K -free 图，则称其为无

爪图。 
连通无圈的图称为树，通常用符号 T 表示。若树 T 包含图 G 中的所有顶点，则称 T 为图 G 的支撑树。

树 T 中度数为 1 的顶点称为树 T 的叶子，树 T 中度数至少为 3 的顶点称为树 T 的分支点。符号 [ ],P u v 表

示起点为 u 且终点为 v 的路，其长度等于路中边的条数。特别地，由于树 T 是连通无圈的，连接 T 中任

意两顶点 u 和 v 的路是唯一确定的，用符号 [ ],TP u v 表示。符号 [ ],Td u v 表示顶点 u 和顶点 v 在树 T 中的

距离。 
经过图 G 中每个顶点恰好一次的路称为图 G 的一条哈密尔顿路。关于哈密尔顿路的许多研究都基于

下面 Ore [2]的结果。 
定理 1 [2]令图 G 是阶数为 n 的连通图。若 ( )2 1G nσ ≥ − ，则图 G 中存在一条哈密尔顿路。 
显然，一条非平凡的哈密尔顿路都含有恰好两个叶子。对于图 G 中含至多有限个叶子的支撑树问题，

主要从参数角度，利用度和、独立数、邻域并等条件进行了研究。最早，Win 在[3]中得到了一个关于独

立数条件的结论。 
定理 2 [3]令图 G 是 k-连通图。对于整数 2m ≥ ，若 ( ) 1G k mα ≤ + − ，则图 G 中存在至多 m 个叶子的

支撑树。 
Broersma 和 Tuinstra 在[4]中考虑了度和条件，得到了下面的定理。 
定理 3 [4]令图 G 是阶数为 n 的连通图。对于整数 2m ≥ ，若 ( )2 1G n mσ ≥ − + ，则图 G 中存在至多 m

个叶子的支撑树。 
Flandrin 等学者在[5]中利用邻域并得到了一个关于图中存在至多 k 个叶子的支撑树的充分条件。 

定理 4 [5]令图 G 是阶数为 n 的连通图。对于整数 2k ≥ ，若 ( ) ( )
1k

kU G n k
k

≥ −
+

，则图 G 中存在至

多 k 个叶子的支撑树。 
对于连通无爪图，Kano 在[6]中以及陈晓东在[7]中分别给出了下面的定理。 
定理 5 [6]令图 G 是阶数为 n 的连通无爪图。对于整数 2m ≥ ，若 ( )1m G n mσ + ≥ − ，则图 G 中存在至

多 m 个叶子的支撑树。 
定理 6 [7]令图 G 是阶数为 n 的 k-连通无爪图。若 3k n kσ + ≥ − ，则图 G 中存在至多 3 个叶子的支撑树。 
对于连通 1,4K -free 图，Kyaw [8] [9]给出了下面两个定理。 

定理 7 [8]令图 G 是阶数为 n 的连通 1,4K -free 图。若 ( )4 1G nσ ≥ − ，则图 G 中存在至多 3 个叶子的支

撑树。 
定理 8 [9]令图 G 是阶数为 n 的连通 1,4K -free 图。 

1) 若 ( )3 G nσ ≥ ，则图 G 中存在哈密尔顿路； 

2) 若 ( )1 2m
mG nσ + ≥ − ，其中 3m ≥ ，则图 G 中存在至多 m 个叶子的支撑树。 
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对于包含至多 k 个分支点的支撑树问题，Gargano 等学者在[10]中研究了连通无爪图和 1,4K -free 图中

存在至多 k 个分支点的支撑树的充分条件，并说明了结论中的界是最好可能的。Matsuda 等学者在[11]中
分别利用独立数条件和度和条件得到了下面两个结论，并且说明了结论中的界是最好可能的。 

定理 9 [11]令图 G 是连通无爪图。若 ( ) 2 2G kα ≤ + ，则图 G 中存在至多 k 个分支点的支撑树。 
定理 10 [11]令图 G 是阶数为 n 的连通无爪图。若 ( )5 2G nσ ≥ − ，则图 G 中存在至多 1 个分支点的支

撑树。 
对于连通 1,5K -free 图，陈园在[12]中证明了下面这个定理。 
定理 11 [12]令图 G 是阶数为 n 的连通 1,5K -free 图。若 ( )5 1G nσ ≥ − ，则图 G 中存在至多 4 个叶子的

支撑树。 
受到上面这些结果的启发，在这篇文章中，我们考虑了邻域并条件来确保阶数为 n 的连通 1,4K -free

图 G 中存在至多 3 个叶子的支撑树，得到了下面的结果。 
定理 12：令图 G 是阶数为 n 的连通 1,4K -free 图。若 ( )4 3U G G≥ − ，则图 G 中存在至多 3 个叶子的

支撑树。 
显然，如果一个树至多有 k( 2k ≥ )个叶子，那么这个树至多有 2k − 个分支点。因此，我们可以直接

得到下面的推论。 
推论 13：令图 G 是阶数为 n 的连通 1,4K -free 图，若 ( )4 3U G G≥ − ，则图 G 中存在至多 1 个分支点

的支撑树。 
下面我们举例来说明定理 12 中的邻域并条件“ ( )4 3U G G≥ − ”是最好可能的。对于 1m ≥ ，设 H1，

H2，H3，H4是 4 个顶点不交的完全图 mK ，xy 是一条边并且顶点 x 和 y 都不在顶点集 ( )4

1 ii
V H

=∪ 中。如

图 1 所示，令图 G 是通过连接 x 和 1 2H H∪ 中的所有顶点以及 y 和 3 4H H∪ 中的所有顶点所得到的图。

显然，图 G 是一个连通 1,4K -free 图，图 G 的顶点数目 4 2n m= + 以及 ( ) ( )4 4 1 2 4U G m n= − + = − 。但是，

图 G 的每个支撑树都至少有 4 个叶子。 
 

 
Figure 1. An infinite family of connected 1,4K -free graphs G having 
no spanning tree with at most 3 leaves 
图 1. 不存在至多 3 个叶子的支撑树的连通 1,4K -free 图类 

3. 主要结果的证明 

为了完成证明，我们需要用到下面这个引理。 
引理 14 [8]：设图 G 是一个连通图使得图 G 中不存在至多 3 个叶子的支撑树且 T 是图 G 中含有 4 个

叶子的最大树，那么图 G 中不存在至多 3 个叶子的树T ′使得 ( ) ( )V T V T′ = 。 

定理 12 的证明：我们用反证法来证明此定理。假设图 G 不存在至多 3 个叶子的支撑树，选取图 G
中包含 4 个叶子的最大树 T，令集合 { }1 2 3 4, , ,U u u u u= 是 T 中度为 1 的顶点的集合。根据 T 的选择，我们

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1312376


马珍珍 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.1312376 3634 理论数学 
 

有 ( ) ( )N U V T⊆ 。因为 T 含有 4 个叶子，所以 T 中至多含有两个分支点。下面我们根据 T 的分支点的个

数进行分类讨论。 
情形 1：T 包含 2 个分支点。 

 

 
Figure 2. A maximal tree T of G with 4 leaves 
图 2. 图 G 中包 4 个叶子的最大树 T 

 
如图 2 所示，设 1w 和 2w 是 T 中的两个分支点使得 ( ) ( )1 2 3T Td w d w= = 。对于1 4i≤ ≤ ，令 iT 是

{ }1 2,T w w− 的连通分支的顶点集使得 i iu T∈ ， iv 是集合 { }( )1 2,i TT N w w∩ 中的唯一顶点。不失一般性，不

妨设{ } ( )1 2 1, Tv v N w⊆ ，{ } ( )3 4 2, Tv v N w⊆ 。对于 ( )1 4ix T i∈ ≤ ≤ ， x− 和 x+ 分别表示 x 在 [ ]1,T iP w u  (或者

[ ]2 ,T iP w u )上的前继顶点和后继顶点。 1w+和 2w−分别表示 [ ]1 2,TP w w 上 1w 的后继顶点和 2w 的前继顶点。定

义 [ ]( ) { }1 2 1 2: , \ ,TP V P w w w w= 。在情形 1 中，我们选取 T 使得 [ ]1 2,Td w w 尽可能小，其中 [ ]1 2,Td w w 是顶点

1w 和 2w 在 T 中的距离。 
断言 1：如果 ( )i jx T N u∈ ∩ ( )1 , 4,i j i j≤ ≤ ≠ ，那么 ix u≠ ， ix v≠ 并且 { }( )\ jx N U u− ∉ 。 
证明：设 ( )i jx T N u∈ ∩ ，则 ( )jxu E G∈ 对于某些 i j≠ 。不失一般性，不妨设 ( )1 iw v E T∈ 。若 ix u= ，

则图 G 中存在树 1i j iT T u u w v′ = + − 使得T ′有 3 个叶子并且 ( ) ( )V T V T′ = ，这与引理 14 的结论矛盾。若

ix v= ，则图 G 中存在树 1i j iT T v u w v′ = + − 使得T ′有 3 个叶子并且 ( ) ( )V T V T′ = ，这与引理 14 的结论矛

盾 。 若 { }( )\ jx N U u− ∈ ， 则 存 在 { } { }1,2,3,4 \k j∈ 使 得 ( )kx u E G− ∈ ， 此 时 图 G 中 存 在 树

1j k iT T xu x u xx w v− −′ = + + − − 使得T ′有 3 个叶子并且 ( ) ( )V T V T′ = ，与引理 14 的结论矛盾。□ 
断言 2： ( )N U P∩ =∅。 
证明：假设断言 2 不成立，即存在点 x P∈ 使得 ( )ixu E G∈ ( )1 4i≤ ≤ 。不失一般性，不妨设 ( )1 iw v E T∈ ，

则图 G 中存在树 1i iT T xu w v′ = + − 使得T ′有 4 个叶子并且 ( ) ( )V T V T′ = ，此时T ′有两个分支点 2w 和 x，

( ) ( )2 3T Td w d x′ ′= = ，以及 [ ] [ ]2 1 2, ,T Td x w d w w′ < ，这与 T 的选取矛盾。□ 
断言 3： ( )3N U =∅。 
证明：假设 ( )3 ix N U T∈ ∩ ( )1 4i≤ ≤ ，则由断言 1 可得 ix v≠ 以及 ( )x N U− ∉ ，此时图 G 中存在导出

子图 1,4K ，这与图 G 是 1,4K -free 图矛盾。假设 ( ) { }3 1 2,N U w w∩ ≠∅，不失一般性，不妨设 ( )1 3w N U∈ ，

则存在一个点顶 iu U∈ 使得 ( )1 iw u E G∈ 以及 [ ]( )2 1,T iw V P w u∈ 。若 ( )1 2w w E T∈ ，即 [ ]1 2, 1Td w w = ，则图

G 中存在树 1 1 2iT T w u w w′ = + − 使得T ′有 3 个叶子并且 ( ) ( )V T V T′ = ，这与引理 14 的结论矛盾；若
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( )1 2w w E T∉ ，则存在顶点 [ ]( )1 1 2,Tw V P w w+ ∈ 使得 ( )1 1w w E T+ ∈ 。因为 T 的选取使得 [ ]1 2,Td w w 尽可能小，

所以 ( )1w N U+ ∉ ，此时图 G 中存在导出子图 1,4K ，这与图 G 是 1,4K -free 图矛盾。□ 

对于1 4i≤ ≤ ，由断言 1 可知{ }iu ， ( )i iN u T∩ ， { }( )( )\ i iN U u T
−

∩ 和 ( ) ( )( )2 \ i iN U N u T∩ 是 iT 中两

两互不相交的子集，其中 { }( )( ) { }( ){ }\ \i i i iN U u T x x N U u T
− −∩ = ∈ ∩ ，所以 

( ) { }( )( ) ( ) ( )( )
( ) { }( ) ( ) ( )( )

( )

2

2

4

1

1 \ \

1 \ \

1

i i i i i i i

i i i i i i

j i
j

T N u T N U u T N U N u T

N u T N U u T N U N u T

N u T

−

=

≥ + ∩ + ∩ + ∩

= + ∩ + ∩ + ∩

≥ + ∩∑

 

因此， 

( )
4 4 4

1 1 1
4i j i

i i j
T N u T

= = =

≥ + ∩∑ ∑∑ .                              (1) 

显然， 

( ) { }
4

1 2
1

, 2i
i

N u w w
=

∩ ≤∪ . 

定义 ( ) ( )P i id u N u P= ∩ ( )1 4i≤ ≤ ，根据断言 2 得， 

( )
4

1
0P i

i
P d u

=

≥ =∑ . 

因此， 

[ ]( ) ( ) { }
4

1 2 1 2
1

, 2 ,T i
i

V P w w P N u w w
=

= + ≥ ∩∪ .                        (2) 

综合(1) (2)两式可得， 

( ) [ ]( )

( ) ( ) { }

( )

4

1 2
1

44 4

1 2
1 1 1

4

,

4 ,

4

i T
i

j i i
i j i

V T T V P w w

N u T N u w w
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=
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= +
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∑
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由于 ( ) ( )V T V G≤ ，所以 

( ) ( )4 4U G V G≤ − . 

这与定理 1 中的条件 ( ) ( )4 3U G V G≥ − 矛盾。 
情形 2：T 包含 1 个分支点。 
设 r 是 T 的分支点使得 ( ) 4Td r = 。因为图 G 是 1,4K -free 图，所以存在不同的 { }, 1,2,3,4i j∈ 使得

( )i jv v E G∈ ( )1 , 4i j≤ ≤ 。令 : i i jT T rv v v′ = − + ，如果 jv 是叶子，那么T ′是 G 中含有 3 个叶子的树使得

( ) ( )V T V T′ = ，这与引理 14 的结果矛盾。所以假设 ( ) 2T jd v = ，那么T ′是 G 中含有 4 个叶子的树使得

( ) ( )V T V T′ = ，此时T ′有两个分支点 r 和 jv ，且 ( ) ( ) 3T T jd r d v′ ′= = ，这与情形 1 类似，同样可以得出

矛盾。 
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综上，对于阶数为 n 的连通 1,4K -free 图 G，如果 ( )4 3U G G≥ − ，那么图 G 中存在至多 3 个叶子的支

撑树。■ 

4. 总结 

图的结构问题的研究是图论研究中的热点领域，其中图中存在给定特征的支撑树是结构图论中重要

的研究课题。众所周知，判定一个图是否含有一条哈密尔顿路从算法复杂性来讲是 NP-完全的。对于图

G，给图 G 的每个顶点均加上 2k − 条悬挂边得到图G′，显然图G′中存在支撑 k-树的充要条件是图 G 中

含有一条哈密尔顿路。类似地，任取图 G 中一个顶点 v，在顶点 v 上增添 2k − 条悬挂边得到图G∗，显然

图G∗中存在至多 k 个叶子的支撑树的充要条件是图 G 中含有一条哈密尔顿路。于是图中是否存在支撑

k-树或至多 k 个叶子的支撑树问题也是 NP-完全的[13]。所以对于诸类问题的研究主要集中在给出判定一

个图是否含有上述特征支撑树的充分条件。2009 年，Kyaw 在[8]中给出了 1,4K -free 图中存在至多 3 个叶

子的支撑树的度和条件。Flandrin 等学者在[5]中利用邻域并得到了一个关于图中存在至多 k 个叶子的支

撑树的充分条件。受到这些结果的启发，在这篇文章中我们考虑了邻域并条件来确保阶数为 n 的连通 1,4K

-free 图 G 中存在至多 3 个叶子的支撑树，且该条件的下界是最好可能的。 
本文在解决问题的过程中，首先通过构造一个反例图类(不存在至多 3 个叶子的支撑树的连通 1,4K

-free 图类)，计算出该图类中任意 4 个独立顶点的邻域并的基数，然后猜测确保连通 1,4K -free 图存在至多

3 个叶子的支撑树的邻域并条件最好的下界形式，最后我们通过反证法证明定理 12 中的邻域并条件是最

好可能的。在定理 12 的证明过程中，对于给定的图 G，我们假设图 G 不存在至多 3 个叶子的支撑树，选

取图 G 中包含 4 个叶子的最大树 T，通过计算树 T 的阶数 ( )V T ，建立其与图 G 中 4 个独立顶点的邻域

并的基数之间的数量关系，很显然有 ( ) ( )V T V G≤ ，从而得到了与定理 12 中给定邻域并条件相矛盾的

结果，完成了主要结果的证明。 
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