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摘  要 

张量互补问题成为现如今张量理论研究的热点课题之一，其主体结构为各种结构结构张量的性质及其与

张量互补问题的相互联系，从而得到互补问题解集的性质。在这篇论文中，我们主要研究了列充分张量

的部分性质。讨论列充分张量对角元素的特性。该研究将列充分的性质从矩阵扩展到张量。同时通过引

入辅助矩阵，得到偶阶行对角张量互补问题与线性互补问题之间的关系，将张量互补问题解集的有限性

和唯一性与其对应的辅助矩阵和主化矩阵互补问题的有限性和唯一性相联系。 
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Abstract 
The problem of tensor complementarity has become one of the hot topics in tensor theory. Its 
main structure is the properties of various structural tensors and their interrelation with the ten-
sor complementation problem, so as to obtain the properties of the solution set of the comple-
mentary problem. In this paper, we mainly study the partial properties of column sufficient ten-
sors. Discuss the properties of diagonal elements of column sufficient tensors. This study extends 
the properties of column sufficient from matrices to tensors. At the same time, by introducing aux-
iliary matrix, we get the relationship between even order row diagonal tensor complementarity 
problem and linear complementarity problem. The finiteness and uniqueness of the tensor com-
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plementarity problem are related to the finiteness and uniqueness of its corresponding auxiliary 
matrix and principal matrix complementarity problem. 
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1. 引言 

张量互补问题是一类涉及函数由张量定义的非线性互补问题，它也是线性互补问题的自然推广。Song
和 qi [1]将线性互补问题推广到张量互补问题，这是一类特殊的非线性互补问题，用 ( )TCP ,q  表示：找

一 nx R∈ ，使得 

( ) ( )1 T 1TCP , : 0,  0, 0m mq x q Ax x q Ax− −≥ + ≥ + = . 

对每一个 nq R∈ ，都有解。 
众所周知，线性互补问题在工程和经济学中有着广泛而重要的应用(Cottle 等[2]和 Han 等[3])。张量

互补问题是受结构化张量研究的启发，从张量界中涌现出来的一个新课题，是 LCP 的自然推广。毫无疑

问，各种结构张量的性质在张量互补问题的研究中发挥了重要作用[4] [5] [6] [7] [8]。近年来，随着人们

对多线性代数资产的兴趣逐渐集中在高阶张量[1]上，越来越多的特殊矩阵被扩展到高阶结构张量[9] [10] 
[11] [12]。正半定对称张量由 Song 在[13]引入，证明了对称情况下(严格)半正张量和(严格)协正张量之间

的等价性。Song 等在[1]中研究了 R0 张量，证明了是 R0 张量当且仅当 ( )TCP 0, 只有零解。了是

R 张量当且仅当 ( )TCP ,e  只有唯一解。Song 和 qi [14]中研究了列充分张量构成了广泛的张量，其中包

括作为特殊情况的正半定张量。给出了列充分张量的继承性和不变性。然后给出了对称列充分张量的各

种谱性质。证明了偶阶对称列充分张量的所有 h 特征值都是非负的，其所有 z 特征值在奇阶情况下都是

非负的。在此基础上，定义了列充分张量的一个新子类和张量的残差。证明张量属于子类当且仅当它的

残差是有限数。Luo 等[15]提出了 z 张量，研究了具有 z 张量 ( )TCP ,q  的最稀疏解及其计算方法。Palpandi 
[16]将非退化矩阵的概念推广到张量，然后研究了非退化张量互补问题解集的有限性质。当张量互补问题

的涉及张量是秩一对称张量的正线性组合时，我们证明了张量互补问题的解集是凸的，当张量正半定时，

张量互补问题具有全局唯一性可解的性质。最后，研究了带附加条件的对称 P 张量具有全局唯一性可解

的性质。 
在线性互补问题(LCP)理论中，Cottle 等[17]引入列充分矩阵来研究 LCP 解集的凸性。这个矩阵类及

其子类已经被研究了几十年，因为它是科学计算、复杂性理论和数学中很流行线性互补问题的理论基础。

Cottle，Richard W [18]给出了列充分矩阵的一些基本性质。建立 PPM 所需的一些不变性定理。给出了具

有行充分矩阵的 lcp 的主旋转方法。Valiaho [19]利用主枢轴研究了列充分矩阵新的判别矩阵类的准则，

并与已有的准则进行了比较。 
列充分张量作为特殊结构张量的一大类，在偶阶对称的条件下，它包括了 Hilbert 张量，对角占优的

非负对角项张量，B 张量，二重 B 张量，拟二重 B 张量，非负对角项 H 张量，P 张量，强 Hankel 张量，
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m 张量，和正柯西张量等结构化张量。所以其性质和应用具有很高的研究价值。为了更好地理解结构张

量，丰富张量互补问题的理论，受到线性互补问题中列充分矩阵研究的启发[17] [20] [21]，本文对列充分

张量进行了研究，同时与张量互补问题相联系，利用结构张量的性质，可以在张量互补问题上得到了许

多好的结果。本文通过引入辅助矩阵，得到偶阶行对角张量互补问题与线性互补问题之间的关系。 
本文主要结构如下：在第 2 节中，我们给出了部分预备知识。在第 3.1 节中，我们研究了列充分张

量的部分性质。讨论列充分张量对角元素的特性。在第 3.2 节中，我们研究了张量的性质以及 ( )TCP ,q 
解的性质。在这种情况下，我们考虑了辅助矩阵的形成。考虑了非退化张量与非退化矩阵的关系，讨论

辅助矩阵为非退化矩阵，则对应张量是否为非退化张量。辅助问题的解集有限，则对应张量互补问题的

解集是否有限。还将张量互补问题解集的有限性和唯一性与其对应的辅助矩阵和主化矩阵互补问题的有

限性和唯一性相联系。讨论其等价性。 

2. 预备知识 
我们首先介绍本文中使用的一些基本符号。我们考虑有实数的张量、矩阵和向量。对于正整数 n，[n]

表示集合{ }1,2, ,n� ； nR 表示 n 维欧氏空间；我们用 , , ,�   表示张量， , , ,A B C�表示矩阵， , , ,x y z�

表示向量， , , ,x y z�表示实数。|x|定义为向量 ( )T
1 2, , , nx x x� ； ,m nT 为 m 维 n 阶实张量集合；单位张量

( )1 ,mm i i m nTδ= ∈� ，定义为 { }: 0n nR x R x= ∈ ≥ ；
1

11 :
0 :m

m
i i

i i
δ

= =
= 


�

�
其他

。 

对于 nx R∈ ， ,m nT∈ ， 1m nAx R− ∈ 定义为 

( ) 2 3 2 3
2 3

1

, , , 1
m m

m

n
m

ii i i i i ii i i i
a x x x−

=

= ∑x �
�

� ，对于所有 [ ]i n∈ 。 

且 mA R∈x ，定义为 

1 2 3 1 2
1 2 3

T 1

, , , , 1
m m

m

n
m m

i i i i i i i
i i i i

A a x x x−

=

= = ∑x x x
�

� � . 

定义 2.1 ([6])令 ,m nT∈ ，我们定义 

( ) ( ) ( )1: : *n n mx R R x x xψ ψ −=�    

其中*为 Hadamard 积，定义为 ( ) ( )* i ii
u v u v= ⋅ 。 

定义 2.2 ([6]) (i) 令 ,m nT∈ ，对任意 { }\ 0nx R∈ ，存在 

[ ]i n∈ 使得 0ix ≠ 且 ( ) ( )1 0m
i i

x x − > ≥ . 

我们称为 ( )0P P 张量。 
([21]) (ii) 令 ,m nT∈ ，若所有非对角元素非正，即， 

1
0

mi ia ≤� 其中
1

0
mi iδ =� . 

我们称为 z 张量。 
([22]) (iii) 令 ,m nT∈ ，若 nx R∈ ，满足 

( ) [ ] [ ]1 10, 0,m m
i i

x x i n i n− −≤ ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈x  . 

我们称为列充分*张量。 
([23]) (iv) 令 ,m nT∈ ， ( )M  为一 n n× 矩阵，其元素为 

( ) ijj jij
M a= � 其中 , 1,2, ,i j n= � . 
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我们称 ( )M  为张量的主控矩阵。 
([16]) (v) 令 ,m nT∈ ，若 nx R∈ ，满足 

( ) [ ]1 0, 0m
i i

x x i n x− = ∀ ∈ ⇒ = . 

我们称为非退化张量。 
([16]) (vi) 令 ,m nT∈ ，若 nx R∈ ，满足 

( ) [ ] ( ) [ ]1 10, 0,m m
i ii i

x x i n x x i n− −≤ ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈  . 

我们称为列充分张量． 

定义 2.3 ([22])令 ,m nT∈ ，
2

1
m n

N
n
+ −

=
−

 
 
 

，给一个向量 ( )T
1 2, , , n

nx x x x R= ∈� ， 

( )1 1, , , , , N
n n Ny y y y y R+= ∈� � 使得 

1 ,m n NA A R− ×= ∈x y . 

这里每个 iy 都被赋值到 1 2, , , nx x x� 中的相应单项式中。则辅助矩阵定义为
A

A
O
 
 
 

= ，其中 O 为

( )N n N− × 的零矩阵。对于 nR∈q ，构建 

NR∈q ，其中
[ ]
[ ] [ ]

;
0; \

i
i

q i n
q

i N n
 ∀ ∈=  ∀ ∈

 

则： 

0
 
 


=


q
q . 

其中 0 为 ( )N n− 阶零向量。那么， ( )LCP ,q A 为：找一个 , Ny w R∈ ，使得 
T0, 0, 0w A q w≥ = + ≥ =y y y . 

( )LCP ,q A 被称为 ( )TCP ,q  的辅助问题。 
定义 2.4 ([24])设 ,m nT∈ ，称为行对角张量，当且仅当 ( ) mM=   ，其中 m 为 m 维 n 阶单位

张量。 
引理 2.5 ([23])设 ,m nT∈ ，且为偶阶行对角张量，则以下结论等价： 
为非退化张量。 

( )M  为非退化矩阵。 

( )M  具有有限性质。 
具有有限性质。 
引理 2.6 ([2]定理 3.6.3)设 n nA R ×∈ ，则以下等价： 
A 为非退化矩阵。 
对 nq R∈ ， ( )LCP ,q A 的解为有限集(可能为空)。 

3. 主要结论 

3.1. 列充分张量 

定理 3.1 若 ,m nT∈ ，为列充分张量，则的行对角元素非负。 
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证明. 令为一列充分张量 假设存在 [ ]k n∈ ，使得 

0,kk ka <�  

设 ( )kx e= ，则 

( )1 .m
kk kk

a− =x �  

这表明 

( )1 0.m
k k

x x − ≤  

因为是列充分的，所以 

( )1 0.m
k k

x x − =  

那么 
1 0.mx − =  

但是 

( )1 0.m
k

x − <  

与条件矛盾， 
所以 0kk ka ≥� 。得证。 

3.2. 辅助矩阵 

3.2.1. 辅助矩阵的相关结果 
定理 3.2 让 ,m nT∈ ，m 为偶数，若 A 是非退化矩阵，则为非退化张量。 
证明. 令 A 为一非退化矩阵，则对于 

( ) [ ], 0, 0N
i i

y R y Ay i N y∈ = ∀ ∈ ⇒ = . 

对于 

( ) [ ] ( ) [ ]1 1 1, 0, 0,n m m m
i i i

x R x x i n x x i N− − −∈ = ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈  . 

因为 A 是的辅助矩阵，所以对于所有的 ny R∈ ，我们可以得到 

( ) 0i i
y Ay = ， 

使得 

( ) ( )1m
ii

x Ay− = 且 ( ) ( )1 1m m
i ii i

y Ay x x− −=  ， 

因此： 

( ) ( ) [ ]1 1 0 0,m m
i i ii

x x y Ay i n− − = ⇔ = ∀ ∈ . 

根据 A 的定义我们有 

( ) [ ] [ ]0, \i i
y Ay i N n= ∀ ∈ . 
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所以我们可得到 

( ) [ ]0,i i
y Ay i N= ∀ ∈ . 

由于 A 是非退化的，则有 

0y = . 

即 

[ ]1 0,m
ix i n− = ∀ ∈ . 

可得 0x = 。所以为非退化张量。 
以上结论反推不一定成立。可由以下例子得出。 
例 1 

1 2 3 3,2i i ia T= ∈ ， 111 1a = ， 112 1a = ， 212 1a = ， 222 1a = − ，其余元素为 0。则 2Ax 是 1 2,x x 的 2 次

齐次多项式。 
2
12
2
22

1

1
2 1 1 2

2
2 1 2

2 3

1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1

x
x

x x

y
x x x

x y
x x x

y

   
        = = =        − +         

+
−


−

  

其中 1 1 2
2 2

12 2 3, ,y x y x y x x= = = 。 
3 2

T 2 1 1 2
3 2
2 1 2

x x x
x x

x x x
 

=  
− +

+




 

当 ( )2 0i i
x x = 。

 
即 

3 2
1 2

2 3
2 1

1 1 1 2

2 2 2 1

0 0

0 0

x x x x x

x x x

x

x x x

 = = −


=

+ = ⇒

− = ⇒ =

或

或

 
1) 1 20, 0x x= = ，此时 1 2 0x x= = 。 
2) 1 2 10,x x x= = ，此时 1 2 0x x= = 。 
3) 2 2 10,x x x= = − ，此时 1 2 0x x= = 。 
4) 1 2 2 1,x x x x= − = ，此时 1 2 0x x= = 。 
所以为非退化张量。 
现在我们构建： 

1 0 1
0 1 1
0 0 0

.A
 
 =  




−




 

则 
2

1 3
T 2

1

2 2 3 .
0

y y y
A yy y yy

+
+

 
 

= − 
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当

1
1
1

y
 
 = − 
 − 

时， ( ) 0i i
y Ay = 。此时 A 不是非退化矩阵。 

定理 3.3 若 ,m nT∈ 且 nq R∈ ， ( )LCP ,q A 是 ( )TCP ,q  问题对应的辅助问题，若 ( )LCP ,q A 的解集

有限对 Nq R∈ ，则 ( )TCP ,q  的解集有限。 

证明。 ( ) { }TSOL , : 0, 0, 0Nq A y R y w Ay q y w= ∈ ≥ = + ≥ = 的解集有限(可能为 0)。即： 

( ){ }: SOL ,y y q A∈  

为有限集。假设 ( )TCP ,q  的解集无限，则对所有的 nq R∈ ， 
存在序列{ }kω ，使得 ( )SOL ,kx q∈  ， 
对每一 

( )SOL ,kx q∈  我们有 k Ny R∈ ， ( )SOL ,ky q A∈ . 

那么， ( )LCP ,q A 的解集无限，矛盾。所以， ( )TCP ,q  的解集有限。 
定理 3.4 让 ,m nT∈ ，m 为偶数，若 A 是列充分矩阵，则为列充分张量。 
证明。 A 为一列充分矩阵，则对于 

( ) [ ] ( ), 0, 0N
i ii i

y R y Ay i N y Ay∈ ≤ ∀ ∈ ⇒ = . 

因为 m 为偶数，则对于 

( ) [ ]1, 0,n m
i i

x R x x i n−∈ ≤ ∀ ∈ 。我们有 ( ) [ ]1 1 0,m m
i i

x x i n− − ≤ ∀ ∈ . 

因为 A 是的辅助矩阵，所以对于所有的 ny R∈ ，我们有 

( ) ( )1m
ii

x Ay− = 且 ( ) ( )1 1m m
i ii i

y Ay x x− −=  . 

所以 

( ) ( ) [ ]1 1 0 0,m m
i i ii

x x y Ay i n− − ≤ ⇔ ≤ ∀ ∈ 。 

根据 A 的定义我们有 

( ) [ ] [ ]0, \i i
y Ay i N n= ∀ ∈ . 

所以我们可得到 

( ) [ ] ( )0, 0i ii i
y Ay i N y Ay≤ ∀ ∈ ⇒ = . 

那么 

( ) [ ] ( )1 10, 0m m
i ii i

x x i n x x− −≤ ∀ ∈ ⇒ =  . 

所以为列充分张量。 
例 2 

1 2 3 4 4,2i i i ia S= ∈ ， 1111 2222 1a a= = ， 1222 2111 1a a= = − ， 1121 3a = ， 1112 2a = − ， 1211 1a = − ，其余元

素为 0。则 3Ax 是 1 2,x x 的 3 次齐次多项式。 
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3 3 2 2
3 1 2 1 2 1 2

3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

3
1
3
2

2
1 2

3
1 2

1

2

3

4

1 1 0 0
1 1 0 0

1 1 0 0
1 1 0 0

1 1 0 0
1 1 0 0

x x x x x x
x

x x x x x x

x
x

x x
x x

y
y
y
y

 ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅
=  

− ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 
 
 −  =   −   
 
 
 −  =   − 
 
 



 

其中 
3 3 2

1 1 2 2 3 1 2, ,y x y x y x x= = = 且 2
4 1 2y x x= . 

令 

1 1 0 0
1 1 0 0

A
− 

=  − 
. 

对于 

( )T
1 2 3 4, , ,y y y y y= ， 

我们有 
3x Ay= . 

现在我们构建： 

1 1 0 0
1 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

A

− 
 − =
 
 
 

. 

则： 

( )
1 1
1 1

M
− 

=  − 
 且

0 0
0 0

B  
=  
 

. 

因为 

( ) 1 2

2

2
T 1

2
1 2

x x x
M x

x
x

x x
 

=  


−
− 

 . 

则 
2

2
2 1

1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 2 2 2 1 2 2

0 0, 0,

0 0, 0,

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

− ≤ ⇒ ≤ ≥

−

 ≥ ≤


≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≥

或

或
 

(1) 1 20, 0x x≤ ≤ ，此时 1 2x x≥ 且 1 2 1 2x x x x⇒≤ = 。 
(2) 1 20, 0x x≤ ≥ ，此时 1 2 1 2 0x x x x=⇒ =≥ 。 
(3) 1 20, 0x x≥ ≤ ，此时 1 2x x≤ 且 1 2 1 2x x x x⇒≥ = 。 
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(4) 1 20, 0x x≥ ≤ ，此时 1 2 1 2 0x x x x=⇒ =≤ 。

 综上，当 1 2x x= 时， 

( ) [ ] ( ) [ ]0, 2 0, 2 .i i i ix M x i x M x i≤ ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈   

则 ( )M  为列充分矩阵， A 为列充分张量，同时，

 4
1

4
2

3
3 1 2

3
1 2

x x x
x x

x x x
 −

=  
− + 



 
则 

4 3 3 3 3
1 1 2 1 2

2

3
1 2 1 1

1 2
3 3 3 3

2 2 12 2 2 1

0 0, 0,

0 0, 0,

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

 − ≥ ≤


≥ ≤

≤ ⇒ ≤ ≥

− ≤ ≤ ⇒ ≥

或

或
 

(1) 1 20, 0x x≤ ≤ ，此时 3 3
1 2x x≥ 且 3 3 3

1 2
3

1 2 1 2x x x x x x≤ ⇒= =⇒ 。 
(2) 1 20, 0x x≤ ≥ ，此时 3 3

1 2 1 2 0x x x x⇒ = =≥ 。 
(3) 1 20, 0x x≥ ≤ ，此时 3 3

1 2x x≤ 且 3 3 3
1 2

3
1 2 1 2x x x x x x≥ ⇒= =⇒ 。 

(4) 1 20, 0x x≥ ≤ ，此时 3 3
1 2 1 2 0x x x x⇒ = =≤ 。 

综上，当 1 2x x= 时， 

[ ] [ ]3 30, 2 0, 2 .i i i ix x i x x i≤ ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈   

所以为列充分张量。 

3.2.2. 偶数阶行对角张量的辅助问题 
下面我们考虑  的主子矩阵 ( )M  ，很容易得到 ( )( )A M B=  对于一些 ( ) ( )N n N nB R − × −∈ 且

( )M B
A

O O
 

=  
 


。 

根据引理 2.5 我们可知：对于偶数阶行对角张量而言，若其主子矩阵的线性互补问题解集具有有限

性，则对应的张量互补问题解集也具有有限性。我们在这里给出这个结果的另一个证明，以使论文自成

一体。 

定理 3.6 ,m nT∈ 是偶数阶行对角张量，辅助矩阵 A 的形式为
( ) 0
0 0

M
A

 
=  
 


， 

则以下结论等价： 

( )M  是非退化矩阵。(b) 是非退化张量。(c) ( )TCP ,q  有有限解集 
证明。(a) ⇒  (b) 
令是行对角张量，则 ( ) mM=   ，且 

( ) ( )1 1m m
mx M x M y− −= =    ， 

其中 ( )T
1 2, , , nx x x x= � 且 [ ] ( )T1 1 1 1

1 2, , ,m m m m
ny x x x x− − − −= = � 。 

令 ( )M  为非退化矩阵，则 

( )( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 1 1 10 0 0m m m m
i ii i

y M y x x i n x x y y− − − −= = ∀ ∈ ⇒ = ⇒ =    。 

nx R∈ 我们有 

( ) 0i i
x Ax = ， 
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因为 m 为偶数，所以存在 

( )T1 1 1 1
1 2, , ,m m m m

ny x x x x− − − −= = �  

使得 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1m m m m
i m i iii i

x M x y M y x x− − − −= =    . 

所以 

( ) ( )( ) [ ]1 1 0 0 0m m
i i ii

x x y M y i n y x− − = = ∀ ∈ ⇒ = ⇒ =  . 

所以为非退化张量。 
(b)⇒ (a) 
令是行对角张量，则 ( ) mM=   ，且 

( ) ( )1 1m m
mx M x M y− −= =    ， 

其中 ( )T
1 2, , , nx x x x= � 且 [ ] ( )T1 1 1 1

1 2, , ,m m m m
ny x x x x− − − −= = � 。 

令为一非退化张量，那么 

( ) [ ]0, 0i i
x Ax i N x= ∀ ∈ ⇒ = . 

假设对于一部分 ny R∈ 找们有 

( )( ) 0i i
y M y = . 

因为 m 为偶数，所以存在 
T1 1 1 1

1 1 1 1
1 2, , ,m m m m

nx y y y y
 
 −  − − +

 
= =  

 
� . 

使得： 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1m m m m
i i m ii i i

y M y x M x x x− − − −= =    . 

所以 

( )( ) ( ) [ ]1 1 0 0 0m m
i ii i

y M y x x i n x y− −= = ∀ ∈ ⇒ = ⇒ =  . 

所以 ( )M  是非退化矩阵。 
(a)⇒ (c) 
令是行对角张量，则 ( ) mM=   ，且 

( ) ( )1 1m m
mx M x M y− −= =     

其中 ( )T
1 2, , , nx x x x= � 且 [ ] ( )T1 1 1 1

1 2, , ,m m m m
ny x x x x− − − −= = � 。 

所以 ( )TCP ,q A 等价于 

( )( ) ( ) ( )( ){ }TLCP , : 0, 0 ., 0Nq M y R y M y q y M y q= ∈ ≥ + ≥ + =    

由于 ( )M  是非退化矩阵，可得 ( )( )LCP ,q M   有有限解集。所以 ( )TCP ,q A 有有限解集。 
(c)⇒ (a) 
是行对角张量且 ( )TCP ,q A 为有限解集，因为 ( )TCP ,q A 等价于 
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( )( ) ( ) ( )( ){ }TLCP , : 0, 0 ., 0Nq M y R y M y q y M y q= ∈ ≥ + ≥ + =    

则 ( )( )LCP ,q M  为有限解集，由引理 2.6 可得 ( )M  是非退化矩阵。 

定理 3.7 ,m nT∈ 是偶数阶行对角张量，辅助矩阵 A 的形式为
( ) 0
0 0

M
A

 
=  
 


。 

则以下结论等价： 
(a) ( )M  为列充分矩阵。(b) 为列充分张量。 
证明。(a)⇒ (b) 
令是行对角张量，则 ( ) mM=   ，且 

( ) ( )1 1m m
mx M x M y− −= =    ， 

其中 ( )T
1 2, , , nx x x x= � 且 [ ] ( )T1 1 1 1

1 2, , ,m m m m
ny x x x x− − − −= = � 。 

令为一列充分张量，那么 

( ) [ ] ( ) [ ]1 10, 0, .m m
i ii i

x x i n x x i n− −≤ ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈   

那么 

( ) [ ] ( ) [ ]1 1 1 10, 0, .m m m m
i ii i

x x i n x x i n− − − −∀ ∈ ⇒ = ∀≤ ∈   

假设对于 ny R∈ 我们有 

( )( ) 0i i
y M y ≤ . 

因为 m 为偶数，所以存在 
T1 1 1 1

1 1 1 1
1 2, , ,m m m m

nx y y y y
 
 −  − − +

 



= = 


� . 

使得： 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1m m m m
i i m ii i i

y M y x M x x x− − − −= =    . 

所以 

( )( ) ( ) [ ] ( ) [ ]1 1 0, 0, .m m
i i i ii i

y M y x x i n y y i n− −= ∀ ∈ ⇒ =≤ ∀ ∈    

所以 ( )M  是列充分矩阵。 
(b)⇒ (a) 
令 ( )M  为列充分矩阵，则 

( )( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 1 1 10 0.,0m m m m
i i i ii i i i

y M y x x i n x x y y− − − −≤= ∀ ∈ ⇒ = ⇒ =     

假设对于 nx R∈ 我们有 

( )1 0m
i i

x x − ≤ ， 

因为 m 为偶数，所以存在 

( )T1 1 1 1
1 2, , ,m m m m

ny x x x x− − − −= = �  

使得 
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( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1m m m m
i m i iii i

x M x y M y x x− − − −= =    . 

所以 

( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )1 1 1 10 0 0m m m m
i i i iii i i

x x y M y i n y y x x− − − −= ∀ ∈ ⇒ = ⇒ =≤    . 

所以为列充分张量。 

注： ,m nT∈ 是偶数阶行对角张量，辅助矩阵 A 的形式为
( ) 0
0 0

M
A

 
=  
 


， 

则 ( )M  为列充分矩阵⇒ ( )TCP ,q  对任意 0q ≥ 只有零解。 
令是行对角张量，则 ( ) mM=   ，且 

( ) ( )1 1m m
mx M x M y− −= =     

其中 

( )T
1 2, , , nx x x x= � 且 [ ] ( )T1 1 1 1

1 2, , ,m m m m
ny x x x x− − − −= = � 。 

所以 ( )TCP ,q A 等价于 

( )( ) ( ) ( )( ){ }TLCP , : 0, 0 ., 0Nq M y R y M y q y M y q= ∈ ≥ + ≥ + =    

由于 ( )M  是列充分矩阵，可得 ( )( )LCP ,q M  对任意 0q ≥ 只有零解。 
所以 ( )TCP ,q A 任意 0q ≥ 只有零解。 

4. 结论 

本文给出了列充分张量的一部分性质，证明了列充分张量的行对角元素是非负的。同时得到辅助矩

阵与对应张量之间的关系，若辅助矩阵为非退化矩阵，则对应张量为非退化张量。辅助问题的解集有限，

则对应张量互补问题的解集有限。进一步得到偶阶行对角张量互补问题与线性互补问题之间的关系，将

张量互补问题解集的有限性和唯一性与其对应的辅助矩阵和主化矩阵互补问题的有限性和唯一性相联系。

证明了其等价关系。那么，当辅助矩阵为 P 矩阵和强 P 矩阵时，与之对应的张量是否为 P 张量和强 P 张

量呢？与之对应的张量互补问题是否具有与线性互补问题相关联的结论呢？ 
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