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摘  要 

本文研究了一类微分差分方程 

( ) m zzn
d mf L z f b b1

1, e eωω+ = + +  

的亚纯解的性质，其中正整数 n m≥ ， ( )dL z f, 为 f 的微差分多项式，且次数 ( )dd deg L n 1= ≤ − ， 1 , , mb b

为非零常数， 1 , , mω ω 为不同的非零常数。特别地，在某些特定条件下给出了方程亚纯解的表达式。 
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Abstract 
The aim of this paper is to investigate the properties of meromorphic solutions to the differen-
tial-difference equation  

( ) m zzn
d mf L z f b b1

1, e eωω+ = + + , 

where ,n m +∈ , n m≥ , ( ),dL z f  is a differential-difference polynomial in f  of degree 

( ) 1dd deg L n= ≤ − , 1 , , mb b  are nonzero constants, 1 , , mω ω  are distinct nonzero constants. In 
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particular, we give the exact form of meromorphic solutions of the above equation under certain 
conditions. 
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1. 引言 

Nevanlinna 值分布理论是研究复域方程解的性质的重要工具，我们假定读者已熟悉常用的 Nevanlinna
理论的标准符号，如 ( ),T r f ， ( ),m r f ， ( ),N r f 等，见文[1] [2]，为了简便，我们在本文用 ( )1) ,N r f 表

示 f 的单极点的计数函数， ( )2) ,N r f 表示 f 的多重极点的计数函数。一般地，我们用 ( ),S r f 表示 ( )( ),o T r f ，

r →∞ 可能除去一个 r 的有限线测度集合。若亚纯函数 ( )a z 满足 ( ) ( ), ,T r a S r f= ，称 a 为 f 的小函数。

此外，定义 f 的级 ( )fρ ，零点收敛指数 ( )fλ 如下 

( ) ( ) ( )lim lim

1log ,
log ,

sup , sup
log logr r

N r
T r f f

f f
r r

ρ λ

+
+

→∞ →∞

 
 
 = = . 

1964 年，Hayman [1]将 Tumura-Clunie 定理 [3] [4]推广到了只含有一个主项 nf 的微分方程

( ) ( ) ( ),n
df z P z f h z+ = ，其中 ( ),dP z f 是 f 及其导数的微分多项式，其次数为 d，系数为 f 的小函数， ( )h z

为给定的整函数或亚纯函数。2004 年，Yang-Li [5]研究了一类更为具体的微分方程 34 3 sin3f f z′′+ = − ，

指出此方程具有三个非零整函数解 ( )1 sinf z z= ， ( ) ( )2 3 cos sin 2f z z z= − ， ( ) ( )3 3 cos sin 2zz zf − −= 。

由此，借助于三角函数与指数函数的关系，在过去二十年，许多学者开始广泛研究了以下形式的

Tumura-Clunie 型微分方程[6] [7] [8] [9] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, e ez zn

df z P z f p z p zα α+ = + ,                        (1) 

其中 ( )1p z ， ( )2p z 为非零有理函数且 ( )1 zα ， ( )2 zα 为非常数多项式。 
2013 年，Liao-Yang-Zhang 推广了 Li [10]的结论得到： 

定理 A ([11])设整数 3n ≥ ，如果 2d n≤ − 且方程(1)存在仅有有限个极点的亚纯解 f，则 1

2

α
α
′
′
为有理函

数，进一步地，有下列情况之一成立： 

1) ( ) ( ) ( )eP zf z q z= ， 1

2

1α
α
′
=

′
，其中 ( )q z 为有理函数， ( )P z 为多项式且 1 2nP α α′ ′ ′= = ； 

2) ( ) ( ) ( )eP zf z q z= ， 1

2

n
k

α
α
′
=

′
或

k
n
，其中 ( )q z 为有理函数，k 为整数且1 k d≤ ≤ ， ( )P z 为多项式且

1nP α′ ′= 或 2α′； 

3) f 满足 1
1

1

1 1pf f
n p n

α ϕ
′ 

′ ′= + + 
 

， 1

2 1
n

n
α
α
′
=

′ −
，或 2

2
2

1 1pf f
n p n

α ϕ
 
 
 

′
′ ′= + + ， 1

2

1n
n

α
α
′ −
=

′
，其中ϕ 为有
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理函数； 

4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2e ez zf z c z c zβ β−= + ， 1

2

1α
α
′
= −

′
，其中 ( )1c z ， ( )2c z 为有理函数， ( )zβ 为多项式且 1nβ α′ ′=

或 2α′。 

2018 年，Zhang 得到了如下结论： 

定理 B ([12])设整数 4n ≥ ， 3d n≤ − ，若方程(1)存在仅有有限个极点的超越亚纯解 f，则 1

2

α
α
′
′
为有理

数且 ( ) ( ) ( )eP zf z q z= ，其中 ( )q z 为非零有理函数， ( )P z 为非常数多项式，进一步有下列情况之一成立： 

1) 1

2

1α
α
′
=

′
， ( ), 0dP z f ≡ 且 1 2nP α α′ ′ ′= = ； 

2) 1

2

t
n

α
α
′
=

′
，其中 t 为整数且1 t d≤ < ， ( ) ( ) ( )1

1, e z
dP z f p z α= ， 2nP α′ ′= ，或者 1

2

n
t

α
α
′
=

′
，其中 t 为整数

且1 t d≤ < ， ( ) ( ) ( )2
2, e z

dP z f p z α= ， 1nP α′ ′= 。 

我们注意到(1)的右端是两个指数项，2020 年，Chen-Lian 研究了右端有三个指数项的情况： 
定理 C ([13])设整数 5n ≥ ， ( ),dP z f 为 f 的次数 4d n≤ − 且系数为有理函数的微分多项式，设

( )( )1,2,3jp z j = 为非零有理函数， ( )( )1,2,3j z jα = 为使得 ( )( )1,2,3j z jα′ = 互异的非常数多项式，若

4d n≤ − 且微分方程 

( ) ( ) ( )3

1
, e j zn

d j
j

f z P z f p α

=

+ =∑                                 (2) 

存在仅有有限多个极点的超越亚纯解 f，则 1 2

2 3

,α α
α α
′ ′
′ ′

为有理数且 ( ) ( ) ( )eP zf z q z= ，其中 ( )q z 为非零有理函数， 

( )P z 为非常数多项式。进一步地，存在正整数 0 1 2, ,l l l 满足 0 1 2, , 1,2,3l l l = 和不同的整数 1 2,k k 满足

1 21 ,k k d≤ ≤ ，使得
0 1 2 1 2: : : :l l l n k kα α α′ ′ ′ = ，

0l
nP α′ ′= ，且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2
, e el lz z

d l lP z f p z p zα α= + 。 
受此启发，我们自然想知道如果把方程(2)右端指数项扩充成 m 项会有什么样的结果?如果减弱定理 C

中的条件 5n ≥ ， 4d n≤ − 是否会有类似的结果出现呢？ 
定理 1 设正整数 n m≥ ， ( ),dL z f 为 f 及其导数的微差分多项式满足 

( ) ( ) ( )( ) ,

0 0
,

k jsl nk
d j k

j k
z f a f zL η

= =

= +∑ ∏ , 

且 ( ) 1dd deg L n= ≤ − ，其中 ,, , k jnl s +∈ ， ( )0k k sη ≤ ≤ 为不同的复常数， ( )0ja j l≤ ≤ 为常数。设 1, , mb b

为非零常数， 1, , mω ω 为不同的非零常数。若方程 

( ) 1
1, e e m zzn

d mf L z f b b ωω+ = + +                              (3) 

存在有限级亚纯解 f 且 ( ) ( ), ,N r f S r f= ，则 ( ) 1fρ = 且有以下两种可能： 

1) ( )1, ,N r S r f
f

 
= 

 
且 ( ) ( )e 1

j z
n

jf z j m
ω

τ= ≤ ≤ ， ( )1n
j jb j mτ = ≤ ≤ ，且 

1 1 1 1 1: : : : : : : : :j j j m mn n nω ω ω ω ω− + −=   , ( ) { }1 11 , ,i i mn d≤ ≤ − ∈  . 

2) ( )1, ,N r S r f
f

 
≠ 

 
且 ( ) ( ) ( ), ,1 ,T r f nN r f S r f≤ + 。特别地，当 3m = 并且 1 2 3 0ω ω ω+ + ≠ ， 

1 2 1 3 2 3 0ωω ωω ω ω+ ≠+ 时，令 
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

23 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

32 2
1 2 3

1

1 2 3 1 ,

f n f f n n f f

n f f n n n f n n f f f nf f

φ ωω ω ωω ωω ω ω ω ω ω

ω ω ω

′ ′= − + + + − + +

′′ ′ ′ ′′ ′′′+ + + − − − − − −
 

则有 0φ ≡/ ，并且有以下式子成立： 

( )1)
1 1 1, , , ,N r N r N r S r f
f f φ

     
≤ + +     

    
, 

( )1)
1 1 1 1 2 1, , , , ,

3 3
T r N r T r N r S r f

f f φ φ
       

≤ + + +       
      

. 

(i) 0cφ = ≠ ， ( )
1 2 3
3 1

1 2e
z

nf c c
ω ω ω+ +

−= + ，其中 1 2,c c 为非零常数且
( )

( ) { }1 2
1

3
2 3 , ,

3 1 j

n
n

ω ω ω
ω ω ω ω

+ +
= ∈

−
， 1

n
jc b= ； 

(ii) 若φ 为非常数亚纯函数则 ( ) ( ), ,T r S r fφ ≠ 。特别地，设 3n = ，且 ( )

1
e i

s
Q z

i
i

hφ
=

=∑ ，其中 ih 为常数， 

iQ 为多项式，则存在 ( )1jQ j s≤ ≤ ，使得 ( ) 1jdeg Q = 且 

33
01 1e e ji t

i
a zz

i j jf c H Hω
= =

= − −∑ ∑ ，其中，

 ( )1 3ic i≤ ≤ ， ( )0jH j t≤ ≤ 为常数。 
下面的例子表明定理 1 的结果是精确的。 
例 1 方程 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 34 2 3 42 2e 4e 8e 16eiz iz iz izf z f z f z f z′ ′′− + π + + π + = + + + 有解 ( ) 2eizf z = 。 

此时 ( )1, ,N r S r f
f

 
= 

 
， 4 4iω = ， 4

4
i iω
= ， 4

42 16 b= = 。满足定理 1 中的(1)。 

例 2 方程 ( ) ( )( ) ( ) ( )23 2 4 62 3 8e 13e ez z zf z f z i f z i f z′′ ′− + π + + π − = − + 有解 ( ) 2e 1zf z = + 。 

此时 ( )1, ,N r S r f
f

 
≠ 

 
， 48φ = ，

( )
( )

1 2 3 6
3 1

n
n

ω ω ω+ +
=

−
， 1 1nc = 。满足定理 1 中的(2) (i)。 

例 3 方程 ( )23 3 33 5 e e 10ez z zf f f f − −′′ ′− − − = + + 有解 ( ) e e 1z zf z −= + + 。 

此时 ( )1, ,N r S r f
f

 
≠ 

 
， 2 245e 15e 96e 63z z zφ −= − + + ， 3 2 2 3 36e 3e 3e e e 6e 7z z z z z zf − − −= + + + + + + 。

满足定理 1 中的(2) (ii)。 

2. 主要引理 

引理 1 [4]假设 ( )f z 是满足 ( ) ( )nf P f Q f= 的超越亚纯函数，其中 ( )P f 和 ( )Q f 是关于 f 及其导数

的多项式，系数为亚纯函数，记为{ }| ,a I Iλ λ ∈ 为指标集 ，对任意 Iλ∈ ，有 ( ) ( ), ,m r a S r fλ = ，且 ( )Q f
的次数至多为 n，则有 

( )( ) ( ), ,m r P f S r f= . 

引理 2 [14]设 ,m q +∈ ， 1, , mα α 为不同的非零复常数， ( ) ( )0 , , mA z A z 为满足 ( )0 1iA i m≠ ≤ ≤ 的

增长级小于 q 的亚纯函数。记 ( ) ( ) ( )0
1

e
q

i
m

z
i

i
z A z A z αϕ

=

= +∑ ，则存在两个正常数 1 2d d< ，使得对充分大的 r

有 ( )1 2,q qd r T r d rϕ≤ ≤ 。 

引理 3 [15]设 ( ) ( )( )1,2, , 2if z i n n= ≥ 为亚纯函数， ( )( )1,2, ,ig z i n=  为整函数且满足 

1) ( ) ( )

1
e 0i

n
g z

i
i

f z
=

≡∑ ； 

2) 对于1 j m n≤ < ≤ ， ( ) ( )j mg z g z− 不为常数； 
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3) 对于1 i n≤ ≤ ，1 t k n≤ < ≤ ， ( ) ( )( )( ), ,e ,t kg g
iT r f o T r r r E−= →∞ ∈/ ； 

则 ( ) ( )0 1, ,if z i n≡ =  。 
引理 4 [16]设 n +∈ ， 2n ≥ ， 1 2,α α 为不同的非零常数， 1 2,p p 为非零的亚纯函数。则方程 

( ) 1 2
1 2e ez znf z p pα α= +  

不存在任何满足 ( ) ( )( ), , 1,2jT r p S r f j= = 的亚纯解 f。 
引理 5 设 ,n m +∈ ， n m≥ ， 2m > ， ( )1,2, ,ja j m=  为不同的非零常数， ( )1,2, ,jb j m=  为非零

的亚纯函数。则方程 

( ) 1
1e e ma za zn

mf z b b= + +                                 (4) 

不存在任何满足 ( ) ( )( ), , 1,2, ,jT r b S r f j m= =  的亚纯解 f。 
证明： 3m = 时，Chen-Chen [17]已证，下面我们考虑 3m > 的情况。 
设(4)存在一个亚纯解 ( )f z 满足 ( ) ( )( ), , 1,2, ,jT r b S r f j m= =  ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( )1, , ,e , ,n zT r f T r f O T r S r f
n

= ≤ +  

从而有 ( ) ( ),S r f o r= 。对(4)改写有： 

( )1
11

1
2

e e e j

na z m a a za zn n
j

j
f f b b

− −−

=

 
= = +  
 

∑ . 

记
1

e
a z
ng f

−
= ， ( )1 2j ja a j mα = − ≤ ≤ ，显然 jα 互异，从而 

( ) 1
2

e j
m

zn
j

j
g z b b α

=

= +∑ .                                  (5) 

注意到 

( ) ( )1 1 1, , , 1n
nN r N r T r g O

g ng
   

= ≤ +   
  

, 

所以有 

( ) ( )

1,
1,0 1 su 1im

,
l p

n
n

nr

N r
g

g
nT r g→∞

 
 
 Θ = − ≥ − .                           (6) 

我们对(5)应用引理 2，存在 1 2d d< ，使得当 r 充分大时， ( )1 2, nd r T r g d r≤ ≤ ，从而结合 ( ) ( ),S r f o r=

有 

( )
( )

1

1

,
, 1 sup 1lim

m

j
jn

r

N r b
g

d r
=

→∞
Θ ∞ ≥ − =

∑
.                            (7) 

又由引理 3，有 

( ) ( )1
1

1

,
, 1 suplim 1n

r

N r b
g b

d r→∞
Θ ≥ − = .                             (8) 

由(6)，(7)及(8)和 Nevanlinna 亏值定理[1]有 
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( ) ( ) ( )1
13 ,0 , , 2n n ng g g b
n

− ≤ Θ +Θ ∞ +Θ ≤ , 

这说明 1n = ，与 3n m≥ > 矛盾。 

3. 定理 1 的证明 

先证 ( ) 1fρ = 。根据对数导数引理[1]和差分对数导数引理[18]我们有 

( )( ) ( ) ( ), , ,dm r L f dm r f S r f≤ + . 

又因为 ( ) ( ), ,N r f S r f= ，我们有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

, , , e

, e , ,

, e , , ,

i

i

i

m

m

zn
i di

z
ii

m z
ii

nT r f T r f T r b L f

m r b dm r f S r f

T r b dT r f S r f

ω

ω

ω

=

=

=

= = −

≤ + +

≤ + +

∑

∑

∑

                       (9) 

由于 1d n+ ≤ ，结合上式有 

( ) ( ),T r f O r≤ .                                   (10) 

另一方面，我们根据(3)有 

( ) ( )( ) ( )1, e , ,i z
i di

mT r b T r P f nT r fω
=

≤ +∑ , 

即 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,O r dT r f S r f nT r f≤ + + .                          (11) 

从而根据(10)和(11)我们可以得到 ( ) 1fρ = 。 
记 1

nF f= ， ( )1 ,dH L z f= ，改写(3)为 

1 1
1

e j
m

z
j

j
F H b ω

=

+ =∑ ,                                  (12) 

对上式进行微分有 

1 1
1

e j
m

z
j j

j
F H b ωω

=

′ ′+ =∑ .                                 (13) 

由(12)及(13)消去 1e zω 有 

( )2 2 1
2

e j
m

z
j j

j
F H b ωω ω

=

+ = −∑ , 

其中 2 1 1 1F F Fω ′= − ， 2 1 1 1H H Hω ′= − 。类似地，我们依次消去 2e , ,e m zz ωω
 有 

1 1 0m m m m m m m mF H F F H Hω ω+ + ′ ′+ = − + − = .                        (14) 

对于(14)我们分以下两种情况讨论： 
情况 1. 0m m mF Fω ′− ≡ 。由 ( )1 1 1 2j j j jF F F j mω − − −′= − ≤ ≤ ，代入假设有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 11 1 1,1 1, 1, ,

1 1
1 11

11 1
2

1 1

0,

m m m
m m m j i ij j k k jj i i j i i j k

m mm

m m m

m m
jj

F F F F F

F F

ω ω ω ω

ω

= = = ≠= = ≠ = ≠

− −
=

′ ′ ′′− = + − + −

+ + − + −

=

∏ ∏∑ ∑

∑

∏∑
        (15) 
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解得(15)的一般解为： 

1 2
1 1 2e e e m zz z

mF c c c ωω ω= + + + ,                            (16) 

其中 1, , mc c 为常数。由 1
nF f= ，引理 4 和引理 5 有 ( ) ( )e 1 ,

j z
nn

j j jf z j m c
ω

τ τ= ≤ ≤ = 。显然满足 

( )1, ,N r S r f
f

 
= 

 
。 

不妨设 

( )
1

1 1 1e ,
z

nnf z c
ω

τ τ= = ,                                (17) 

从而 

( ) ( )( ) 

, 1
,

1e
k i

k i
n z

nk n
kf z

ω

η τ+ = ,                              (18) 

记 ,
0

s

i k i
k

t n
=

= ∑ ，从而 ( )0 0it d i l≤ ≤ ≤ ≤ 。则(3)可改写为 

1
1

1 0 1e e e j
s z

zzn n
js

d m
s j b

ω
ωωτ β

= =
+ =∑ ∑ ,                           (19) 

其中 ( )0s s dβ ≤ ≤ 为常数。 
由 1n d≥ + ， 1 1

n bτ = ，对(19)应用引理 3 有 1 1 0, 0n bτ β= = ，存在 1m − 个常数 { }1, ,in d∈  ，使得

1 2 1 1: : : : : :m mn n nω ω ω −=  。否则由引理 3，至少存在一个 ( )0 2jb j m= ≤ ≤ ，这与定理的假设相矛盾。 

同理有下式成立： ( ) ( )e 2
j z
n

jf z j m
ω

τ= ≤ ≤ ， n
j jbτ = ，且 

{ }( )1 1 1 1 1: : : : : : : : ,: 1, , 2 ,1 1 .j j j m m in n n n d j m i mω ω ω ω ω− + −= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ −     

情况 2. 0m m mF Fω ′− ≡/ 。由 ( )1 1 1 2j j j jF F F j mω − − −′= − ≤ ≤ 及 1
nF f= ， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1
11 1,

2 22 1
1 1, 1, ,

11
1

2
1 1 11 1 1,1 1, 1, ,

1

11 1
2

1 1

11 1
2

m mmn n
m m m j ijj i i j

mm m n n
ij k k j i i j k

m mm mm n n
jj

m m mm m m
j i ij j k k jj i i j i i j k

F F f nf f

n n f f nf f

f f

H H H

ω ω ω

ω

ω

ω ω ω

−
== = ≠

− −
= = ≠ = ≠

−−

=

= = = ≠= = ≠ = ≠

′ ′− = + −

′ ′′+ − − +

+ + −





+ −

′ ′′= − + − + −

+ +

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

∏ ∏

∑

∏

∏ ∏ ∏



 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1 111 1 ,m m m mm

jj H Hω− −

=
− + −





∑

 

为了方便我们改写上式为 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

21
1 1 11 1 1,1 1, 1, ,

1 1
1 11

11 1
2

1 1 ,

m m mm m mn
j i ij j k k jj i i j i i j k

m m m mm
jj

f G H H H

H H

ω ω ω

ω

−
= = = ≠= = ≠ = ≠

− −

=

 ′ ′′= − + − + −



+ + − + − 



∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏

∑

       (20) 

其中 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.141021


牛文潇 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.141021 196 理论数学 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

11 1,

2
11 1, 1, ,

1

11 1 1 .
2

m mm
j ijj i i j

mn
m mm m

i nj k k j i i j k

G f nf

ffn n f nf
f f

ω ω

ω

== = ≠

−= = ≠ = ≠

′= + −

′ ′ ′′+ − − + + + − 
 

∏

∏

∑

∑ ∑

∏



        (21) 

由(20)，(21)及引理 1 有 

( ) ( ), ,m r G S r f= ,                                  (22) 

注意到 G/f 的项由以下式子线性组成： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2 1 2

, , , , ,
tjt i i j jf f f f f f f

f f f f f f f
′ 

 
 

  

其中 1 2i i≤ ， 1 2i i t+ = ， 1 2 3j j j≤ ≤ ， 1 2 3j j j t+ + = ， 0 t m≤ ≤ 。从而 

( ) 1, , , , ,G Gm r S r f N r mN r
f f f

     
= ≤     

     
.                        (23) 

由(21)及(22)有 

( ) ( )

( )

( )

, , ,

, , ,

1, , ,

fT r f m r G S r f
G
G Gm r N r S r f
f f

mN r S r f
f

 = ⋅ + 
 
   

≤ + +   
   
 

≤ + 
 

                         (24) 

显然当 ( ) ( ),1 ,N r f S r f= 时，上式不成立。 
接下来，我们在 ( ) ( ),1 ,N r f S r f≠ 的条件下进一步考虑，当 3m = 时，有 

( ) 31 2
1 2 3, e e e zz zn

df L z f b b b ωω ω+ = + + ,                          (25) 

与(12)~(14)类似消去 31 2e ,e ,e zz z ωω ω 有： 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

nf L L L Lφ ω ω ω ωω ωω ω ω ωω ω− ′′′ ′′ ′= − + + + + + − ,              (26) 

其中 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

23 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

32 2
1 2 3

1

1 2 3 1 .

f n f f n n f f

n f f n n n f n n f f f nf f

φ ωω ω ωω ωω ω ω ω ω ω

ω ω ω

′ ′= − + + + − + +

′′ ′ ′ ′′ ′′′+ + + − − − − − −
           (27) 

情况 2.1. 0φ ≡ 。从而结合(27)有： 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

23 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

32 2
1 2 3

1

1 2 3 1 .

f n f f n n f f

n f f n n n f n n ff f nf f

ωω ω ωω ωω ω ω ω ω ω

ω ω ω

′ ′= + + − − + +

′′ ′ ′ ′′ ′′′− + + + − − + − +
        (28) 

由 ( ) ( ),1 ,N r f S r f≠ ，设 0z 为 f 的 k 重零点。由(27)及假设，可以得到 2k ≥ ，在 0z 的邻域有： 

( ) ( ) ( )0 , 0k
k kf z c z z c= − + ≠ 。对于(28)， 0z 为等式左端的 3k 重零点，而等式右端 ( )3 3

0
kz z −− 的系数为

( )( )3 2 21 3 3knkc n k nk+ − + ，显然 ( )3 3
0

kz z −− 的系数不为零，矛盾。从而有 0φ ≡/ 。 
根据(27)及对数导数引理有 
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( )3, ,m r S r f
f
φ 

= 
 

. 

从而 

( )

3 3
1 1 13 , , , ,

1, , .

m r m r m r m r
f f f

m r S r f

φ
φ

φ

      
= ≤ +      

      
 

= + 
 

                        (29) 

由(27)及(29)有 

( )

( )

1) (2

1)

1)

1 1 1 1, , , ,

1 1 1, , , ,

1 1 1 2 1, , , , .
3 3

T r m r N r N r
f f f f

m r N r N r S r f
f f

N r T r N r S r f
f

φ

φ φ

       
= + +       

       
     

≤ + + +     
    

     
≤ + + +     

    

                   (30) 

情况 2.2. 0cφ ≡ ≠ 。由于 ( ) ( ),1 ,N r f S r f≠ ，设 1z 为 f 的 k 重零点，则可以得到 

( ) ( )( )( ) ( )3
1 11 2 0z n n n f zφ ′= − − − ≠ ，所以 1k = ，即 f 的所有零点都为单零点，由此我们有 

( )1)
1 1, , ,N r N r S r f
f f

   
= +   

   
.                             (31) 

由于 0cφ ≡ ≠ ，有 0φ′ = ，即 

( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3

3 2 22
1 2 3 1 2 3

2 42 2 2
1 2 3

3 2

1 2 3 1

3 1 3 .

f f n f f n f f

n n f n f f f n n f f

n f f n n f f n n f f f nf f

φ ωω ω ωω ωω ω ω ωω ωω ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω

′ ′ ′ ′′= − + + − + +

′ ′ ′′ ′ ′′+ − + + + + + − −

′′′ ′′ ′ ′′′+ + + − − − − −

         (32) 

由于 1z 为 f 的单零点，所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 13 1 0f z n f zω ω ω ′ ′′+ + − − = 。 
令 

( ) ( )1 2 3
1

3 1f n f
g

f
ω ω ω ′ ′′+ + − −

= .                           (33) 

情况 2.2.1. 1 0g ≡ 。在此假设条件下，由 1g 的定义式(33)可得 ( ) ( )1 2 3 3 1 0f n fω ω ω ′ ′′+ + − − = ，从而 

( )
1 2 3
3 1

1 2e
z

nf c c
ω ω ω+ +

−= + ,                                 (34) 

其中 1 2,c c 为常数，显然它们非零，否则 ( ) ( ), ,N r f S r f= 。将(34)代入(25)有： 
( )

( )


( )
( )

1 2 3 1 2 3

31 23 1 3 1
1 2 3

0 0
e e e e e

i i
n dz z

n n zz z
ii

i i
b b b

ω ω ω ω ω ω
ωω ωβ β

+ + + +
− −

= =

+ = + +∑ ∑ ,                  (35) 

其中 , , 0 , 0i j i n j dβ β ≤ ≤ ≤ ≤ 为常数。由引理3，有1 3n d≤ − ≤ ，
( )

( ) { }1 2
1

3
2 3 , ,

3 1 j

n
n

ω ω ω
ω ω ω ω

+ +
= ∈

−
，1

n
jc b= 。 

情况 2.2.2. 1 0g ≡/ 。由对数导数引理有 

( ) ( )1, ,m r g S r f= .                                 (36) 
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由于 f 的零点只能为单零点，从而 1g 的极点只能为 f 的极点，结合(36)有 

( ) ( )1, ,T r g S r f= .                                  (37) 

改写(33)有 

1 2f A f A f′′ ′= + ,                                   (38) 

其中
( )

1 2 3
1 3 1

A
n

ω ω ω+ +
=

−
，

( )
1

2 3 1
gA

n
−

=
−

。对上式微分有 

( ) ( )2
1 2 1 2 2f A A f A A A f′′′ ′ ′= + + + ,                            (39) 

( ) ( ) ( )4 3 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2 22 2f A A A A f A A A A A A f′ ′ ′ ′′= + + + + + + ,                   (40) 

将(38)，(39)，(40)代入(32)有 

   ( )  ( )2 33 2
1 2 3 4 0A f A f f A f f A fφ′ ′ ′ ′= + + + ≡ ,                       (41) 

其中 

 ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

2 2 2
1 1 2 1 3 2 3 1 1 2 3 1 2 2

1 2 3 1 2 2 ,

3 2A n A n A n A n n A

n nA A n A

ωω ωω ω ω ω ω ω

ω ω ω

= − + + + + + − + − +

′ ′′+ + + − + −
 

 ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

2 3
2 1 2 3 1 1 2 1 3 2 3 1 1 2 3 1

2 2 2
1 2 3 1 2 2

3

2 3 ,9 5

A A n A n nA

n n A n n A n n A

ωω ω ωω ωω ω ω ω ω ω

ω ω ω

= − + + + + + −

′+ + + + − − + − −
 

 ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 2
3 1 2 1 3 2 3 1 1 2 3 1

3 2
2 ,

2 2 6 4

3 3 2

A n A n A n n

n n n A

ωω ωω ω ω ω ω ω= − + + + + + − −

+ − + −
 



4 0.A =  

由于 0f ≡/ 及(41)有 

   ( )22
1 2 3 0A f A f f A f′ ′+ + = .                              (42) 

假设 1 0A ≡/ ，改写(42)有 








( )22 32

1 1

AAf f f f
A A

′ ′= − − .                               (43) 

从而由(31)及(37)有 

( )



( ) ( )

( )

1)

1
3

1 1, , ,

1, , ,

, .

N r N r S r f
f f

N r N r A S r f
A

S r f

   
= +   

   
 

≤ + +  
 

≤

 

这与 ( ) ( ),1 ,N r f S r f≠ 矛盾，故 1 0A ≡ 。所以  ( )2
2 3 0A f f A f′ ′+ = 。假设

2 0A ≡/ ，同理得到矛盾。结合(42)
有   

1 2 3 0A A A= = ≡ ，在定理条件下无解。 
情况 2.3. φ 是 f 的小函数且φ 不为常数。由(27)及(32)有 
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( )( ) ( )( )(
( ) ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

3 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2
1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

3 2
1 2 3 1 2 3

2 22
1 2 3

0 3 1

2

1 2 1 3 1 2

3 1

f n f f n n

n f f n n f f

n n n n n f n n n f f f

n n f f n n f

ωω ω φ ωω ωω ω ω φ ωω ω φ ω ω ω φ

ωω ωω ω ω φ ω ω ω φ ωω ωω ω ω φ

φ ω ω ω φ φ ω ω ω φ

φ ω ω ω φ φ

′ ′ ′ ′= − + + + + − + +

′ ′ ′′+ + + + + + + + +

′ ′ ′ ′ ′′− − − + − + + − − + + +

′ ′′′ ′− + + + + −

( ) ( ) ( ) ( )2 42 23 1 3 .

f

n n f f n n f f f n f fφ φ φ

′′

′′ ′ ′′′+ − + − +

  (44) 

由于 ( ) ( ),1 ,N r f S r f≠ 以及 ( ) ( ), ,T r S r fφ = ，所以可以令 2z 为 f 的 l 重零点，并且它既不是φ 的零点，

也不是(44)的系数的极点，从而由φ 的定义式有 1l = 。即 f 的零点都是单零点。同时又由(44)， 2z 也为

( ) ( )( ) ( )1 2 32 3 1n f n fφ ω ω ω φ φ′ ′ ′′− − + + + + − 的零点。 
令 

( ) ( ) ( )( )1 2 3
2

3 1 2n f n f
g

f
φ φ ω ω ω φ′′ ′ ′− − − + + +

= .                    (45) 

情况 2.3.1. 2 0g ≡/ 。由对数导数引理有 ( ) ( )2, ,m r g S r f= ，又因为 ( ) ( ), ,T r S r fφ = 有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , , ,T r g m r g N r g S r f= + = .                         (46) 

根据(46)有 

1 2f B f B f′′ ′= + ,                                   (47) 

其中 

( ) ( )
1 2 3

1
2

3 1 3 1
nB
n n

ω ω ωφ
φ
′ + +−

= +
− −

, 
( )

2
2 3 1

gB
n φ

=
−

. 

对(47)微分得 

( ) ( )2
1 1 2 1 2 2 3 4f B B B f B B B f B f B f′′′ ′ ′ ′ ′= + + + + = + ,                    (48) 

( ) ( ) ( )4 3 2 2
1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 2

5 6

3 2 2 2

.

f B B B B B B B f B B B B B B B B f

B f B f

′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′= + + + + + + + + +

′= +
          (49) 

将(47)和(48)代入(44)化简后有 
   ( )22

1 2 3 0B f B f f B f′ ′+ + = ,                             (50) 

其中 

 ( ) ( ) ( )

( )

2
1 2 1 2 3 1 2 1 3 2 3 2

4 1 2 3 6 1 2 3

3 1

,

B n n B n n B

B n n B n

φω ω ω ωω ωω ω ω
φ

φ φω ω ω ωω ω
φ φ

′ 
= − + + + + + + 

 
′ ′ 

− + + + + + 
 

 

 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 1 2 3 1 2 1 3 2 3

2
2 1 2 3 3 1 2 3

2
4 5 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2

3 1 2

3 3 6 1 ,

B B n n

B n n n B n n

B n n B n n B B n n

φω ω ω ωω ωω ω ω
φ

φ φω ω ω ω ω ω
φ φ

φωω ωω ω ω ωω ω
φ

′ 
= + + + + + 

 
′ ′ 

− − + + + − + + + 
 
′

− − + − + + − +


 



−




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 ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2
3 1 2 1 3 2 3 3 1 1 2 3

22
1 2 3 1 2

2 3 3 1 2

1 3 1 3 .1

B n B n n B n n n

n n B n n B n n

φωω ωω ω ω ω ω ω
φ

φω ω ω
φ

′ 
= + + − − − − + + + 

 
′

+ − + + + − + −
 

假设 

3 0B ≠ ，改写(50)有 








( )221 2

3 3

B Bf f f f
B B

′ ′= − − ,                               (51) 

由于 ( )1, ,N r S r f
f

 
≠ 

 
， ( ) ( ), ,T r S r fφ = 以及 ( ) ( )2, ,T r g S r f= ，可假设 3z 为 f 的 k 重零点，并且它不是 

  

1 2 3, ,B B B 的零点和极点，从而由(51)，有 2k ≥ 。另一方面我们注意到 3z 为(51)左端 2k 重零点，右端 2 2k −
重零点，这显然是矛盾的。所以 

3 0B = 。同理有

2 0B = 。从而   

1 2 3 0B B B= = = ，这在定理条件下无解。 
情况 2.3.2. 2 0g ≡ 。使用与情况 2.3.1 类似的方法可以推得矛盾，在此简述方便理解。由假设及(46)

有 

1f D f′′ ′= ,                                     (52) 

其中
( ) ( )

1 2 3
1

2
3 1 3 1

nD
n n

ω ω ωφ
φ
′ + +−

= +
− −

。对(47)微分有 

( )2
1 1f D D f′′′ ′ ′= + ,                                  (53) 

( ) ( )4 3
1 1 1 13f D D D D f′ ′′ ′= + + ,                              (54) 

将(52)，(53)及(54)代入(44)有 

   ( )  ( )2 33 2
1 2 3 4 0D f D f f D f f D f′ ′ ′+ + + = ,                        (55) 

其中 



 ( ) ( )( ) ( )( )
( )

 ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

 ( ) ( )( ) ( )

1 1 2 3

2 1 1 2 3 1 2 1 3 2 3 2 1 2 3

3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

2 2
3 1 1 1 2 3

2
2 1 2 1 3 2 3

2
4 1 1 2 3

,

3 ,

3 1 3 1 2

3 2 1 2 ,

3 1 1 1

D

D D n n D n n

D n n

D n n D D n n n

D n n n n n n

D D n n n n n n

ωω ω φ

ω ω ω φ ωω ωω ω ω φ φ ω ω ω φ

φ ωω ωω ω ω φ ωω ω φ

φ φ ω ω ω φ

φ ωω ωω ω ω φ φ

φ ω ω ω φ

′=

′ ′= + + + + + − + + +

′+ − + + −

′= − + − − − + +

′− − + + + + − −

= − − − + + − − ( )2 0.n φ′− =

        (56) 

从而有 

   ( )22
1 2 3 0D f D f f D f′ ′+ + = . 

注意到 f 只有单零点， ( ) ( )2, ,T r g S r f= ， ( ) ( ), ,T r S r fφ = ，与对(50)的分析同理有  

1 2 3 0D D D= = ≡ ，从

而 0φ′ = ，这与φ 不为常数矛盾。 
情况 2.4. 3n = ， ( )

1 e iQ z
ii

s hφ
=

=∑ 。由φ 的定义及 ( ) 1fρ = ， ih 为常数， iQ 为多项式，显然 iQ 不全为

常数，设 Q 为 iQ 中不为常数的多项式。因为 ( ) ( ) 1fρ φ ρ≤ = ， ( ) 1deg Q ≥ ，所以 ( ) 1deg Q = 。不妨设前

( )1t t s≤ ≤ 个是非常数多项式，记 i i iQ a z b= + ，则  

01 e ia z
ii

t h hφ
=

= +∑ ，代入(26)有 
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  ( ) ( )0 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 31 e i z
i

t a
i h h L L L Lω ω ω ωω ωω ω ω ωω ω
=

′′′ ′′ ′+ = − + + + + + −∑ ,           (57) 

解(57)得 

31 2*
1 2 3 01e e e e iz a zz z

ii
tL c c c H Hωω ω
=

= + + + +∑ , 

其中 , ,1 3, 0i jc H i j t≤ ≤ ≤ ≤ 为常数。从而结合(25)有 



33
01 1e ei it

i
z a z

ii if c H Hω
= =

= − −∑ ∑ , 

其中  ( )1 3i i ic b c i− ≤ ≤= 。从而完成定理的证明。 

4. 展望 

1) 是否可在本文的基础上更深入地研究方程 ( ) 1
1, e e m zzn

d mf L z f b b ωω+ = + + ，在 ( ) ( ), ,T r S r fφ ≠

时给出更为具体的亚纯解的表达式。 
2) ( ) 1

1, e e m zzn
d mf L z f b b ωω+ = + + ，考虑改变方程左边的主要部分，用 1nn f ff − ′+ 替换原方程的 nf ，

研究方程的亚纯解情况。 
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