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摘  要 

泰勒中值定理及其对应的泰勒公式是微分学的重点内容，也是教学难点。在高等数学课程中，泰勒公式

主要用于求解未定式的极限，近似计算以及证明某些与中值问题有关的结论。本文主要探讨泰勒公式的

思想方法，利用泰勒中值定理证明曲线的凹凸性判定定理，中值问题，以及求解微分方程等拓展应用。 
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Abstract 
The Taylor mean value theorem and its extended applications are key contents of calculus, and it 
is also a difficult point in the course. In the advanced mathematics courses, Taylor’s formula is mainly 
used to get the limits of undetermined forms, calculate, and prove certain mean value problems. 
This article mainly explores the idea of Taylor’s formula, and uses it to discuss the concavity and 
convexity of curves, prove some mean value problems, and solve differential equations. 
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1. 引言 

在高等数学中，泰勒中值定理及对应的泰勒公式是课程的重点内容，也是难点，在微积分学中应用

广泛。泰勒公式是以英国著名数学家泰勒(Taylor, 1685~1731)命名的。泰勒是早期牛顿学派最优秀的代表

人物之一，也是有限差分理论的奠基人[1]。泰勒的重要著作有《正的和反的增量方法》和《线性透视论》

等。早在 1712 年泰勒就得到了现代形式的泰勒公式。泰勒公式的思想是用简单的多项式函数来近似代替

复杂函数。多项式函数具有很多优良的性质，比如容易用数值软件计算其函数值，其导数与积分仍为多

项式等。 
泰勒公式及其应用在微积分学中占有非常重要的地位。泰勒公式的实质是用函数在某点的函数值及

导数值描述其附近邻域内的性质，核心思想是应用“逼近法”求函数的值。在高等数学中，可以应用泰

勒公式证明不等式、中值问题、近似计算、极限计算、判断级数与广义积分的敛散性等方面。本文通过

对泰勒中值定理思想方法的解读，分析比较两个泰勒中值定理的条件、结论和适用情形，然后探讨泰勒

公式的拓展应用。本文着重讨论利用泰勒中值定理证明曲线的凹凸性判定定理，证明某些中值问题，近

似计算，以及利用幂级数求解微分方程等应用。 

2. 泰勒中值定理及思想方法 

微分的思想本质上是“以直代曲”，即在某点的邻域内用切线近似曲线的思想。具体而言，设函数

( )y f x= 在某区间内有定义，点 0x 及 0x x+ ∆ 在该区间内，如果函数的增量可以表示为 

( ) ( ) ( )0 0y f x x f x A x o x∆ = + ∆ − = ∆ + ∆ ，其中 A 是不依赖于 x∆ 的常数，则称函数在点 0x 是可微的，并且

这时 ( )0A f x′= 。由此，我们可以得到函数的一阶近似，即在 0x 的小邻域内有如下近似： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 .f x f x f x x x′≈ + −  

这种近似表达式的近似程度不高，其误差是关于 x 的高价无穷小。为了提高近似的精确度，我们考

虑用更高次的多项式来近似函数。即寻找一个 n 次多项式 ( )nP x ，使得两个函数 ( )nP x 和 ( )f x 在 0x 处的

函数值及直到 n 阶导数值均相等，即 ( ) ( )0 0nP x f x= ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , .n n
n n nP x f x P x f x P x f x′ ′ ′′ ′′= = =  

经过简单的计算，可得如下的 n 次多项式 ( )nP x 的表达式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )20 0

0 0 0 0 0 .
2! !

n
n

n
f x f x

P x f x f x x x x x x x
n

′′
′= + − + − + + −              (1.1) 

该多项式又称为泰勒多项式。多项式 ( )nP x 和 ( )f x 的误差称为 n 阶余项，记为 ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= − 。 
下面我们以正弦函数为例，用不同次数的泰勒多项式近似函数。取 ( ) siny f x x= = ，则函数在 0 0x =

的小邻域内的一阶近似为 ( ) sinf x x x= ≈ 。经过计算可得， ( ) sinf x x= 对应于公式(1.1)的泰勒多项式为 

( ) ( ) ( ) ( )13 5 7 2 11 1 1 11 , 2
3! 5! 7! 2 1 !

m m
nP x x x x x x n m

m
− −= − + − + + − =

−
  

如果 m 分别取1,2,3,4,5，比较泰勒多项式与正弦函数的图形，随着多项式次数的增加，多项式对
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函数的近似程度越来越高，误差越来越小，具体可见图 1 和图 2。特别地，当 m 取 6 时，对应的 11 次泰

勒多项式与正弦函数的图形在区间 [ ]4,4− 上非常接近。由此可见，用泰勒多项式来近似表达函数是非常

合理的。 
 

 
Figure 1. The graph of sine function and its Taylor polynomial of degree n, n = 1, 3, 5, 7 
图 1. 正弦函数及其 n 次泰勒多项式的图形，n = 1，3，5，7 

 

 
Figure 2. The graph of sine function and its Taylor polynomial of degree n, n = 9, 11 
图 2. 正弦函数及其 n 次泰勒多项式的图形，n = 9，11 

 

对于余项的估计，当 1n = 时，我们由微分的定义可知 ( ) ( )1 0R x o x x= − 。将这个思想推广一下，即

证得下面的第一个泰勒中值定理[2]。 
泰勒中值定理 1 如果函数 ( )f x 在点 0x 处具有 n 阶导数，则存在 0x 的一个邻域，对该邻域内的任一

x，有 ( ) ( ) ( )n nf x P x R x= + ，其中 ( ) ( )( )0
n

nR x o x x= − 。 

定理的证明用到洛必达法则，高价无穷小的定义，以及 n 阶导数的定义。该定理中的余项称为佩亚

诺(Peano)余项。如果取 0 0x = ，得到带有佩亚诺余项的麦克劳林(Maclaurin)公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0 .

2! !

n
n nf f

f x f f x x x o x
n

′′
′= + + + + +  

大多数通用的教材中，都会给出几个常用函数的麦克劳林公式，包括指数函数 ex ，三角函数

sin ,cosx x ，幂函数 ( )1 x α+ 和对数函数 ( )ln 1 x+ 等。与这几类函数有关的复杂的极限题目，可以利用带

有佩亚诺余项的麦克劳林公式求解。例如，正弦函数 ( ) sinf x x= 带有佩亚诺余项的麦克劳林公式为 

( ) ( ) ( )13 5 7 2 1 21 1 1 1sin 1 .
3! 5! 7! 2 1 !

m m mx x x x x x o x
m

− −= − + − + + − +
−

  

佩亚诺余项可以用于求解某些极限，但是不能具体估算误差的大小，为此我们给出第二个泰勒中值

定理[2]。 
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泰勒中值定理 2 如果函数 ( )f x 在 0x 的某个邻域 ( )0U x 内具有 1n + 阶导数，则对任一 ( )0x U x∈ ，有

( ) ( ) ( )n nf x P x R x= + ，其中 ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

01 !

n
n

n
f

R x x x
n

ξ+
+= −

+
，这里ξ 是介于 x 与 0x 之间的某个值。 

该定理的证明主要用到柯西中值定理，定理中的余项称为拉格朗日(Lagrange)余项。特别地，当 0n =

时，泰勒公式变成拉格朗日中值公式 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 ,f x f x f x xξ′= + −  

这里ξ 是介于 x 与 0x 之间，因此，泰勒中值定理 2 是拉格朗日中值的推广。当 1n = 时，泰勒公式变

成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 .

2!
f

f x f x f x x x x x
ξ′′

′= + − + −                        (1.2) 

比较两个泰勒中值定理，第二个定理的条件要求高，结论也更精确。在进行误差估计或者证明一些

中值问题时，经常用到带有拉格朗日余项的泰勒公式。 

3. 凹凸性的判定定理 

函数的单调性反映在图形上，就是曲线的上升或下降。但是，在曲线的升降过程中，还有曲线弯曲

方向的问题，即凹凸性的判定。如果函数具有二阶导数，那么可以用二阶导数的符号判断曲线的凹凸性，

有下述定理[2]。 
定理 3.1 设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内具有一阶和二阶导数，则 
1) 如果在 ( ),a b 内 ( ) 0f x′′ > ，则 ( )f x 在 [ ],a b 上的图形是凹的； 
2) 如果在 ( ),a b 内 ( ) 0f x′′ < ，则 ( )f x 在 [ ],a b 上的图形是凸的。 
分析：在很多教材中，利用拉格朗日中值公式证明该判定定理，但是思路比较复杂，需要连续两

次应用中值公式，不太容易掌握。事实上，可以直接应用泰勒中值定理 2 证明该定理，证明过程清晰

明了。 

证明对情形(1)，设 1x 和 2x 为 [ ],a b 内任意两点，不妨设 1 2x x< 。记 1 2
0 2

x xx +
= ，则 ( )f x 在 0x 处的

泰勒中值公式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 .

2!
f

f x f x f x x x x x
ξ′′

′= + − + −  

分别将 1x 和 2x 代入上式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
1 0 0 1 0 1 0 ,

2!
f

f x f x f x x x x x
ξ′′

′= + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
2 0 0 2 0 2 0 .

2!
f

f x f x f x x x x x
ξ′′

′= + − + −  

因为 1 2 2 1
1 0 2 0,

2 2
x x x xx x x x− −

− = − = ，且 ( ) ( )1 20, 0f fξ ξ′′ ′′> > ，故上述两式相加，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 2
1 2 0 1 2 0

12 2
2! 4

x x
f x f x f x f f f xξ ξ

−
′′ ′′+ = + + > 。 

即证得 ( ) ( ) ( )1 21 2
0 2 2

f x f xx xf x f
++ = < 

 
，由定义，函数 ( )f x 在 [ ],a b 上的图形是凹的。类似地可

证明情形(2)。 
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4. 拓展应用 

4.1. 近似计算 

有了函数的泰勒展开式之后，可以用它进行近似计算，计算的精度由拉格朗日余项进行估计。 
例 4.1 估计无理数 e 的值，要求误差不超过 10−6。 
解函数 ( ) exf x = 的麦克劳林公式为 

( )
2 3 11 1 1 ee 1 , 0 1

2! 3! ! 1 !

x
x n nx x x x x

n n

θ

θ+= + + + + + + < <
+

 。 

这时，近似的误差为 

( ) ( ) ( )
11e e , 0 1

1 ! 1 !

xx
nn

nR x x x
n n

θ

θ++= ≤ < <
+ +

。 

取 1x = ，得到无理数 e 的近似式为 

1 1 1e 1 1 ,
2! 3! !n

≈ + + + + +  

其误差为 

( ) ( )
e 3 .

1 ! 1 !nR
n n

< <
+ +

 

当 n = 10 时，计算得 e 2.718282≈ ，其误差不超过 10−6。 
例 4.2 估计无理数 e 的值，要求误差不超过 0.001。 
解因为函数 ( ) exf x = 具有任意阶导数，其泰勒级数为 

( )2 31 1 1e 1 , ,
2! 3! !

x nx x x x x
n

= + + + + + + ∈ −∞ +∞   

令
1
2

x = ，得 

2
1 1 1e 1
2 2!2 !2nn

= + + + + + 。 

其余项为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1

1 1
1 !2 2 !2

1 1 11
1 !2 2 2 2 3 2

1 1 11
1 !2 2 2
1 1 1 .11 !2 1 !21

2

n n n

n

n

n n

r
n n

n n n n

n

n n

+ +

+

+

+

= + +
+ +

 
= + + + + + ⋅ + + ⋅ 

 < + + + +  

= ⋅ =
+ +−







 

取 n = 4，可得 

3
4 4

1 0.0005 10 ,
5!2

r −= ≈ <  
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此时误差符合要求，故取 n = 4，计算时取四位小数可得 

2 3 4
1 1 1 1e 1 1.648
2 2!2 3!2 4!2

≈ + + + + ≈ 。 

4.2. 证明中值问题 

例 4.3 函数 ( )f x 在 [ ], 2a a + 上二阶可导， ( ) 1f x ≤ ， ( ) 1f x′′ ≤ 。证明： ( ) 2f x′ ≤ ， ( ), 2x a a∀ ∈ + 。 
证明 ( )f x 在 [ ], 2a a + 上二阶可导，由泰勒中值定理 2，将 ( )f x 在 x 处展开，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21

2!
f

f a f x f x a x a x
ξ′′

′= + − + − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222 2 2
2

f
f a f x f x a x a x

ξ′′
′+ = + + − + + − ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 1

1 12 2 2
2 2

f a f a f x f a x f a xξ ξ′ ′′ ′′+ − = + ⋅ ⋅ + − − ⋅ ⋅ − 。由已知条件， ( ) 1f x ≤ ，

( ) 1f x′′ ≤ ，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 212 2 2
2

f x f a f a a x a x′ ≤ + + + + − + − ， 

进一步， ( ) ( ) ( )( )22 212 2 2 4 1 2
2

f x x a x a a′ ≤ + − + + + + 。 

记函数 ( ) ( ) ( )22 22 4 1 2g x x a x a a= − + + + + ，开口向上的抛物线，故其最大值在区间端点处取得。又

因 ( ) 4g a = ， ( )2 4g a + = ，所以 ( ) 4g x ≤ 。故 

( ) 12 2 2 4
2

f x′ ≤ + ⋅ = ， 

即证得 ( ) 2f x′ ≤ 。 
下述例题为 2023 年全国硕士研究生入学统一考试数学一试卷的第 20 题，综合应用了泰勒公式，微

积分学中的费马引理，以及连续函数的介值定理等。 
例 4.4 设函数 ( )f x 在 [ ],a a− 上具有 2 阶连续导数，证明： 

1) 若 ( )0 0f = ，则存在 ( ),a aξ ∈ − ，使得 ( ) ( ) ( )2
1f f a f a
a

ξ′′ = + −  ； 

2) 若 ( )f x 在 ( ),a a− 内取得极值，则存在 ( ),a aη∈ − ，使得 ( ) ( ) ( )2
1

2
f f a f a

a
η′′ ≥ − − 。 

证明因为 ( )0 0f = ，故 ( )f x 在 0x = 处的泰勒公式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20 0 0
2! 2!

f c f c
f x f f x x f x x

′′ ′′
′ ′= + + = + ， 

其中 c 介于 0 与 x 之间。将区间两端点 ,x a x a= = − 分别代入上式，得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
10 , 0,

2!
f

f a f a a a
ξ

ξ
′′

′= + ∈ ，                            (4.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
20 , ,0

2!
f

f a f a a a
ξ

ξ
′′

′− = − + ∈ − ，                          (4.2) 

由(4.1)和(4.2)两式相加，得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

2
f f

f a f a a
ξ ξ′′ ′′+

+ − = ， 
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即 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
2

1
2

f f
f a f a

a
ξ ξ′′ ′′+

+ − =   。 

因为 ( )f x 在 [ ],a a− 上具有 2 阶连续导数，所以 ( )f x′′ 在 [ ]1 2,ξ ξ 上存在最大值 M 与最小值 m，这时，

( ) ( )1 2

2
f f

m M
ξ ξ′′ ′′+

≤ ≤ 。根据闭区间上连续函数的介值定理可得，存在 [ ] ( )1 2, ,a aξ ξ ξ∈ ⊂ − ，使得

( ) ( ) ( )1 2

2
f f

f
ξ ξ

ξ
′′ ′′+

′′= ，即 ( ) ( ) ( )2
1f f a f a
a

ξ′′ = + −  成立； 

3) 若 ( )f x 在 ( ),a a− 内取得极值，不妨设 0x 为其极值点，则由费马引理可得， ( )0 0f x′ = 。将 ( )f x
在 0x 处泰勒展开， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0 0 02! 2!

f d f d
f x f x f x x x x x f x x x

′′ ′′
′= + − + − = + − ， 

其中 d 介于 0x 与 x 之间。带入两个端点， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
0 0 1 0, ,

2!
f

f a f x a x x a
η

η
′′

= + − ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
0 0 2 0, ,

2!
f

f a f x a x a x
η

η
′′

− = + − − ∈ − 。 

两式相减可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2
0 02! 2!

f f
f a f a a x a x

η η′′ ′′
− − = − − − − 。 

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 21 2
0 0

2 2
1 0 2 0

2! 2!
1
2

f f
f a f a a x a x

f a x f a x

η η

η η

′′ ′′
− − = − − − −

 ′′ ′′≤ − + + 

， 

记 ( ) ( ) ( )1 2max ,f f fη η η ′′ ′′ ′′=  ，则 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 2
0 02

f
f a f a a x a x

η′′  − − ≤ − + + 。 

因为 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
0 0 02 4a x a x a x a− + + = + ≤ ，所以 ( ) ( ) ( )2

1
2

f a f a f
a

η′′− − ≤ 成立，结论得证。 

分析上面两个例题，泰勒中值定理在证明中值问题时，解题方法非常灵活。我们在分析题目时，需

要选取合适点处的泰勒展开式，一般选取区间端点，区间中点，或者区间内任一点 x 处的泰勒公式，然

后充分利用已知条件证明结论。 
由拉格朗日中值定理，设 ( )f x 在点 x 处的增量为 x∆ ，则相应的函数增量为 

( ) ( ) ( )f x x f x f x x xθ′+ ∆ − = + ∆ ∆ ，其中 0 1θ< < ， 

该公式也称为有限增量公式。方便起见，记 h x= ∆ 。关于公式中的θ ，我们进一步得到下列命题。 
命题 4.1.设 ( )f x 二阶可导，且 ( ) 0f x′′ ≠ ，则由有限增量公式，存在 0 1θ< < ，使得 

( ) ( ) ( )f x h f x f x h hθ′+ − = + ⋅ 。证明：
0

1lim
2h

θ
→

= 。 
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证明由有限增量公式， 

( ) ( ) ( )f x h f x f x h hθ′+ = + + ⋅ ，其中 0 1θ< < 。                     (4.3) 

另一方面，因为 ( )f x 二阶可导，则由 x 处的泰勒公式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
f x

f x h f x f x h h o h
′′

′+ = + ⋅ + + 。                        (4.4) 

(4.3)和(4.4)两式相减，得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
f x

f x h h f x h h o hθ
′′

′ ′+ ⋅ − ⋅ = ⋅ + 。 

上述等式同除 2h ，得 

( ) ( ) ( ) ( )2

22
o hf x h f x f x

h h
θ′ ′ ′′+ −

= + 。                            (4.5) 

令 0h → 得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim
h h h

f x h f x f x h f x
f x

h h
θ θ

θ θ
θ→ → →

′ ′ ′ ′+ − + −
′′= ⋅ = 。 

进一步，由(4.5)式得， ( ) ( )
0

lim
2h

f x
f x θ

→

′′
′′ = 。即证得

0

1lim
2h

θ
→

= 。 

上述命题可以推广到更高阶导数。 
命题 4.2.设 ( )f x 在 x a= 有 1n + 阶导数，且 ( )1 0nf a+ ≠ ，由泰勒中值定理，存在 0 1θ< < ，使得

( ) ( ) ( )
( ) ( )

!

n
nf a h

f a h f a f a h h
n

θ+
′+ = + ⋅ + + ⋅ 。证明：

0

1lim
1h n

θ
→

=
+

。 

证明由泰勒中值定理 2， ( )f x 在 x a= 处带有拉格朗日余项的泰勒展开式为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

!

n
nf a h

f a h f a f a h h
n

θ+
′+ = + ⋅ + + ⋅ ， 0 1θ< <  

另一方面，带有佩亚诺余项的泰勒展开式为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

! 1 !

n n
n n nf a f a

f a h f a f a h h h o h
n n

+
+ +′+ = + ⋅ + + ⋅ + ⋅ +

+
  

两者相减，得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

! 1 !

n n n
n n nf a h f a f a

h h o h
n n

θ +
+ ++ −

⋅ = ⋅ +
+

 

两边同除 1nh + ，再同乘 !n ，得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11

1!
1

nn n n

n

o hf a h f a f a
n

h n h
θ

θ
θ

++

+

+ −
⋅ = + ⋅

+
 

又因 ( )1 0nf a+ ≠ ，上式两边令 0h → 得，
0

1lim
1h n

θ
→

=
+

。 

4.3. 微分方程的幂级数解 

如果函数 ( )f x 在 0x 的某个邻域 ( )0U x 内具有任意阶导数，则 ( )f x 在该邻域内的泰勒公式可以写为
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函数项级数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

20 0
0 0 0 0 0

0
0

0

2! !

!

n
n

n
n

n

f x f x
f x f x x x x x x x

n
f x

x x
n

∞

=

′′
′+ − + − + + − +

= −∑

 

 

由泰勒中值定理，可以得到下述定理。 
定理 4.3 设函数 ( )f x 在 0x 的某个邻域 ( )0U x 内具有各阶导数，则 ( )f x 在该邻域内能展开成泰勒级

数的充分必要条件是泰勒公式中的余项 ( )nR x 当 n →∞时的极限为零。 
前述我们主要讨论一元函数的泰勒公式和泰勒级数，多元函数也有相应的泰勒级数。泰勒级数属于

幂级数，在微积分学中应用广泛。比如求解常微分方程时，为了扩大微分方程的求解范围，需要用级数

解法求解某些微分方程。法国数学家柯西(Cauchy)是第一个从理论上研究初值问题幂级数解的数学家。

考虑如下的微分方程初值问题； 

( ) ( )0 0
d , ,
d
y f x y y x y
x
= = 。                                (4.6) 

这里函数 ( ),f x y 在区域 2G R∈ 内解析，即对于 G 内任一点 ( )0 0,x y ， ( ),f x y 在 ( )0 0,x y 的某个邻域

内可展开为收敛的泰勒级数 

( ) ( ) ( )0 0
, 0

, i j
ij

i j
f x y a x x y y

∞

=

= − −∑ 。 

柯西用优级数法证明了如下的存在唯一性定理[3]。 
定理 4.4 (柯西定理)如果函数 ( ),f x y 在矩形区域 2G R∈ 内可展开成 ( )0x x− 和 ( )0y y− 的一个收敛的

泰勒级数(幂级数)，则初值问题(4.6)在 0x 点的某个邻域内有一个解析解，而且它是唯一的。 
例 4.5 用幂级数解法求解 Airy 方程 

,y xy x′′ = −∞ < < ∞  

在 1x = 处展开的幂级数解。为此，把方程改写成 ( )1 1y x y′′ = + −   ，设其幂级数解的形式为 

( )
0

1 n
n

n
y a x

∞

=

= −∑ ，进而有 ( ) ( ) ( )2
0

2 1 1 n
n

n
y n n a x

∞

+
=

′′ = + + −∑ 。代入方程，再利用幂级数展式的唯一性得到

系数的递推公式，最后得到所求的幂级数解为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 5

0

3 4 5

1

1 1 1 1
1

2 6 24 30

1 1 1
1 .

6 12 120

x x x x
y a

x x x
a x

 − − − −
= + + + + + 

  
 − − −

+ − + + + + 
  





 

例 4.6 用幂级数解法求解微分方程 ( ) 21 x y x y′− = − 。 

解设
0

n
n

n
y a x

∞

=

= ∑ 是方程的解，代入方程，得 

( ) 1 2

1 0
1 ,n n

n n
n n

x na x x a x
∞ ∞

−

= =

− = −∑ ∑  

1 2

1 1 0
,n n n

n n n
n n n

na x na x a x x
∞ ∞ ∞

−

= = =

− + =∑ ∑ ∑  
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将上式左边第一个级数写成 ( )1
1

1 0
1n n

n n
n n

na x n a x
∞ ∞

−
+

= =

= +∑ ∑ ，则有 

( ) ( ) 2
1

0
1 1 n

n n
n

n a n a x x
∞

+
=

+ + − =  ∑ 。 

比较系数，得 

1 0 2 3 20, 2 0, 3 1,a a a a a+ = = − =  

( ) ( ) ( )11 1 0 3 .n nn a n a n++ + − = ≥  

即 ( )1 0 2 3 1
1 1, 0, , 3
3 1n n

na a a a a a n
n+
−

= − = = = ≥
+

， 

或写成 

( ) ( )1
2 2 3 4 2 1 2 , 4 ,

1 2 4 3 1n n
n n n na a n

n n n n n n−
− − − −

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ≥
− − −

  

于是方程的幂级数解为
( )

3 4 5
0 0

1 1 1 2
3 6 10 1

ny a a x x x x x
n n

= − + + + + + +
−

 。 

除此之外，可以用幂级数解法求解勒让德方程和用广义幂级数解法求解贝塞尔方程等。 

5. 结语 

本文主要探讨了泰勒中值定理的思想方法，利用泰勒公式证明了曲线凹凸性的判定定理，讨论了拉

格朗日余项中θ 的极限性质，以及泰勒级数在微分方程求解中的应用。事实上，泰勒中值定理及泰勒级

数在微积分学中具有非常重要和广泛的应用[4]，如近似计算，研究函数的性质等。利用幂级数不仅可以

计算某些函数的近似值，还可以计算一些定积分的近似值。此外，泰勒公式在很多工程技术问题中也有

重要应用[5]，比如利用泰勒公式可以推导出光学测量技术中变形函数的位移等。 
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