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摘  要 

随着无人机技术的快速发展，研究多无人机协同运动具有重要的现实意义。本文针对多架同质的无人机，

在障碍约束下考察其同时到达给定目标区域的问题。我们基于距离聚类的Euler方法构造近似可解集，进

而获得障碍情境下多无人机的可行轨迹。最后，数值仿真证明了理论结果的有效性。 
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Abstract 
With the rapid advancement of unmanned aerial vehicle (UAV) technology, there exists a signifi-
cant practical need to explore the collaborative motion of multiple UAVs. This paper investigates 
the simultaneous arrival problem of multiple unmanned aerial vehicles avoiding obstacles. The 
technique presented in the paper is based on constructions of the approximate solvability sets. 
The approximate solvability sets are constructed using the Euler method and selected by distance 
clustering. Subsequently, we analyze the obstacle situation for this system. Finally, we present si-
mulation results to demonstrate the effectiveness of our theoretical results. 
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1. 引言 

随着科技的迅猛发展，无人机编队控制技术逐渐成为人工智能和航空领域的热门研究方向[1]。无人

机，具备高机动性、强隐蔽性、低成本和灵活操作等特点，已经在军事和民用领域广泛应用，为各行各

业带来了全新的可能性。例如，在灾害评估和监视任务中，多架无人机可以协同搜索更大的区域，提高

效率[2]。而在军事任务中，多架无人机的协同攻击能力可以通过多方位覆盖实现更为精准和高效的目标

打击[3]。在实际作战任务中，多架无人机的协同配合能够通过能力互补提升整个无人机系统的作战效能

[4]。为了提高攻击的有效性和打击的突然性，可以设计多架无人机从不同的初始位置起飞，先集结到一

个位置形成紧密编队，然后从多个方向同时对一个或多个地面目标进行攻击。而本文的研究重点在于确

保不同初始位置的多架无人机在控制作用下能够同时到达指定的目标区域。 
早期对于多架无人机同时到达问题的研究多以路径规划为主[5]。McLain 等提出了基于协调变量与协

调函数的协同控制方法，通过路径规划实现了多架无人机同时到达的目标[6]。为了实现通信拓扑动态变

化的目标，同时解决[5]和[6]中集中式控制方法的缺陷，Beard 等提出了一种基于一致性算法的分散化解

决方案[7]。此外，Neto 等基于快速搜索随机树(RRT)算法，提出了多架无人机在障碍约束下的可行轨迹

[8]。针对现实中无人机之间通信延迟等情况，Makhdoom 等通过周期性调整无人机的速度和任务轨迹，

保证了在通信受限的情况下，多架无人机同时到达目标位置[9]。以上的研究主要基于一致性算法进行正

向求解，较少关注问题的逆向求解。目标逼近算法因其能够在相对短的时间内迅速收敛到较优解，提高

了问题求解的效率。此外，该算法通常具备一定的自适应性，能够适应环境的变化，在不同条件下依然

能够有效运行。为了确保多架无人机能够同时到达指定的目标区域，我们将多架无人机同时到达的问题

转化为目标逼近问题(approach problem)，并采用逆向求解的方法。 
值得指出的是，目标逼近问题的其中一种求解方法是使用可解集(solvability sets)来构造问题的解[10] 

[11] [12] [13] [14]。能够使无人机系统到达指定目标区域的初始状态集合称为系统的可解集。Ushakov 等

使用构造系统的可达集(attainability sets)与积分漏斗(integral funnels)的技术通过逆向求解逐步计算出了非

线性控制系统的近似可解集，应用 Euler 方法在每个时间区间内由分段常值控制得到了对应的欧拉多边形

线[15]，并提出像素法(pixel method) [16]来提高计算可解集的效率。Ershov 等基于 Ushakov 的算法研究了

在相位约束下控制系统的逼近问题，并依据可解集的概念给出了逼近问题的近似解[17]。 
本文主要研究 Menon 等提出的三维空间中的非线性多无人机模型[18]，在 Ushakov 算法基础上，为提高

计算效率，通过基于距离聚类的 Euler 方法来构造近似可解集。进一步探讨多架无人机同时到达的航迹规划

问题，在确保无人机之间和无人机与障碍物不发生碰撞的前提下，实现多架无人机同时到达指定的目标区域。 
本文主要分为以下五个部分：第二部分介绍了基本模型与问题描述，第三部分讨论了模型求解方法，

并且研究了如何避免无人机之间以及无人机与障碍物之间的碰撞问题，第四部分进行了数值模拟实验，

最后对研究内容进行了总结，并提出了未来可研究的方向。 

2. 预备知识 

2.1. 无人机模型 

假设编队中每架无人机采用[18]中的模型来描述无人机的飞行运动，不考虑地球曲率的影响，在时间
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段 [ ]0 ,t θ 上，其中，无人机编队中每架无人机的运动模型可以描述为 
cos cos
cos sin
sin

x v
y v
z v

α β
α β
α

=
=
=







                                    (1) 

其中 [ ]T, ,x y z 为无人机在惯性坐标系中的位置坐标，v 为无人机相对于地面坐标系的运动速度，下文简称

地速；α 为航迹角， β 为偏航角。动力学模型可以描述为 

( )
0
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T Dv g
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其中 m 为无人机的质量，g 为重力加速度， 0L 为升力，D 为阻力，T 为无人机发动机产生的推力控制量，

φ 为无人机方向舵与副翼产生的滚转角控制量， ( )0
gn L mg= 为无人机升降舵产生的过载控制量。 

在[19]中，对运动模型(1)进一步求导得到： 

xx u= ， yy u= ， zz u=  
其中 xu ， yu ， zu 与实际控制量之间的关系为 

( )
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其中 cos sinxy x yu u uβ β= + ，航迹角 ( )arcsin z vα =  ，偏航角 ( )arctan y xβ =   。 
设 [ ]T, , , , ,x y z vξ α β= ，

T
, ,x y zu u u u =   ，将(3)代入无人机运动与动力学模型(1)(2)，可以将无人机模

型描述为如下形式 

( )d , ,
d

f t u
t
ξ ξ= ， [ ]0 ,t t θ∈ ， u P∈                              (4) 

其中 t 表示时间。考虑到α 与 v 的实际意义， [ ]0 0, ,
2 2

α α α π π ∈ − ⊂ − 
 

， [ ],v a b∈ ，其中 , 0a b > ， 

[ ] [ ]4 6
0 0, ,a bξ α α∈ × − × ⊂  为系统状态变量，

T
, ,x y zu u u u P =   ∈ 为控制输入向量，P 为欧氏空间 3

 中

的紧集。 
对系统(4)分析，满足如下条件： 
条件 1 向量函数 ( ), ,f t uξ 在 [ ] [ ] [ ]4

0 0 0, , ,t a b Pθ α α× × − × × 上有界且连续可微，且对于任意有界闭区

域 [ ] [ ] [ ]4
0 0 0, , ,D t a bθ α α⊂ × × − × ，存在常值 ( ) ( )0,L L D= ∈ ∞ 使得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , ,f t u f t u Lξ ξ ξ ξ− ≤ − ， ( )( ), ,it u D Pξ ∈ × ， 1,2i = ， 

其中 f 为 f 在欧式空间的范数，且连续函数 ( ), ,f t uξ 的解可以在 D 内延展。 
条件 2 对于任意的 ( ) [ ] [ ] [ ]4

0 0 0, , , ,t t a bξ θ α α∈ × × × ， ( ) ( ){ }, , , :F t f t u u P Dξ ξ= ∈ ⊂ 是凸集。考虑到

条件 1 中 D 的定义，假设 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 2 1, , , , : , , , , 0, , 1,2imax f t u f t u t u D P t t iω δ ξ ξ ξ δ δ= − ∈ × − ≤ ∈ ∞ = 其 中 当 0δ → 时

( ) 0ω δ → 。定义紧集 A，B 之间的 Hausdorff 距离为 ( ),d A B ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , ,d F t F t L t t D t tξ ξ ω δ ξ ξ ξ ξ δ− ≤ + − ∈ − ≤ . 

2.2. 问题描述 

假设无人机系统(4)中的 N 个成员从不同位置出发并同时到达指定目标区域 *T ， 6M ⊂  为空间中的一

个紧集,且 ( ) [ ]{ }T
*

T, , , , , ,: ,x y z x y z vT Mα β= ∈ 。为实现多无人机安全到达目标区域，需要解决如下问题： 

问题 1 求解系统(4)的可解集 ( ) ( ){ }* * 0 * * *, : ,t t t tξ θ ξ ξ= ≤ < = ，满足对任意的 ( ),t ξ ∈ ，总是存在

容许控制 ( ) [ ]( )0 ,u t t t θ∈ ，保证 t θ= 时无人机能够到达目标区域，即 ( ) Mξ θ ∈ 。 
问题 2 对 ( ) ( )( )0 0,t ξ ∈ ，构造容许控制 ( )*u t ，形成运动轨迹 ( )* tξ [ ]( )0 ,t t θ∈ ，使 t θ= 时无人机能

够到达目标区域，即 ( )* Mξ θ ∈ 。 

问题 3 假设 ( ),t ξ ∈ ，寻找可以避免无人机之间及无人机与障碍物碰撞的容许控制 ( )u t ，形成运

动轨迹 ( )tξ [ ]( )0 ,t t θ∈ ，使 t θ= 时无人机能够到达目标区域，即 ( ) Mξ θ ∈ 。 

3. 多架无人机系统的目标到达问题 

第三部分采用构造近似可解集的方法解决多架无人机系统的目标到达问题。由于编队中每架无人机

的运动模型相同，本节重点分析单架无人机系统。首先对无人机系统进行逆向分析，同时使用 Euler 方法

对控制输入为分段常值的系统进行求解。 

3.1. 多无人机目标到达问题的近似可解集 

为解决问题 1，我们通过构造可解集来描述系统(4)的近似解。 
在许多控制问题与博弈问题中，可解集可以使用可达集与积分漏斗来构造[15]。对于系统(4)，可解

集 是θ 时刻目标逼近问题可解的初始状态集合，即问题 1 的解，满足在任意 中的初始状态

( ) ( ){ }* * 0 * * *, : ,t t t tξ θ ξ ξ≤ < = ，从而在控制作用下θ 时刻有 ( ) Mξ θ ∈ 。系统(4)在 [ ] [ ]4
0 0, ,a bα α× − × 空间

的可达集可以表示为 

( ) [ ] [ ]( )* 4 *
* * * 0 0 0 *, , , , ,X t t a b t t tξ ξ α α θ∈ × − × ≤ < ≤  

其中 ( )* *tξ ξ= 为在 *t t= 时的状态向量， ( )*
* *, ,X t t ξ 为在 *t 时刻状态向量的集合。由此，积分漏斗可表示

为 

( ) ( )( )
[ ]*

*

* *
* * * *

,

, , , ,
t t

X t t X t t
θ

ξ ξ
∈

=


( ) [ ] [ ] [ ]( )4
* * 0 0 0, , , ,t t a bξ θ α α∈ × × − × 。 

假设可达集 ( )*
* *, ,Y t t ξ 满足微分包含关系 

( )d ,
d

F t
t
ξ ξ∈ ， ( )* *tξ ξ= ， 

则可达集 ( )*
* *, ,X t t ξ 与 ( )*

* *, ,Y t t ξ 是一致的，集合 ( )*
* *, ,X t t ξ 是闭集。由 ( )*

* *, ,X t t ξ 有界，对于任意

的 ( ) [ ] [ ] [ ]4
* * 0 0 0, , , ,t x t a bθ α α∈ × × − × ， [ ]*

*,t t θ∈ ，集合 ( )*
* *, ,X t t ξ 在 [ ] [ ]4

0 0, ,a bα α× − × 中是紧集。 

为解决无人机系统(4)的目标逼近问题，可以考虑对系统进行逆向时间(backward time)分析[15]。对应

正向的时间 [ ]0 ,t t θ∈ ，定义逆向时间 [ ]0 0 ,t t tτ θ θ= + − ∈ ，则系统(4)转换为 
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( )d , ,
d

g v
t
ζ τ ζ= ， [ ]0 0 ,t t tτ θ θ= + − ∈ ，  v P∈ ，                      (5) 

其中 ( ) ( )0, , , ,g v f t vτ ζ θ τ ζ= − + − ， ( ) [ ] [ ] [ ]4
0 0 0, , , , ,v t a b Pτ ζ θ α α∈ × × − × × 。 

假设初始状态集合 ( ){ }0 0 0, :t Mζ ζ ∈ ，定义 ( )
0

0 0,
M

Z t
ζ

ζ
∈

=


 为系统 (5)的积分漏斗，因此对于

( ) [ ] [ ] ( ){ }4
0 0, , : ,t w a b t wα α= ∈ × − × ∈  ， [ ]0 ,t t θ∈ ，满足 

( ) ( ) [ ] [ ] ( ){ }4
0 0, , : ,t a bτ ζ α α τ ζ= = ∈ × − × ∈   ， 0t t θ τ= + − ， [ ]0 ,tτ θ∈ 。 

由于为 [ ] [ ] [ ]4
0 0 0, , ,t a bθ α α× × − × 中的紧集，因此由上述对应关系，为 

[ ] [ ] [ ]4
0 0 0, , ,t a bθ α α× × − × 中的紧集。 

在τ 时间轴上，对时间段 [ ]0 ,t θ 进行有限分割 { }0 0 1 1, , , Nt tτ τ τ θΓ = = = = ，其中步长 

1 0i i iτ τ+∆ = − = ∆ > ( )0, 1i N= − 都是相同的且 ( )∆ Γ = ∆的数值很小。 
对于每个 ( )iτ ( )1, 1i N∈ − 和 ( )

0

0 0,
M

Z t
ζ

ζ
∈

=


 满足如下递推关系 

( ) ( )( )1 1, ,i i i iZτ τ τ τ+ +=  ， 0, 1i N= − ，                          (6) 

其中 ( )*
* *, ,Z Zτ τ 为系统(5)在时间 [ ]*

0 ,tτ θ∈ ，由集合 ( ){ }* * * *, , Zτ ζ ζ ∈ ( )*
* 0 ,tτ τ ∈  中的初始状态得到的

可达集。 
事实上，对于非常小的时间间隔∆，在每个瞬时时刻 iτ ，即使 M 有着简单的几何形状我们都无法精

确计算集合 ( )( )1, ,i i iZ τ τ τ+  。因此，我们需要对这些集合进行近似计算。 
令 ( )1

a
iτ + ( )0, 1i N= − 为 [ ] [ ]4

0 0, ,a bα α× − × 中 ( )1iτ + 的近似，且 ( )1
a

iτ + 为有限集。假设存在充

分大的有界闭区域 ( ) ( ) [ ]{ } ( ) ( ) [ ]{ }0 0, : , , , : , ,mD t D t t t Dτ ζ τ ζ θ ξ ξ θ= ∈ × = ∈ × ，集合与集合 都包含在

其中，其中 [ ] [ ]4
0 0, ,D a bα α⊂ × − × ，在构造过程中我们使用到了上述区域。 

定义映射 ( ) ( ) ( )* *
* * * *, , , ,Z Z Zδτ τ τ τ ，其中 *

0 *t τ τ θ<≤ ≤ 且 *
*δ τ τ= − ， *Z 是 [ ] [ ]4

0 0, ,a bα α× − × 中

的有限集，在上述条件下有 
( ) ( ) ( ) ( )

* *

* *
* * * *, , , ,

Z
Z Z Zδ δ

ζ
τ τ τ τ ζ

∈

=


，                           (7) 

( ) ( ) ( ) ( )*
* * * * *, , ,Z Z Fδ δτ τ ζ δ τ ζ= − ，                           (8) 

其中映射 ( ) ( ) ( )* * * *, ,F δτ ζ τ ζ ( )( )* *, mDτ ζ ∈ 是 ( ) ( )* * * *, ,Fτ ζ τ ζ ( )( )* *, mDτ ζ ∈ 的有限数值近似，且

( ) ( ) ( )( )* * * *, , ,F f Pδ δτ ζ τ ζ= ， ( ) 3P δ ∈ 与 ( ) ( )* * * *, , ,F f Pτ ζ τ ζ= 满足下述不等式 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
* *

*
* * * *

,
sup , , ,

D
d F Fδ

τ ζ
τ ζ τ ζ δ

∈
≤                             (9) 

其中 ( )* δ 为正值函数， ( )0,δ ∈ ∞ ，且当 0δ → 时 ( )* 0δ → 。 
下面我们描述对集合 ( )1

a
iτ + 的构造过程。首先，定义有限元素的近似集合 ( )0

a τ ，且 

( ) [ ] [ ]4
0 0 0, ,a a bτ α α⊂ × − × 满足 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )*
0 0 0, ,a ad d Mτ τ τ σ= ≤ ∆                            (10) 

其中 ( )*σ δ 为正值函数， ( )0,δ ∈ ∞ ，且当 0δ → 时 ( )* 0σ δ → 。 
对于 ( )1

a
iτ + ( )0, 1i N= − ，满足如下递推关系 
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( ) ( ) ( )( )1 1, ,a a
i i i iZτ τ τ τ∆
+ +=                                (11) 

由系统(4)与(5)满足的条件，对 ( )1
a

iτ + ， 0, 1i N= − 也成立，与[20]估计相似 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 * * *
0, e iLa

i i id LKτ ττ τ σ τ τ ω−  ≤ ∆ + − ∆ + ∆ + ∆    ，            (12) 

其中 ( ) ( ), ,max , ,t u D PK f t uξ ξ∈ ×= < +∞。满足 

( ) ( )( )max , 0
i

a
i idτ τ τ∈Γ →  ， 0∆→ 。                        (13) 

因此， ( )a
iτ ( )0,i N= 是积分漏斗 在瞬时时刻 iτ ∈Γ ( )0,i N= 对应 ( )iτ 的近似。定义 ( )a

iτ

( )0,i N= 中元素个数为 ( )( )a
im τ ，由于随着 i 的增加， ( )( )a

im τ 会因为过大而无法进行有效计算，因

此，我们必须对 ( )a
iτ 进行稀疏化(thin)处理。 

下面我们将集合 ( )a
iτ 通过聚类的方法稀疏化得到 ( )a iτ

 。 
最大距离法(maxmin-distance)在聚类应用中得到了广泛的应用[21] [21]。首先，假设 ( )µ δ 为正值函数，

( )0,δ ∈ ∞ ，且满足 0δ → 时 ( ) 0µ δ → 。在集合 ( ) ( ){ }* *, , a
i iτ ζ ζ τ∈ ( )0,i N= 中选取任意的 ( )1,iτ ζ 作为

第一个聚点。同时计算 1ζ 与 ( )a
iζ τ∈ 之间的欧氏距离 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2 2 2* 2
1 1 1 1 1 1 1,d x x y y z z v vζ ζ α α β β = − + − + − + − + − + −  ， 

其中 [ ]T1 1 1 1 1 1 1, , , , ,x y z vζ α β= ， [ ] ( )T, , , , , a
ix y z vζ α β τ= ∈ 。 

选取满足与第一个聚点 1ζ 之间的欧氏距离最大的 2ζ ，记 ( ) ( )* *
2 1, max id dζ ζ τ= 。接下来继续选取其他

聚点，对于任意的 ( )a
iζ τ∈ ，分别与前两个聚点 1ζ ， 2ζ 之间的欧氏距离进行比较。假设 

( ) ( )* *
2 1, ,d dζ ζ ζ ζ≤ ，令 ( ) ( )* *

2,d dζ ζ ζ= 。若 ( ) ( ) ( )* *
max id dζ µ δ τ≥ ，则令ζ 为第三个聚点。由于 ( ), ,f t uξ

有界连续，则存在常值 hd ，使 ( )*
max i hd dτ ≤ 对 0,i N= 成立。令 ( ) ( )*µ δ δµ δ= ，其中 ( ) ( )*

hdµ δ µ δ= 。其

他的聚点按照上述条件选取，假设一共有 p 个聚点 ( ) ( ){ }1, , , ,i i pτ ζ τ ζ 。通过上述聚类过程，有限集 ( )a
iτ

( )0,i N= 中的元素个数会减少，并且随着 i 的增加，对应稀疏化后的集合中元素个数会减少。 

令 ( ) ( ) ( )( )0 0a
aCτ τ∆=


  ，且 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1, ,a ai i i iZ
C Zτ τ τ τ∆ ∆

+ +=

  ， 0, 1i N= − ，                 (14) 

作为 ( )a
iτ ( )0,i N= 稀疏化后的近似。由上述分析可知， 

( ) ( )( ) ( )0 0, a
ad τ τ µ≤ ∆


  。                           (15) 

对于 iτ ∈Γ， 1,i N= ，根据文献[20]，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 0 0 1 0 0

( )
1 0 0 1 0 0

0 0

, , , , , ,

, , , , ,

e ,

1 e

a a

a a

a

a a

L a
Z

L

d d Z Z

d Z C Z

d

τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ µ

µ

∆ ∆

∆ ∆∆

∆

∆

≤

≤ + ∆

≤ + ∆

+

 

 

   

 

 
，          (16) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 1 1 2 1 1

2 1 1 2 1 1

1 1

2

, , , , , ,

, , , , ,

e ,

1 e e

a a

a a

a

a a

L a
Z

L L

d d Z Z

d Z C Z

d

τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ µ

µ

∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆

∆ ∆

≤

+

≤ + ∆

≤ + + ∆

 

 

   

 

 
，          (17)

 

因此， 

( ) ( )( ) ( )
0

, ea

i
a qL

i i
q

d τ τ µ∆
=

≤ ∆∑
  ，                         (18) 

所以下面的估计是有效的 

( )
( )

( )
1

0

e 1e
e 1

i Li
qL

L
q

µ µ
+ ∆

∆
∆

=

−
∆ = ∆

−∑ ， 0,i N= ，                      (19) 

假设 r 是常值， 1 lnL r−∆ = ，1 r< ，则 
( ) ( )01e 1 e
e 1

iLi L

L
r

L

τ τ−+ ∆

∆

−
≤

∆−
， 1,i N= ，                          (20) 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 *, e i
a

La
i i

rd
L

τ ττ τ µ−≤ ∆


  ， 1,i N= 。                    (21)
 

由于 ( ) ( )j it τ=  ， 0i jt tτ θ+ = + ， i j N+ = ， 0,i N= ，并且近似集 ( ) ( )a a
j it τ=  ，如下不等

式成立
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * * *

, , ,

e

a a

j

a a
j j j j j j

L t
j

d t t d t t d t t

r t LK
L

θ σ µ θ ω−

≤ +

 ≤ ∆ + ∆ + − ∆ + ∆ + ∆ 
 

 
     


， 0,j N= ，  (22)

 

并且，有 

( ) ( )( )max , 0ajt j jt t∈Γ →


  ， 0∆→ 。                       (23) 

3.2. 基于 Euler 方法构造容许控制求解可行路径 

Euler 方法是一种数值求解方法，适用于连续的运动方程。对于多无人机系统而言，每架无人机都有

其运动方程，Euler 方法能够有效地处理这些微分方程，提供对系统状态的准确估计。本节描述通过 Euler
方法构造容许控制的过程[15]。 

首先，对于系统(5)，设 ( ) ( )0
0tζ ζ= ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
0 0 0 , ,f t vζ τ ζ τ τ θ τ ζ= − − + − 。                    (24)

 

对时间段 [ ]0 1,τ τ ，
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
1 1 0 0 0 , ,f t vζ τ ζ τ τ θ τ ζ= − − + − ，                      (25)

 

令 ( ) ( )1
1ζ ζ τ= ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
2 2 1 0 1, ,f t vζ τ ζ τ τ θ τ ζ= − − + − ，                      (26) 

继续递归下去，得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 0 , ,N N N

N N N Nf t vζ τ ζ τ τ θ τ ζ− − −
−= − − + − ，                  (27)

 

其中 ( ) ( )i
iζ ζ τ= ， ( ) ( )iv P ∆∈ ， { }0 0 1, , , Ntτ τ τ θΓ = = = ， 1i iτ τ+∆ = − ， 0, 1i N= − 。 

另一方面，由 Taylor 展式 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

*2 12 1

2 1
d d d

d 2! 1 !d d

i i nn
i

i i n

i

t nt t
τ τζ ζ ζ τζ τ ζ τ τ τ

++

+

−
= + − + + +

+
 ，            (28) 

其中
( ) ( )

*

*

i

i
ζ ζ τ= ， *i

τ 介于τ 与 iτ 之间。在时间段 [ ]1,i iτ τ + 上 

( ) ( )
( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )2 2
1 1 1

d d
d d

i i

i i i i i i iO O
t t

ζ ζζ τ ζ τ τ τ τ τ ζ τ+ + += + − + − = + ∆ + ∆ 。         (29) 

在时间段 [ ]1,i iτ τ + 上， 0, 1i N= − ，因为 ( ) ( )a aj it τ=
 
  ，i j N+ = ， 0,i N= ，所以对于集合 ( )0a t




中的任意一点 ( ) ( )0
0tξ ξ= ，存在 ( ) [ ]( )0 ,tζ τ τ θ∈ ，使得 ( ) ( )0N tζ τ ξ= 。由此，可以计算对应的 

( ) ( )ai iζ τ τ∈

 ， 0,i N= 。对于系统(4)，令 ( ) ( )1j iu v− = ，且 ( ) ( )j itξ ζ τ= ， 0j it tτ θ+ = + ，其中 i j N+ = ，

记录得到的控制 ( )*u t ，其中 

( ) ( ) ( )1* j iu t u v−= = ， 1,j jt t t− ∈   ， i j N+ = ， 1,j N= 。               (30) 

对于系统(4)，有 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, ,j j j j

jf t uξ ξ ξ− −= + ∆ ，                        (31) 

假设 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

1
ˆ ˆ ˆ, ,j j j j

jf t uξ ξ ξ− − −
−= + ∆ 。                       (32) 

令 ( ) ( )ˆ j
j

jξρ ξ= − ， 0,j N= 。由于 ( ) ( ) ( )0
0 0at tξ ξ= ∈


 ,从初始状态 ( ) ( )0*

0tξ ξ= 出发，通过控制 ( )*u t

构造可行路径 ( )* tξ ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

* * *
0 , , d

t

t
t t f s s u s sξ ξ ξ= + ∫ 。                      (33) 

与[15]计算类似， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )0

* *

*

* * *

,

ˆ ˆ, , ,

ˆ

12e

N N N

N N N N

L t

N N

t M t t t M

K
L

t t t t t M

θ

ρ ξ ρ ξ ξ ρ

ξ ξ ρ ξ

ξ

ξ ξ

ω σ µ−

≤ − + −

= +

 ∆ + ∆ + ∆ + ∆ 

+

<
 

             (34) 

定理 1 存在 ( )0,ε ∈ +∞ ，对上述时间分割Γ，若 ( ) 10
L

< ∆ Γ ≤ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )0 * * *12eL t K
L

θ ω σ µ ε−  ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ≤ 
 

，                      (35) 

则对任意 ( ) ( )0
0

a tξ ∈

 ，可以构造分段常值控制 ( ) ( )1* ju t u −= ， 1,j jt t t− ∈   ， 1,j N= ，形成运动轨

迹 ( )* tξ ，使得 ( ) ( )0*
0tξ ξ= 且 ( )* Mξ θ ∈ ，即每架无人机能够同时到达三维空间中的目标区域 *T 。 
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3.3. 障碍环境中多无人机航路规划 

在上一节中，我们成功求解了单架无人机的可行运动轨迹及其相应的控制方案。事实上，多架无人

机同时到达与其求解过程一致，即同时可以求出无人机编队中每架无人机的可行运动轨迹与容许控制。

接下来，我们将探讨三维空间中多架无人机的避碰模型。为了简化模型，我们将每架无人机视为球体，

将障碍物建模为直圆柱(见图 1)。 
 

 
Figure 1. Model of the UAV and straight cy-
linder obstacles 
图 1. 无人机与障碍物模型 

 

由定理 1，假设对第 i 架无人机的任意初始状态 ( ) ( )0 0a
i

i t tξ ∈

 ， 1,i N= ，容许控制 ( ) ( )1j

iu t u −= ，

1,j jt tt − ∈   ， 1,j N= ，形成运动 ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
0 0 0 ,: , 0,a

i
i j i i jt j Nt t t tξ ξ ξ ∈ ∈Γ ==


 。那么，无人机与障碍

物碰撞区域可以描述为 

( ) ( ) ( ){ }T 2 2 2 2, :, i OB ii i i OBxx y z w y w R rψ = − + − +≤ ，                    (36) 

无人机 1i 与无人机 2i 之间的碰撞区域为， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

T T 2 2 2 2, , , 2, , :i i i i i i i i i i i ix y z x y z z rx x y y zχ = − + − + ≤− 。          (37) 

由此，可以通过上述条件判断无人机是否与障碍物或其他无人机之间发生碰撞，进而选出可以安全

飞行且同时到达目标区域的无人机飞行路线。 
定理 2 对第 i架无人机的任意初始状态 ( ) ( )0 0a

i
i t tξ ∈


 ， 1,i I= ，存在满足定理 1条件的容许控制 ( )iu t ，

形成运动轨迹 ( )i tξ [ ]( )0 ,t t θ∈ ，使 t θ= 时无人机能够躲避上述碰撞区域并安全到达 *T 即 ( )i Mξ θ ∈ 。 

4. 仿真与分析 

为了验证理论结果的正确性，本节对第二节和第三节中求解的每架无人机的可解集和安全到达轨迹

进行了仿真验证。 
考虑在有限时间段 [ ]0,t θ∈ 上的每架无人机控制系统(4)，且在 t θ= 时每架无人机安全到达 *T 。由于

无人机的实际控制输入受限于无人机机动性能，且过大的控制输入可能会导致机器受损或寿命下降[23]。
设无人机的控制输入限制在一定范围内， 

max0 xu u≤ ≤ ， max0 yu u≤ ≤ ， max0 zu u≤ ≤  

其中 maxu 为控制输入的最大值。 
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设置控制系统的参数 1m = ， 0 10L = ， 6D = ， 9.80g = ， 30θ = ，且时间段 [ ]0,30 上的分割Γ的步长

0.5∆ = ， 0 0t = ， 30Nt = ，且控制输入 xu ， yu ， zu 从步长为 0.2 有限值集 [ ]0,1 中取，即 max 1u = 。假设每

架无人机要到达的目标为 ( )T
* 101 1, 01 8,9T = ，

T

101 101 98,30, ,
3 3

, ,M  =  
 

π π
，为简便计算，在靠近目标地点

的小邻域内不考虑无人机自身安全半径的影响。设 0t = 时，对 UAV1，UAV2，UAV3分别有： 

( )T0
1 127.55, 37.06, 285.00,7.35, 0.02,3.68ξ = − − − ， 

( )T0
2 126.38, 100.90, 356.16,8.35,0.36,2.99ξ = − − ， 

( )T0
3 127.75, 295.21, 694.41,30,1.05,1.05ξ = − − − 。 

 

 

 

Figure 2. Projections of 
1
a

  onto 1,2,3  for 17.5, 22.5, 27.5t t t= = =  

图 2. 无人机与障碍物模型对于 17.5, 22.5, 27.5t t t= = = ，
1
a

 在 1,2,3 的投影示意图 

 

以 UAV1为例，可以得到
1
a

 投影到 1,2,3 上的图像，如图 2 所示。假设 UAV1，UAV2，UAV3分别

从各自的初始位置出发，在控制作用下 30t = 时同时到达目标区域 *T ，对应的轨迹由图 3 所示。 
以 UAV1为例，其对应的控制 ( )*u t ， [ ]0,30t∈ 可由图 4 表示。 
假设每架无人机半径 0.5r = ，每个障碍物 3OBR = ，在 xoy 平面 OBw 的坐标分别为 ( )90, 10− 。 
图 5 表明，在可行路径中 UAV1可以选择图示的轨迹安全到达目标区域，对应的控制如图 6 所示，

确保了 UAV1，UAV2与 UAV3同时到达目标区域 *T ，其中红色的轨迹表示不被选择的 UAV1运行轨迹。 
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Figure 3. Projection of the motion ( )*
i tξ  onto 1,2,3  for [ ]0,30t∈ , 1,3i =  

图 3. 运动轨迹 ( )*
i tξ ， [ ]0,30t∈ ， 1,3i = 在 1,2,3 的投影示意图 

 

 

Figure 4. Control ( )*u t  of UAV1, [ ]0,30t∈  

图 4. UAV1控制 ( )*u t ， [ ]0,30t∈ 示意图 
 

 

Figure 5. Projection of the motion ( )i tξ  onto 1,2,3  for UAV1, UAV2, UAV3 with straight cylinder obstacles, 1,3i =  

图 5. UAV1，UAV2，UAV3的安全轨迹 ( )i tξ ， 1,3i = 在 1,2,3 的投影示意图 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.142062


崔燕 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.142062 640 理论数学 
 

 

Figure 6. Control ( )u t  of UAV1, [ ]0,30t∈  

图 6. UAV1控制 ( )u t ， [ ]0,30t∈ 示意图 

5. 结论 

本文研究了在障碍情境下多架无人机同时安全到达给定目标区域的问题，并提出了一个完整的求解

框架。通过将此问题转化为目标逼近问题，我们在 Ushakov 算法的基础上，构建了基于距离聚类的 Euler
算法，以求解每架无人机系统对应的可解集，并对求解过程中的估计进行误差分析，从而求解出安全路

径，以避免无人机与无人机及无人机与障碍物之间的碰撞。对于在数值仿真中，我们得到了多架无人机

的运动轨迹，仿真结果表明，多架无人机可以在障碍情境中避免碰撞并安全到达给定目标区域。 
本文对多架无人机同时安全到达目标区域的问题进行了研究，并取得了一定的研究成果。但是，还

存在以下问题需要进一步研究和完善：本文主要针对每架无人机分别求解可解集，未考虑无人机之间的

交互与信息传输。未来的研究可以扩展到考虑多架无人机之间的协同控制和通信，以实现更高效、更安

全的无人机集群任务。在这种情景下，需要开发新的算法，以考虑无人机之间的相互影响，并将其纳入

计算过程中。另外，多无人机系统需要具备智能决策机制，以在动态环境中做出实时的、协同的飞行决

策。这可能涉及集体智能算法、机器学习和人工智能技术的应用。因此，需要通过更多的试验，分析实

验数据，对控制参数进行修正，改进算法，为实际应用奠定基础。总体而言，利用目标逼近算法解决多

无人机同时到达问题不仅有望在各领域提升协同效率，还具有潜在的社会、经济和安全价值。然而，需

要在实际应用中不断验证和优化算法，以确保其在复杂环境下的稳健性和可靠性。 

参考文献 
[1] Giulietti, F., Innocenti, M. and Pollini, L. (2001) Formation Flight Control—A Behavioral Approach. Proceedings of 

the AIAA Guidance, Navigation, and Control Conference and Exhibit, Montreal, 6-9 August 2001.  
https://doi.org/10.2514/6.2001-4239 

[2] Erdelj, M., Krol, M. and Natalizio, E. (2017) Wireless Sensor Networks and Multi-UAV Systems for Natural Disaster 
Management. Computer Networks, 124, 72-86. https://doi.org/10.1016/j.comnet.2017.05.021 

[3] Toussaint, G.J., De Lima, P.G. and Pack, D.J. (2007) Localizing RF Targets with Cooperative Unmanned Aerial Ve-
hicles. 2007 American Control Conference, New York, 9-13 July 2007, 5928-5933.  
https://doi.org/10.1109/ACC.2007.4282657 

[4] Office of the Secretary of Defense USA (2007) Unmanned Systems Roadmap 2007-2032. 
[5] Beard, R.W., Mclain, T.W., Goodrich, M.A. and Anderson, E.P. (2003) Coordinated Target Assignment and Intercept 

for Unmanned Air Vehicles. IEEE Transactions on Robotics and Automation, 18, 911-922.  
https://doi.org/10.1109/TRA.2002.805653 

[6] McLain, T.W. and Beard, R.W. (2005) Coordination Variables, Coordination Functions, and Cooperative Timing Mis-
sions. Journal of Guidance Control and Dynamics, 28, 150-161. https://doi.org/10.2514/1.5791 

[7] Mclain, T.W., Beard, R.W., Nelson, D.B., Kingston, D. and Johanson, D. (2006) Decentralized Cooperative Aerial 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.142062
https://doi.org/10.2514/6.2001-4239
https://doi.org/10.1016/j.comnet.2017.05.021
https://doi.org/10.1109/ACC.2007.4282657
https://doi.org/10.1109/TRA.2002.805653
https://doi.org/10.2514/1.5791


崔燕 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.142062 641 理论数学 
 

Surveillance Using Fixed Wing Miniature UAVs. Proceedings of the IEEE, 94, 1306-1324.  
https://doi.org/10.1109/JPROC.2006.876930 

[8] Neto, A.A., Macharet, D.G. and Campos, M.F.M. (2010) On the Generation of Trajectories for Multiple UAVs in En-
vironments with Obstacles. Journal of Intelligent and Robotic Systems, 57, 123-141.  
https://doi.org/10.1007/s10846-009-9365-3 

[9] Makhdoom, I.H. and Qin, S.-Y. (2012) Simultaneous Arrival of Multiple UAVs under Imperfect Communication. Air-
craft Engineering and Aerospace Technology, 84, 37-50. https://doi.org/10.1108/00022661211194960 

[10] Chernous’ko, F.L. and Melikyan, A.A. (1978) Game Problems of Control and Search. Nauka, Moscow. 
[11] Chernous’ko, F.L. (1988) Estimating the Phase State of Dynamical Systems: Method of Ellipsoids. Nauka, Moscow. 
[12] Krasovskii, N.N. and Subbotin, A.I. (1974) Positional Differential Games. Nauka, Moscow. 
[13] Krasovskii, N.N. (1968) Theory of Motion Control: Linear Systems. Nauka, Moscow. 
[14] Subbotin, A.I. and Chentsov, A.G. (1981) Guarantee Optimization in Control Problems. Nauka, Moscow. 
[15] Ushakov, V.N., Ukhobotov, V.I., Ushakov, A.V. and Parshikov, G.V. (2015) On Solving Approach Problems for Con-

trol Systems. Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, 291, 263-278.  
https://doi.org/10.1134/S0081543815080210 

[16] Ushakov, V.N., Ukhobotov, V.I., Matviychuk, A.R. and Parshikov, G.V. (2018) On Some Nonlinear Control System 
Problems on a Finite Time Interval. IFAC-PapersOnLine, 51, 832-837. https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.11.442 

[17] Ershov, A., Ushakov, A.V. and Ushakov, V.N. (2019) An Approach Problem for a Control System and a Compact Set 
in the Phase Space in the Presence of Phase Constraints. Sbornik: Mathematics, 210, 1092-1128.  
https://doi.org/10.1070/SM9141 

[18] Menon, P.K. (1989) Short-Range Nonlinear Feedback Strategies for Aircraft Pursuit-Evasion. Journal of Guidance 
Control and Dynamics, 12, 27-32. https://doi.org/10.2514/3.20364 

[19] Menon, P.K., Sweriduk, G.D. and Sridhar, B. (1999) Optimal Strategies for Free-Flight Air Traffic Conflict Resolution. 
Journal of Guidance Control and Dynamics, 22, 202-211. https://doi.org/10.2514/2.4384 

[20] Ushakov, A.V. (2012) On One Version of Approximate Permitting Control Calculation in a Problem of Approaching. 
Vestnik Udmurtskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. Komp'yuternye Nauki, 4, 94-107.  
https://doi.org/10.20537/vm120408 

[21] Nie, R., Xu, W., Zhang, Z., Zhang, P., Pan, M. and Lin, J. (2019) Max-Min Distance Clustering Based Distributed 
Cooperative Spectrum Sensing in Cognitive UAV Networks. Proceedings of the ICC 2019 IEEE International Confe-
rence on Communications (ICC), Shanghai, 20-24 May 2019, 1-6. https://doi.org/10.1109/ICC.2019.8761421 

[22] Zhao, F., Yang, Y. and Zhao, W. (2017) Adaptive Clustering Algorithm Based on Max-Min Distance and Bayesian 
Decision Theory. IAENG International Journal of Computer Science, 44, 180-187.  

[23] 刘荣华, 刘树光, 张博洋, 等. 输入受限下多无人机三维协同路径跟踪控制[J]. 北京航空航天大学学报, 2022, 
48(6): 1038-1049. 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.142062
https://doi.org/10.1109/JPROC.2006.876930
https://doi.org/10.1007/s10846-009-9365-3
https://doi.org/10.1108/00022661211194960
https://doi.org/10.1134/S0081543815080210
https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.11.442
https://doi.org/10.1070/SM9141
https://doi.org/10.2514/3.20364
https://doi.org/10.2514/2.4384
https://doi.org/10.20537/vm120408
https://doi.org/10.1109/ICC.2019.8761421

	多无人机同时到达的可解集算法
	摘  要
	关键词
	On Solving Simultaneous Arrival Problems for Multiple UAVs System
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 预备知识
	2.1. 无人机模型
	2.2. 问题描述

	3. 多架无人机系统的目标到达问题
	3.1. 多无人机目标到达问题的近似可解集
	3.2. 基于Euler方法构造容许控制求解可行路径
	3.3. 障碍环境中多无人机航路规划

	4. 仿真与分析
	5. 结论
	参考文献

