
Pure Mathematics 理论数学, 2024, 14(2), 482-491 
Published Online February 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2024.142047  

文章引用: 禹鸥洋, 任芳国. 关于矩阵数字特征的一些注记[J]. 理论数学, 2024, 14(2): 482-491.  
DOI: 10.12677/pm.2024.142047 

 
 

关于矩阵数字特征的一些注记 

禹鸥洋，任芳国* 

陕西师范大学数学与统计学院，陕西 西安 
 
收稿日期：2023年12月25日；录用日期：2024年1月5日；发布日期：2024年2月23日 

 
 

 
摘  要 

根据矩阵数字特征的定义，结合矩阵Lie积的定义，利用矩阵迹的性质，矩阵数字特征的性质，以及密度

矩阵的性质，对由Hermite矩阵组成的实线性空间Hn上的一些数字特征进行了数值计算并且给出了一个

例子，其次对WY相关系数进行改造使其成为矩阵空间上的半内积并且利用矩阵范数、矩阵迹及矩阵数字

特征的性质得出了改造后的WY相关系数与原WY相关系数、斜信息以及协方差的关系，获得了原WY相关

系数和斜信息的一些性质，并给出改造后的WY相关系数的一个应用。这些结果将在量子信息论中具有一

定的应用。 
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Abstract 
According to the definition of matrix numerical characteristics, combined with the definitions of 
Lie product of matrix, using the properties of matrix traces, matrix numerical characteristics, and 
density matrix, numerical calculations were performed on some numerical characteristics on real 
linear space Hn composed of Hermite matrices, and an example was given, secondly, the WY corre-
lation coefficient was modified to become a semi inner product in the matrix space, and the rela-
tionship between the modified WY correlation coefficient and the original WY correlation coeffi-
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cient and skew information, as well as some properties of covariance, the original WY correlation 
coefficient and skew information, were obtained using the properties of matrix norm, matrix trace, 
and matrix numerical characteristics, and an application of the modified WY correlation coeffi-
cient was also presented. These results will have certain applications in quantum information 
theory. 
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1. 引言 

近年来量子信息的研究与应用受到国内外的广泛关注，而概率与矩阵是研究量子信息的重要的不可

缺少的工具，如量子信息论中主要的研究对象(态、量子测量及量子运算)与概率及矩阵密不可分[1] [2] [3]。
矩阵数字特征在量子信息中有着广泛的应用，比如量子测量、量子态的度量、量子熵等[1]，因此矩阵数

字特征在量子信息中扮演着重要的角色。斜信息作为一个重要的数字特征于 1963 年在[4]中被介绍，并且

WY 相关系数及斜信息一直受到有关专家学者的青睐[4]-[16]。在量子信息中，Hermite 矩阵又被称作可观

测量，Hermite 矩阵的数字特征与量子信息中的量子测量理论和不确定性关系等密切相关，并且由于任何

一个矩阵都可以写成一个 Hermite 矩阵与一个反 Hermite 矩阵的和，所以 Hermite 矩阵空间上的数字特征

对整个矩阵空间上数字特征的研究具有重要的价值；WY 相关系数作为矩阵的一个数字特征，它与量子信

息中的不确定关系和量子态的量化密切相关，同时斜信息作为 WY 相关系数的一个特殊情形，它与量子

信息中的许多量子关联量密切相关，所以对 Hermite 矩阵空间上的数字特征和 WY 相关系数的研究具有一

定的价值。在文献[4]-[14]研究的基础上，主要利用矩阵理论，对由 Hermite 矩阵组成的实线性空间 Hn上

的一些数字特征进行数值计算并对 WY 相关系数进行改造使其成为矩阵空间上的内积，同时运用矩阵范

数，矩阵迹以及矩阵数字特征的性质给出协方差，WY 相关系数及斜信息的一些性质，得到的结论将为矩

阵在量子信息理论中的应用提供有力的研究工具。 

2. 符号说明与预备知识 

2.1. 符号说明 

为了简述方便，我们对文中符号进行说明：Mn表示所有 n 阶复矩阵组成的复线性空间，Hn表示所有

n 阶 Hermite矩阵组成的实线性空间，In表示 n 阶单位矩阵， *A 和 ( )Tr A 分别表示矩阵 A 的共轭转置和迹；

不特别说明，矩阵空间 Mn上的默认标准内积为 ( ) ( )*,X Y Tr X Y= ，其中 , nX Y M∈ 。其它未作说明的符号、

概念及术语参见文献[1] [2] [3]。 

2.2. 预备知识 

定义 1 [1]设 nA M∈ 是 Hermite 矩阵。如果 A 是迹为 1 的半正定矩阵，则称 A 是密度矩阵，并称秩为

1 的密度矩阵为纯态，秩大于 1 的密度矩阵为混合态。 
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定义 2 [2]设 nP M∈ 是密度矩阵， , nX Y M∈ 。 

( ) ( )PE X Tr PX≡ ； 

( ) ( )( ) ( )( )( )*
P P n P nV X Tr P X E X I X E X I≡ − − ； 

( ) ( )( ) ( )( )( )*
,P P n P nCov X Y Tr P X E X I Y E Y I≡ − − ； 

( ) ( )* *,PCorr X Y Tr PXY PX PY≡ − ； 

( ) ( )* * .PI X Tr PXX PX PX≡ −  

分别称为 X 关于 P 的期望、X 关于 P 的方差、X 与 Y 关于 P 的协方差、WY 相关系数及斜信息。 
定义 3 [2]设 , nX Y M∈ 。称 [ ],X Y XY YX≡ − 为矩阵空间 Mn上关于 X 与 Y 的 Lie 积。 
定义 4 在矩阵空间 Mn上定义二元函数 ( ),G

PCorr ⋅ ⋅ ，其中 

( ) ( ) ( )* * * .1, , ,
2

G
P nCorr X Y Tr PXY PY X Tr PX PY X Y M= + − ∀ ∈

 

定义 5 nA M∀ ∈ ，矩阵空间 Mn上的 Frobenius 范数 FA 定义为 ( )
1

* 2
FA Tr A A =    

引理 1 设 , nA B M∈ 是 Hermite 矩阵。则 
(1) ( )Tr AB 是实数； 
(2) 如果 ,A B 是半正定矩阵，则 ( )Tr AB 是非负实数，且 ( ) 0Tr AB = 当且仅当 0AB = 。 
证明 (1) 由于 A 是 Hermite 矩阵，则存在酉矩阵 U，使得 ( )*

1, , nU AU diag λ λ= Λ =  ，其中 i Rλ ∈ 。

再由 B 是 Hermite 矩阵知， ( )*
ij n

U BU b= 的对角元 iib R∈ ，则 

( ) ( ) ( )* * *
1 i iii

nTr AB Tr U AUU BU Tr U BU b Rλ
=

= = Λ = ∈∑ 。 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )( )* 2

2
Tr AB Tr A A B B Tr A B B A Tr A B A B A B= = = 


= 


，则 

( ) 0Tr AB ≥ ，且 ( ) 0Tr AB = ，当且仅当 0A B = ，当且仅当 0AB = 。 
根据矩阵迹的性质及引理 1 易得： 
引理 2 给定半正定矩阵 nP M∈ ， nM 上的二元函数 ( )1, ,6if i =  分别为 nM 上的半内积，定义如下：

, nX Y M∀ ∈  
(1) ( ) ( )*

1 ,f X Y Tr PXY= ； 

(2) ( ) ( )*
2 ,f X Y Tr PY X= ； 

(3) ( ) ( ) ( )*
3 ,f X Y Tr PX Tr PY= ； 

(4) ( ) ( )*
4 ,f X Y Tr PX PY= ； 

(5) ( ) ( )* *
5 ,f X Y Tr PXY PX PY= + ； 

(6) ( ) ( )* *
6 ,f X Y Tr PY X PX PY= + 。 

引理 3 [2]设 f 是向量空间 V 上一个半内积。则 

(1) ( ) ( ) ( )2
, , , , ,f x y f x x f y y x y V≤ ∀ ∈ ； 

(2) 由 f 诱导的 V 上的一元实函数 ( ), ,f x x x V∀ ∈ 是 V 上的一个半范数。 
引理 4 设 nP M∈ 是密度矩阵， , , nX Y Z M∈ ， , Cλ µ∈ ， nU M∈ 是酉矩阵，则 
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(1) ( ) ( ) ( ) ( )*,PCov X Y Tr PXY Tr PX Tr PY= − ； 

(2) ( ) ( ), ,P PCov X Y Cov Y X= ； 

(3) ( ) ( ) ( ), , ,P P PCov X Y Z Cov X Z Cov Y Zλ µ λ µ+ = + ； 

(4) ( ) 0PV X ≥ ； 

(5) ( ) ( ), ,P PCorr X Y Corr Y X= ； 

(6) ( ) ( ) ( ), , ,P P PCorr X Y Z Corr X Z Corr Y Zλ µ λ µ+ = + ； 

(7) (i) ( ) ( )*
* *, ,P U PU

Cov X Y Cov U XU U YU= ； 

(ii) ( ) ( )*
* *, ,P U PU

Corr X Y Corr U XU U YU= ； 

(8) ( ),PCov ⋅ ⋅ 是矩阵空间 nM 上的一个半内积； 

(9) ( )PV ⋅ 是矩阵空间 nM 上的一个半范数； 

(10) ( ) ( )*
*

PU PU
V U XU V X= ， ( ) ( )*

*
PU PU

I U XU I X= 。 

证明 由定义 2 且通过直接计算可知(2)，(3)，(5)，(6)，(7)成立，下证(1)，(4)，(8)，(9)，(10)。 

(1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* *

* *

*

*

*

,P P P P P n

P P P P

P P P P

P P

Cov X Y Tr P XY E Y X E X Y E X E Y I

Tr PXY E Y Tr PX E X Tr PY E X E Y Tr P

Tr PXY E Y Tr PX E X Tr YP E X E Y

Tr PXY E X E Y

Tr PXY Tr PX Tr PY

= − − +

= − − +

= − − +

= −

= −

 

(4) 由 ( )PV ⋅ 的定义及(1)知， ( ) ( ) ( ) 2*
PV X Tr PXX Tr PX= − 。再由柯西不等式知， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 *2 * *Tr PX Tr PX P Tr PX PX Tr P P Tr PXX P Tr P Tr PXX = ≤ = = 

 
，所以

( ) 0PV X ≥ 。 

(8) 由(2)，(3)，(4)可知，(8)成立。 
(9) 由(8)及引理 3 可知，(9)成立。 
(10) 由(7)可知，(10)成立。 

引理 5 设 nP M∈ 是密度矩阵， , nA B H∈ 。则 ( ) [ ]( )1, ,
2PIm Cov A B Tr P A B
i

= 。 

证明 由引理 4 (1)可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]( )2 , , , ,P P PiIm Cov A B Cov A B Cov A B Tr P AB BA Tr P A B= − = − = ，所以 

( ) [ ]( )1, ,
2PIm Cov A B Tr P A B
i

= 。 

3. 主要结论 

讨论在实线性空间 Hn上数字特征的数值计算。由引理 4 (7)，(10)可知，下面讨论的数字特征具有酉

相似不变性，再由于任何一个 Hermite 矩阵都酉相似于一个对角矩阵，因此将密度矩阵取为非负对角矩

阵。下面结合矩阵 Lie 积的定义，利用迹的循环性(即 ( ) ( )Tr XY Tr YX= ，其中 X 是m n× 矩阵，Y 是 n m×
矩阵)，密度矩阵 P 的性质(即 ( ) 1Tr P = )，矩阵数字特征的性质(引理 4)，对由 Hermite 矩阵组成的实线性

空间 Hn上的一些数字特征进行数值计算。 
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定理 1 设 ( )1, , n nP diag Mλ λ= ∈ 是密度矩阵， ( ) ( ),ij ij nA a B b H= = ∈ 。则 

(1) ( ) 1P i iii
nE A aλ
=

=∑ ，且 { } ( ) { }min maxii P iia E A a≤ ≤ ； 

(2) ( ) ( )22

1 1 1
n n

P i ij i iii j i
nV A a aλ λ

= = =
= −∑ ∑ ∑ ； 

(3) ( ) ( )( )1 1 1 1, n
P i ij ij i ii i iii j

n n
i
n

iCov A B a b a bλ λ λ
= = = =

= −∑ ∑ ∑ ∑ ； 

(4) [ ]( ) ( ) ( )1, 2 k j kj kjk j n
nTr P A B i Im a bλ λ
≤ < ≤

= −∑ ； 

(5) ( ) ( ) 2

1 2P i j i j i
n

jk j nI A aλ λ λ λ
≤ < ≤

= + −∑ ； 

(6) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 2P k j k j kj kj k j kj kjk j
n

nCorr A B Re a b i Im a bλ λ λ λ λ λ
≤ < ≤

= + − + −∑ 。 

证明 (1) 由定义易知， ( ) 1P i iii
nE A aλ
=

=∑ 。由引理 1 可知 ( )PE A 是实数，又由于 

1TrP = ，所以 1 1ii
n λ
=

=∑ ，故 ( ) 1P i iii
nE A aλ
=

=∑ 是 iia 的一个凸组合 1,2, ,i n=  ，因此 

{ } ( ) { }min maxii P iia E A a≤ ≤ 。 

(2) ( ) ( ) ( )( ) ( )2222
1 1 1P i ij i iii j

n
i

n nV A Tr PA Tr PA a aλ λ
= = =

= − = −∑ ∑ ∑ 。 

(3) 由于 ( ) 1 1 i ij ij
n
i j

nTr PAB a bλ
= =

= ∑ ∑ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1,P i ij ij i ii i iii j i
n n n n

iCov A B Tr PAB Tr PA Tr PB a b a bλ λ λ
= = = =

= − = −∑ ∑ ∑ ∑ 。 

(4) 

[ ]( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 1 1 1

1

1

1

,

2 .

n n n n

n

k kj kj j jk jkk j k j

k j kj kj kj kjk j n

k j kj kj kj kj kj kj kj kjk j n

k j kj kjk

n

n
j n

Tr P A B Tr PAB PBA

a b b a

a b b a

Re a b iIm a b Re a b iIm a b

i Im a b

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

= = = =

≤ < ≤

≤ < ≤

≤ < ≤

= −

= −

= − −

= − + − −

= −

∑ ∑ ∑ ∑
∑
∑
∑

 

(5) 

( ) ( )

( )

2

2 2

1 1 1 1

2

1 2 .

P

i ij i j iji j i j

i j i j ijk j n

n n n n

n

I A Tr PA PA PA

a a

a

λ λ λ

λ λ λ λ

= = = =

≤ < ≤

= −

= −

= + −

∑ ∑ ∑ ∑

∑

 

(6) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 1 1 1

1

1

,

2

n n n

P

k kj kj k j kj kjk j k j

k k j kj kj k k j kj kj j k j jk kjk j k j n

k k j kj kj kj kj j k j kj kj kj kjk j n

k j k j kj

n

n n

kj

n

k

Corr A B Tr PAB PA PB

a b a b

a b a b a b

Re a b iIm a b Re a b iIm a b

Re a b i

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

= = = =

≠ ≤ < ≤

≤ < ≤

= −

= −

= − = − + −

= − + + − +

= + − +

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑

∑

( ) ( )( )1 j kj kjk j
n

n Im a bλ
≤ < ≤

−∑

 

推论 1 设 ( )1 2 2,P diag Mλ λ= ∈ 是密度矩阵， ( ) ( ) 2,ij ijA a B b H= = ∈ ， ( ) 2ijX x M= ∈ 。则 

(1) [ ]( ) ( ) ( ) 22 2
1 2 12 12, 4Tr P A B Im a bλ λ= − ； 

(2) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2 12 1 2 122 1 2PI A a aλ λ λ λ λ λ= + − = − ； 

(3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 12 12 1 2 12 12, 2PCorr A B Re a b i Im a bλ λ λ λ λ λ= + − + − ； 
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(4) ( ) ( ) 2 2 2 2* *
1 1 1

2 2
1P i ij i j iji j i jI X Tr PXX PX PX x xλ λ λ

= = = =
= − = −∑ ∑ ∑ ∑ 。 

定理 1 对 Hn上的一些数字特征进行了计算，并且给出了具体的计算结果。由于 Mn中的任何一个矩

阵都可以写成一个 Hermite 矩阵与一个反 Hermite 矩阵的和，所以研究 Hn上的数字特征对 Mn上的数字特

征的研究有着很大的价值，故定理 1 中对 Hn上数字特征的计算结果将有助于对 Mn上数字特征的研究。 
下面给出一个计算 H2上数字特征的例子。 

例 1 设

1 0
3

20
3

P

 
 
 =
 
 
 

，
0 1
1 0

A  
=  
 

，
0

0
i

B
i

− 
=  
 

。则 

(1) 由 ( ) 1
2

P i iiiE A aλ
=

=∑ 知， ( ) 0PE A = ， ( ) 0PE B = ； 

(2) 由 ( ) 1
2

1
2

i ij iji jTr PAB a bλ
= =

= ∑ ∑ 知， ( ) 1 2 1,
3 3 3PCov A B i i i= − = − ； 

(3) 由 ( ) ( )22

1 1 1
n n

P i ij i iii j i
nV A a aλ λ

= = =
= −∑ ∑ ∑ 知， ( ) 1PV A = ， ( ) 1PV B = ； 

(4) 由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 12 12 1 2 12 12, 2PCorr A B Re a b i Im a bλ λ λ λ λ λ= + − + − 知， 

( ) ( )1 2 1,
3 3 3PCorr A B i Im i i = − = − 

 
。由 ( ) ( ) 2

1 2 1 2 122PI A aλ λ λ λ= + − 知， ( ) ( )2 21
3P PI A I B= − = ，由

[ ]( ) ( ) ( ) 22 2
1 2 12 12, 4Tr P A B Im a bλ λ= − 知， [ ]( ) 2 4,

9
Tr P A B = ，故 ( ) ( )

[ ]( ) 2
,11

9 4P P

Tr P A B
V A V B = ≥ = ，即

( ) ( )
[ ]( ) 2

,

4P P

Tr P A B
V A V B ≥ ，这便是量子信息中 Heisenberger 不确定性关系的常见形式。 

由例 1 可以看出矩阵数字特征与量子信息中的不确定性关系密切相关。 

例 2 设

1 0
3

20
3

P

 
 
 =
 
 
 

，
1 2 4

0 2 3
i i

X
i

+ + 
=  + 

。则 

( )*

1 0 1 2 4 1 03 16
2 0 2 3 2 4 2 30
3

i i i
Tr PXX Tr

i i i

  
   + + −    = =  + − −        

 

( )*

1 10 01 2 4 1 0 28 20 23 3
0 2 3 2 4 2 3 32 20 0

3 3

i i i
Tr PX PX Tr

i i i

    
    + + −    +    = =       + − −            

 

( ) ( ) ( ) ( )* *
20 1 228 20 2, 16 0

3 3P PCorr X X I X Tr PXX PX PX
−+

= = − = − = < 。 

由例 2 可以看到存在密度矩阵 P，使得矩阵空间 2M 上的 WY 相关系数 ( ),PCorr ⋅ ⋅ 不满足半内积的非

负性，所以存在密度矩阵 P 使得 ( ),PCorr ⋅ ⋅ 不是矩阵空间 2M 上的半内积。对任意的 , nX Y M∈ 以及密度矩

阵 P，现在对 WY 相关系数 ( ) ( )* *,PCorr X Y Tr PXY PX PY≡ − 进行改造，将其变为 

( ) ( ) ( )* * *1,
2

G
PCorr X Y Tr PXY PY X Tr PX PY≡ + − 。 
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下面证明 ( ),G
PCorr ⋅ ⋅ 是矩阵空间 nM 上的半内积并利用矩阵迹的性质(即 ( ) ( )Tr XY Tr YX= ，其中 X 是

m n× 矩阵，Y 是 n m× 矩阵)、矩阵范数的性质(即 0FA ≥ ， nA M∀ ∈ 且 0FA = 当且仅当 0A = )、以及矩

阵数字特征的性质(引理 4)，得出 ( ),G
PCorr ⋅ ⋅ 以及 ( ),PCorr ⋅ ⋅ 、协方差、斜信息的一些性质并给出 ( ),G

PCorr ⋅ ⋅

的一个应用。 
定理 2 设 nP M∈ 是密度矩阵， , nA B H∈ ， , nX Y M∈ 。则 
(1) ( ),G

PCorr ⋅ ⋅ 是矩阵空间 nM 上的一个半内积； 
(2) 若 X 是正规矩阵，则 ( ) ( ) ( ), , 0G

P P PCorr X X Corr X X I X= = ≥ ； 
(3) 如果 P 是一个纯态，则 ( ) ( ), ,P PCorr X Y Cov X Y= ； 

(4) (i) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,
4

G
P P P PCorr A B Re Corr A B I A B I A B= = + − − ； 

(ii) ( ) [ ]( ) ( )1, , ,
2 PPIm Corr A B Tr P A B Im Cov A B
i

= = ； 

(iii) ( )
2

2 , 0P
F

I A P A = ≥  ，即当 nA H∈ 时， ( ) 0PI A ≥ ； 

(iv) ( ) 0PI A = 当且仅当 ( ) { }|nA C P X H PX XP∈ = ∈ = ， ( ){ }| 0n Pdim A H I A n∈ = ≥ . 

证明 (1) ( ),G
PCorr ⋅ ⋅ 是矩阵空间 nM 上的一个半内积；根据前面引理 2、引理 3 和引理 4 的论述，只

需证明非负性即可。由柯西不等式及算术-几何不等式知， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

** * *

* * * *1
2

Tr PX PX Tr PX X P Tr PXX P Tr X P PX

Tr PXX Tr PX X Tr PXX Tr PX X

 = ≤ 
 

= ≤ +
。 

再由 ( ) ( ) ( )1, 0
2

G
P n nCorr I I Tr P P Tr P= + − = 知， ( ),G

PCorr ⋅ ⋅ 是矩阵空间 nM 上的一个半内积。 

(2) 若 X 是正规矩阵，则由(1)可知 ( ) ( ) ( ), , 0G
P P PCorr X X Corr X X I X= = ≥ 。 

(3) 如果 P 是一个纯态，由 ( ) 1r P = 及 ( ) 1Tr P = 知，P 只有唯一的非零特征值 1，再由 P 是半正定矩

阵知，存在单位向量 nCα ∈ ，使得 *P αα= ，于是 P 是一个正交投影矩阵，有 2P P P= = ，则 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

** * * * * * * * *

* * * *

Tr PX PY Tr X Y Tr X Y Tr X Y

X Y Tr X Tr Y Tr PX Tr PY

αα αα α α α α α α α α

α α α α αα αα

= = =

= = =
， 

所以 ( ) ( ), ,P PCorr X Y Cov X Y= 。 

(4) (i) 由 ( )( ) ( ) ( )( )( )2 21
2

Tr P AB BA Tr P A B A B+ = + − − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

2
P PCorr A B Corr A B Tr PAB Tr PBA Tr PA PB Tr PB PA

Tr PAB Tr PBA Tr PA PB

+ = + − −

= + −
 

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
1
4

1
4

A B A B A B A B
Tr PA PB Tr P P

Tr P A B P A B P A B P A B

P A B P A B P A B P A B

Tr P A B P A B P A B P A B

+ + − + − − 
=  

 

= + + − + −

+ − + − − −

= + + − − −
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可知， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2

1 1, , ,
2 2
1 1
4 4
1
4

P P P

P P

Re Corr A B Corr A B Corr A B Tr P AB BA Tr PA PB

Tr P A B P A B P A B Tr P A B P A B P A B

I A B I A B

= + = + −

= + − + + − − − − −

= + − −

 

(ii) 由

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,P PCorr A B Corr A B

Tr PAB PA PB Tr PBA PB PA

Tr PAB Tr PBA Tr PB PA Tr PA PB

Tr PAB Tr PBA

−

= − − −

= − + −

= −

 

及引理 5 可知 

( ) ( )( ) ( ) [ ]( ) ( )1 1 1, ( , ) , , , .
2 2 2p P P PIm Corr A B Corr A B Corr A B Tr PAB PBA Tr P A B Im Cov A B
i i i

= − = − = =  

(iii) ( )
2

2 ,P
F

I A P A =   ，因为 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2

221 1 ,
2 2

P

F

I A Tr PA PA PA Tr PAA P PA PA

Tr PA PA A P Tr PA A P P A

= − = −

   = − − = − − =   

，所以 ( ) 0PI A ≥ 。 

(iv) 由 ( )
2

2 ,P
F

I A P A =   知， ( ) 0PI A = 当且仅当
2

, 0
F

P A  =  ，当且仅当 , 0P A  =  ，进而有

( ) ( ) ( ) ( )PA P PA P A P PA P A P P AP= = = = = ； 

如果 PA AP= ，于是由 P 是 P 的多项式可知， PA A P= ，故 ( ) 0PI A = 。由于 ( )A C P∈ ，P 是半

正定矩阵，则存在酉矩阵U，使得

11
*

m

k

m k

I

U PU
I

λ

λ

 
 

=  
 
 

 ，其中 ( )1, ,i i mλ =  非负互不相同且 1 ii
m k n
=

=∑ ，

于是 ( )
1

* | , 1, ,
i i

m

k

k k

k

X

C U PU X H i m
X

  
  

= ∈ =  
  
  

  ，再由 nH 作为实线性空间是 2n 维的知，

( )* 2
1 ii

mdim C U PU k
=

= ∑ ，故由 ( )PI ⋅ 具有酉相似不变性及酉相似保持可交换性知， 

( ) ( )*dim C P dim C U PU n= ≥ 。 

下面给出改造后的 WY 相关系数 ( ),G
PCorr ⋅ ⋅ 的一个应用。 

推论 2 设 nP M∈ 是密度矩阵， , nA B H∈ ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 21 1
16 16P P P P P PI A B I A B I A I B I A B I A B+ − − ≤ ≤ + + −  

证明 因为 , nA B H∈ ，所以 A 和 B 是正规矩阵，故由定理 2 (2)知， ( ) ( ),G
P PCorr A A I A= 且 

( ) ( ),G
P PCorr B B I B= ，由定理 2 (4)的(i)和(iii)知， ( ) ( ) ( )( )1,

4
G
P P PCorr A B I A B I A B= + − − 且 ( )PI A B+ 和

( )PI A B− 是实数，又由于 ( ),G
PCorr ⋅ ⋅ 是矩阵空间 nM 上的一个半内积，则由引理 3 (1)知， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,G G G G
P P P P P PCorr A B Corr A B Corr A A Corr B B I A I B≤ ≤ = 。即 

( ) ( )( ) ( ) ( )21
16 P P P PI A B I A B I A I B+ − − ≤ 。 

另一方面，由于 ( )PI ⋅ 是由矩阵空间 nM 上的一个半内积 ( ),G
PCorr ⋅ ⋅ 诱导出来的半范数，满足平行四

边形法则，于是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12
2P P P P P PI A I B I A I B I A B I A B≤ + = + + − ，即有 

( ) ( ) ( ) ( )( )21
16P P P PI A I B I A B I A B≤ + + − ，所以综上，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 21 1
16 16P P P P P PI A B I A B I A I B I A B I A B+ − − ≤ ≤ + + −  

注意：不一定有 ( ) ( )
[ ]( ) 2

,

4P P

Tr P A B
I A I B ≥ 成立。 

例 3 设

1 0
5

40
5

P

 
 

=  
  
 

，
0 1
1 0

A  
=  
 

，
0

0
i

B
i

− 
=  
 

。 ( ) ( )
[ ]( ) 2

,

4P P

Tr P A B
I A I B ≥ 不成立。 

由 ( ) ( ) 2
1 2 121 2PI A aλ λ= − 知， ( ) ( )4 11

5 5P PI A I B= − = = 。由 

[ ]( ) ( ) ( ) 22 2
1 2 12 12, 4Tr P A B Im a bλ λ= − 知， [ ]( ) 21 9,

4 25
Tr P A B = ，则 

( ) ( )
[ ]( ) 2

, 1 9 8 0
4 25 25 25P P

Tr P A B
I A I B −

− = − = < ，即有 ( ) ( )
[ ]( ) 2

,

4P P

Tr P A B
I A I B < 。 

例 4 对于给定的密度矩阵 P，不一定有 ( ) ( ), ,G
P PCorr X Y Corr X Y= ， , nX Y M∈ 。 

当 P 为纯态时，设
1 0
0 0

P  
=  
 

，
0 1
1 0

X  
=  
 

，
0

0
i

Y
i

− 
=  
 

，可得 * 0
0
i

XY
i

 
=  − 

， * 0
0
i

Y X
i

− 
=  
 

，

( )*Tr PXY i= ， ( )*Tr PY X i= − ，于是 ( ) ( ) ( ) ( )* * * *1,
2

G
PCorr X Y Tr PXY PY X Tr PX PY Tr PX PY= + − = − ，

( ) ( ) ( ) ( )* * *,PCorr X Y Tr PXY Tr PX PY i Tr PX PY= − = − ，所以 ( ) ( ), ,G
P PCorr X Y Corr X Y≠ 。 

4. 总结 

本文首先对 Hermite 矩阵组成的实线性空间 Hn上的一些数字特征进行了数值计算，并且给出了一个

具体的例子，通过例子体现了矩阵数字特征与量子信息中的不确定性关系密切相关。其次对原有的 WY
相关系数进行改造，使其成为矩阵空间 Mn上的内积并且通过矩阵范数、矩阵迹以及矩阵数字特征的性质，

得出了改造后的 WY 相关系数与原 WY 相关系数和斜信息之间的关系以及矩阵协方差，原 WY 相关系数和

斜信息的一些性质，并且给出了改造后的 WY 相关系数的一个应用以及斜信息不一定满足 Heisenberger
不确定性关系的一个例子。所获得的结果充实并完善了矩阵数字特征的性质，为矩阵在量子信息中的研

究和应用提供了理论资源。 
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