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摘  要 

复变函数是理工科数学教学的一门重要基础课。复围线积分是其中最核心的内容之一，因此掌握复围线

积分是最重要的能力。本文通过一道经典复积分题目的求解，对此问题进行解剖分析，举一反三，以促

进对复变函数最核心的知识点——柯西积分定理，柯西积分公式，高阶导数公式，复合闭路定理及留数

定理的理解和掌握，最后也给出Matlab对此类问题解决的简单方法。 
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Abstract 
Complex function is an important basic course in mathematics teaching for science and engineer-
ing students. Complex contour integral is one of the core contents, so mastering complex contour 
integral is the most important ability. This article dissects and analyzes this problem through solv-
ing a classic complex integral, and draws inferences to promote the understanding and mastery of 
the core knowledge points of complex function, such as Cauchy integral theorem, Cauchy integral 
formula, higher order derivative formula, composite closed circuit theorem and residue theorem. 
Finally, it also gives a simple method for solving such problems in Matlab software. 
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1. 引言 

复变函数是高等院校理、工科普遍开设的一门基础课，也是一些相关研究生入学考试的一门复试课

程。复变函数在自然科学和工程技术中有广泛的应用。比如俄国的茹柯夫斯基在设计飞机的时候，就用

复变函数论解决了飞机机翼的结构问题。在数学领域的许多分支也都应用了复变函数的理论，它已经深

入到微分方程、积分方程、概率论和数论等学科，对它们的发展有着重要影响。 
复变函数的课程内容与先修课程高等数学有很多类似的内容，也可以说是在实变函数中的推广和发

展。因而我们在教学中采用一个重要的教学方法就是类比法。特别是基础概念，从复变函数的定义、极

限、连续、导数乃至积分的定义形式都有密切的联系，但是我们的教学重点应该关注两者之间的不同点。

这样才能抓住本质，融会贯通。其中积分部分，高等数学的定积分利用牛顿–莱布尼兹公式，在复平面

也有类似的公式，因此计算定积分并不是复变函数课程的重点，计算复围线上的积分才是本课程的重点

和难点，也是重要的考点。 
是否掌握复围线上的积分也是判断学生是否理解复变函数课程本质的关键点。复变函数的围线积分

不仅仅是理论上复的被积函数在封闭曲线上的复积分计算，它还可以用来求解原函数不易求出的定积分

和反常积分，比如在研究阻尼振动时遇到的 Dirichlet 积分；在研究光的折射时的 Fresnel 积分等。 
本文正是基于上述考虑，对复围线上积分进行探索，让学生掌握复围线积分计算，这一个课程核心

内容。在文献[1]的第三章第 7 题(7)，笔者通过观察学生解答中，发现存在各种普遍的问题。此题非常典

型，属于复围线积分的核心类型，非常有必要进行总结分析。本文对此进行了讨论，以帮助读者对复变

函数课程核心知识点的理解和掌握。 

2. 主要内容 

下面我们给出本文的研究对象，一道关于被积函数为有理函数，在圆周上的复积分。通过此题的求

解过程，理解和掌握柯西积分定理、柯西积分公式、高阶导数公式，以及留数定理去求解复围线积分。 

例：计算沿给定曲线正向的积分：
( )( )2 2

d
1 4C

z
z z+ +∫ ，

3:
2

C z = 。 

为了叙述方便设 ( ) ( )( )2 2

1
1 4z

R z
z+ +

= 。 

2.1. 解法一 

令 ( )( )2 21 4 0z z+ + = ，则 , 2z i z i= ± = ± 为被积函数 ( )R z 的四个奇点；只有 z i= ± 含于围线 C 的内部；

为了利用柯西积分公式，首先在 C 内以 i 为中心作一个正向圆周 C1，以−i 为中心作一个正向圆周 C2 (如
图 1)，C1与 C2互不相交，那么被积函数 ( )R z 在由 C，C1和 C2所围成的区域内是解析的。 
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Figure 1. Two singular points within the perimeter 
图 1. 围线内 2 个奇点情况 

 

根据复合闭路定理，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

1 2

1 2

2 2 2 2 2 2

2 2

d d d
1 4 1 4 1 4

d d .
4 4

C C C

C C

z z z
z z z z z z

z z
z i z i z z i z i z

= +
+ + + + + +

= +
+ − + + − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

  

 

 

易见，函数
( )( )2

1
4z i z+ +

和
( )( )2

1
4z i z− +

分别在C1和C2的内部解析，故由柯西积分公式我们有 

( )( )( )
( )( )

( )( )1 1

2

2 2

1
4d 1 1d 2 ,

34 4C C

z i

z i zz z i
z iz i z i z z i z

=

+ +
= = π =

−+ − + + +∫ ∫ 

 

( )( )( )
( )( )

( )( )2 2

2

2 2

1
4d 1 1d 2 .

34 4C C

z i

z i zz z i
z iz i z i z z i z

=−

− +
= = π = −

++ − + − +∫ ∫ 

 

于是， 

( )( )2 2

d 1 1 0.
3 31 4C

z
z z

= − =
+ +∫  

注 2.1 研究复围线积分的常规思路：先考虑被积函数在围线 C 内的性质，是否无奇点；如果无，即被积

函数在围线 C 内解析，由柯西积分定理得积分得零；如果有奇点，则分情况考虑内 C 奇点的个数，若被积函

数在 C 内只有 1 个奇点，直接利用柯西积分公式可得；若被积函数在 C 内有几个(多于 1 个)奇点，就不能直

接利用柯西积分公式来计算沿闭曲线 C 的积分，常需要在 C 内作几个互不相交的小圆将它们分离，应用复合

闭路定理将沿C的积分转化为沿各小圆周的积分之和，再利用柯西积分公式分别计算。此解法为最常规做法。 

2.2. 解法二 

由于 ( ) ( )( ) 2 22 2

1 1 1 1
3 1 41 4 zz

R z
zz

=  = − + ++ +  
，故 
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( )( ) 2 2 2 22 2

d 1 1 1 1 1 1 1d d d .
3 3 31 4 1 41 4C C C C

z z z z
z z z zz z

 = − = − + + + ++ +  ∫ ∫ ∫ ∫   

 

由于 2
1

4z +
的两个奇点 2z i= ± 在C的外部，故由柯西积分定理得 

2
1 1 d 0.
3 4C

z
z

=
+∫  

而 

2
1 1 1 1 1 1 1 1d d d d .

2 2 21C C C C
z z z z

i z i z i i z i i z iz
 = − = − − + − ++  ∫ ∫ ∫ ∫   

 

直接由柯西积分公式知 
1 1d 0, d 0,

C C
z z

z i z i
= =

− +∫ ∫ 

 

从而 

( )( )2 2

d 0.
1 4C

z
z z

=
+ +∫  

注 2.2 此解法首先要观察被积的有理函数简单分解，应用了柯西积分定理及柯西积分公式，形式及

计算量简单。避免了使用复合闭路定理，但是要求对有理函数分解直观能力较强的学生。 

2.3. 解法三 

由于只有两个奇点 z i= ± 含于C的内部，故将被积函数 ( )R z 进行分解为 ( )
2 2
1 1

1 4 4 ,
2

z z
i

R
z i

z
z i

 
 + +− − + 
 

=  

从而 

( )( )
2 2 2 2

2 2

1 1 1 1
d 1 1 14 4 4 4d d d .

2 2 21 4C C C C

z z z z zz z z
i z i z i i z i i z iz z

 
 + + + += − = − − + − ++ +  
 

∫ ∫ ∫ ∫   

 

直接由柯西积分公式可得： 

2 2

2 2

1 1
1 2 1 24 4d 2 , d 2 .

3 34 4C C
z i z i

z zz i i z i i
z i z iz z= =−

+ += π ⋅ = π = π ⋅ = π
− ++ +∫ ∫ 

 

我们有 

( )( )2 2

d 0.
1 4C

z
z z

=
+ +∫  

注 2.3 此解法[2]首先要深刻认识到被积函数在 C 的内部只有两个奇点，因而对被积函数的分解具有

针对性，只分解分母的一部分，这样分解成两个积分，每个积分只有一个奇点，从而只需要应用柯西积

分公式，形式及计算量简单。此方法要求对柯西积分公式及有理函数分解直观能力非常强的学生。 

2.4. 解法四 

类似解法一，令 ( )( )2 21 4 0z z+ + = ，则 , 2z i z i= ± = ± 为被积函数 ( )R z 的四个奇点；对被积函数逐步
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降次分解我们有 

( )( )
[ ]

2 2

2 2 2 2

d
1 4

1 1 1 1 1 1 1d d d
3 3 31 4 1 4
1 1 1 1 1 1 1 1d d
3 2 3 4 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1d d d d ,
6 6 12 2 12 2

C

C C C

C C

C C C C

z
z z

z z z
z z z z

z z
i z i z i i z i z i

z z z z
i z i i z i i z i i z i

+ +

 = − = − + + + + 
   = − − −   − + − +   

= − − +
− + − +

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



  

 

   

 

此时由柯西积分公式知 

1 1d 2 , d 2 .
C C

z i z i
z i z i

= π = π
− +∫ ∫ 

 

由柯西积分定理知 

1 1d 0, d 0.
2 2C C

z z
z i z i

= =
− +∫ ∫ 

 

我们有 

( )( )2 2

d 0.
1 4C

z
z z

=
+ +∫  

注 2.4 此解法首先要观察到被积的有理函数可逐步降次分解，只应用了柯西积分公式，形式及计算

量简单。避免了使用复合闭路定理，需要理解在复数域内：任何有理函数，若分母为零时只有单根，一

定可以分解为分母是一次的有理函数之和(可参考文献[3])。即 

( ) ( )0

10

,     0, 0; .
m n

m i
n mn

i in

b z bR z a b n m
za z a
β
α=

+ +
= = ≠ ≠ >

−+ + ∑



 

2.5. 解法五 

由于被积函数 ( )R z 在C的内部只有两个一级极点 z i= ± ，故 

( ) ( ) ( )( )2 21
1 1Res

4
, lim ,

6z i z z
R z i z i

i→
= − =  + +  

( ) ( ) ( )( )2 21
1 1Res m ,

4
, li

6z i z z
R z i z i

i→
− = + = −

+ +
  

根据留数定理，我们有 

( )( ) ( ) ( ){ }2 2

d 2 0.
1 4

Res , Res ,
C

R zz i
z z

i R z i= π
+

+ =  +
  ∫  

注2.5 此解法利用了教材[1]中第五章留数的方法，超出第三章知识点范围，此方法本质上也是复合

闭路定理的推广，可以总结此法让学生总复习阶段对围线积分进行比较。 

2.6. 解法六 

MATLAB计算复围线积分，可以利用residue函数求留数命令，但是不容易记忆。实际上，可以参考

文献[4]，采用最简单的利用参数方程求定积分或者求极限命令即可。 
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2.6.1. 利用参数方程法 

先把围线C化为参数方程 ( ) ( ) [ ]3 3cos sin 0,2
2 2

z t i t t π= + ∈, 。 

MATLAB 程序及结果如下： 
>> syms z t     %定义符号变量 
>> z=3/2*cos(t)+3/2*i*sin(t)  %定义圆周参数方程 
>> f=1/((z^2+1)*(z^2+4))  %定义被积函数 f 
>> int f=int(f*diff(z),0,2*pi)  %调用 int 函数计算积分 
int f = 0 

2.6.2. 利用求极限命令 
首先理论部分：由于被积函数 ( )R z 在 C 的内部只有两个一级极点 z i= ± ，其次利用 MATLAB 计算

函数在两点的留数，在 MATLAB 窗口输入： 
>> syms z     %定义符号变量   
>>f=1/((z^2+1)*(z^2+4));  %定义函数 ( )f z  
>>limit(f*(z-i), z, i);   %函数在 z i= 处留数. 
ans=－i/6; 
>> limit(f*(z+i), z, -i);  %函数在 z i= − 处留数. 
ans=i/6; 
即函数在 z i= 处的留数为−i/6；在 z i= − 处的留数为 i/6。从而由留数定理得积分为 0。 
注 6：2.6.1 方法转化为实积分，其命令与高等数学积分命令一致；2.6.2 方法在学习留数理论之后可

以发现留数的计算规则之一就是算极限。 

3. 推广与总结 

在总结上述题目的各类解法之后，我们可以对上述例题进行变形，从而加深学生对例题的理解。比 

如变式 1：当围线 C 为
1
2

z = 。这时问学生所求积分是多少？显然，四个奇点都在围线 C 外，不用计算， 

 

 
Figure 2. Four singular points within the perimeter 
图 2. 围线内 4 个奇点情况 
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由柯西积分定理，直接给出答案为 0。再给出变式 2：当围线 C 为 3z = 。这时问学生所求积分是多少？

显然这个时候就困难一些，我们发现在围线 C 内有四个奇点。可以提出如下问题，上述解法哪些还适用

并给出解答？回答：解法一、解法四、解法五、解法六成立，解法二、三不成立。为了方便比较，我们

给出其中的解法一、四的解答。相关的复积分的解法，也可以参考文献[5] [6] [7]。 

3.1. 解法一 

令 ( )( )2 21 4 0z z+ + = ，则 , 2z i z i= ± = ± 为被积函数 ( )R z 的四个奇点都在于C的内部；为了利用柯西 
积分公式，以四个奇点为圆心作互不相交的小圆 1 2 3 4, , ,C C C C ，那么被积函数 ( )R z 在由在 1 2 3, , ,C C C C 和 4C
的所围成的区域内是解析的(如图2)。 

根据复合闭路定理，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

1 2

3 4

1 2

3 4

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

d d d
1 4 1 4 1 4

d d
1 4 1 4

d d
4 4

d d .
1 2 2 1 2 2

C C C

C C

C C

C C

z z z
z z z z z z

z z
z z z z

z z
z i z i z z i z i z

z z
z z i z i z z i z i

= +
+ + + + + +

+ +
+ + + +

= +
+ − + + − +

+ +
+ + − + + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

 

 

 

 

易见，函数
( )( )2

1
4z i z+ +

、
( )( )2

1
4z i z− +

、
( )( )2

1
2 1z i z+ +

和
( )( )2

1
2 1z i z− +

分别在 1 2 3, ,C C C 和 4C 的

内部解析，故由柯西积分公式我们有 

( )( )( )
( )( )

( )( )1 1

2

2 2

1
4d 1 1d 2 ,

34 4C C

z i

z i zz z i
z iz i z i z z i z

=

+ +
= = π =

−+ − + + +∫ ∫ 

 

类似地有 

( )( )( )2 2

d 1 ,
34C

z
z i z i z

= −
+ − +∫  

( )( )( )3 2

d 1 ,
61 2 2C

z
z z i z i

= −
+ + −∫  

( )( )( )4 2

d 1 ,
61 2 2C

z
z z i z i

=
+ + −∫  

于是， 

( )( )2 2

d 1 1 1 1 0.
3 3 6 61 4C

z
z z

= − − + =
+ +∫  

3.2. 解法四 

令 ( )( )2 21 4 0z z+ + = ，则 , 2z i z i= ± = ± 为被积函数 ( )R z 的四个奇点；对被积函数逐步降次分解，我

们有 
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( )( )2 2

d 1 1 1 1 1 1 1 1d d d d .
6 6 12 2 12 21 4C C C C C

z z z z z
i z i i z i i z i i z iz z

= − − +
− + − ++ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫    

 

此时由柯西积分公式知 

1 1d 2 , d 2 .
C C

z i z i
z i z i

= π = π
− +∫ ∫ 

 

1 1d 2 , d 2 .
2 2C C

z i z i
z i z i

= π = π
− +∫ ∫ 

 

我们有 

( )( )2 2

d 0.
1 4C

z
z z

=
+ +∫  
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