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摘  要 

有限非交换群的非交换图是一类简单无向图，它以群的非中心元为顶点，两顶点相邻接当且仅当它们的

乘积不可交换。本文研究了p3阶群的非交换图的相关谱性质，包括邻接谱、拉普拉斯谱，拟拉普拉斯谱

以及正规拉普拉斯谱等。 
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Abstract 
Non-commuting graphs of finite non-abelian groups are a class of simple undirected graphs that take 
the non-central elements of the group as vertices, and two vertices are adjacent if and only if their 
product is non commutative. This paper investigates the spectral properties of non-commuting 
graphs of groups of order p3, including adjacency spectra, Laplace spectra, quasi-Laplace spectra, and 
normal-Laplace spectra. 
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1. 引言 

近几十年，有关群上的图及其代数结构的相互关系方面研究产生了很多有趣的结果，该课题也引起了人

们的极大关注。人们可以有很多种方式将一个群和图相关联，本文考虑有限群的非交换图。设 G 是一个有

限非交换群，G 的非交换图 ( )GΓ 是一个简单无向图，它以 ( )G Z G− 中的元素为顶点集，这里 ( )Z G 是 G 的

中心，对任意两个顶点 ,x y 相邻当且仅当 xs 和 y 作为群 G 中的元素满足 xy yx≠ 。这个概念是由匈牙利数学

家 Paul Erdös 在 1975 年首次引入的。此后，该领域的研究人员对该课题进行了广泛研究，见[1] [2] [3]等。 
在图的相关谱理论中，特征向量、特征值和拉普拉斯矩阵等有着举足轻重的地位。有限群的图谱理

论也是研究非交换图的有力工具，它通过利用图的邻接矩阵，拉普拉斯矩阵等的特征向量和特征值来研

究非交换图的性质和结构，这些特征向量和特征值与非交换图的结构和性质密切相关。谱图理论在许多

领域都有应用，包括计算机科学、物理学、化学、生物科学、社会科学等。是近年备受关注的理论，在

[4] [5] [6] [7]中利用上述定义的非交换图，计算在不同的有限非交换群下的各类谱。 
本文主要对一类非交换 p-群，即 p3阶群的非交换图进行研究，得到不同结构的 p3阶群的所有非交换

图是一致的，近一步计算了该图的邻接谱、拉普拉斯谱以及拟拉普拉斯谱的参数等。 

2. 预备知识 

首先介绍本文涉及到的一些符号，参考[8]-[13]。 
定义 1 [8]设Γ是一个图，Γ的顶点集 ( )V Γ 中的两个元素 u 和 v 相邻，记为 ~u v ，所有与顶点 v 相

邻的顶点的总数称为 v 的度数，记为 vd 。图Γ的邻接矩阵记为 ( ) ( )ijA aΓ = ，其中如果 ~i jv v ，则 1ija = ，

如果 iv 和 jv 不邻接，则 0ija = 。图Γ的度矩阵记为 ( ) ( )ijD dΓ = ，其中如果 ~i jv v ， 1ijd = ；否则 0ijd = 。 
定义 2 [9]设 G 是一个非交换群，记非交换图为 ( )GΓ ，令 ( )Z G 是群 G 的中心，取 ( )\G Z G 中的元

素为图的顶点集，即 ( )( ) ( )\V G G Z GΓ = ，对任意两顶点 ( )( ),x y V G∈ Γ ，若 ~x y 当且仅当 x 和 y 作为群

G 中的元素满足 xy yx≠  
定义 3 [10]设图Γ的邻接矩阵为 ( )A Γ ，度矩阵为 ( )D Γ ，称 ( ) ( ) ( )L A DΓ = Γ − Γ 为图Γ的拉普拉斯矩

阵；称 ( ) ( ) ( )Q A DΓ = Γ + Γ 为拟拉普拉斯矩阵，称 ( ) ( )ijΓ =  为正规拉普拉斯矩阵，其中如果 i j= 且

0
ivd ≠ ，则 1ij = ；如果 ( )i jv v E∈ Γ ，则 ( ) 1 2

i jij v vd d
−

= − ，其它情况 0ij = 。 

定义 4 [10]设 B 为 n 阶对称矩阵， ( )det I Bλ − 为 B 的特征多项式， ( )1,2, ,i i nλ =  是其特征值，B 的

谱是指其所有不同的特征值以及它们（作为特征多项式的根）的重数，将 B 的谱记为 

( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2

n

n n
SpecB

m m m
λ λ λ
λ λ λ

 
=  
 





 

这里 ( )i im λ 表示 iλ 的重数；称 { }max , 1, ,i i nλ =  为 B 的谱半径。 
一个图 Γ的邻接谱(拉普拉斯谱、拟拉普拉斯谱、正规拉普拉斯矩阵)即为其对应的邻接矩阵 ( )A Γ  

( ( )L Γ 、 ( )Q Γ 、 ( )Γ )的谱，将邻接谱中最大的特征值称作该图的指标，记作 r。 

定理 2.1 [10]设 r是图G的指标， kλ 是图G邻接矩阵的特征值，图G是 r-正则图当且仅当 2

1

1 n

i
i

r
n

λ
=

=∑ 。 
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引理 2.2 令 nJ 是一个全部元素都 1 为 n n× 的矩阵，则 ( ) ( )1det n
nI kJ nkλ λ λ−− = − 。 

引理 2.3 [11]阶为 p3的非交换群有以下两种： 
2 1 1

1 , | 1, 1,p p pG a b a b bab a− += = = = ， 

1 1
2 , , | 1 , ,p p pG a b c a b c a b ab c ac ca bc cb− −= = = = = = =, 。 

特别地，当 2p = 时，阶为 p3的非交换群只有以下两种：二面体群 D8和四元数群 Q8。 
引理 2.4 根据非交换图的定义可以将 ( )1GΓ 中的顶点集可以记为以下形式： ( )( )1 0

p
ii

V G U
=

Γ =


，其

中： { } ( ){ }2 11
0 1, , , 1, , , , p pp kpU a a a a −−= −   ，1 1k p≤ ≤ − ，

( ) ( ){ }1 1 1, , , ,i i i p p p im p in ni p
iU a b a b a b− + −+ −=   ，

1 i p≤ ≤ ， 0 1im p≤ ≤ − ，1 1in p≤ ≤ − ，。并且对 iU 与 jU ，若 i j≠ ， iU 与 jU 中任意元素都不可交换，

反之，都可交换。 
证明：由于

2 1 1
1 , | 1, 1,p p pG a b a b bab a− += = = = ，易知， 1G 的任意元素可以写成如下形式： m na b ，

20 1m p≤ ≤ − ， 0 1n p≤ ≤ − 。 

如果两个元素 m na b 和 m na b′ ′ 两个元素可交换，那么就有 m n m n m n m na b a b a b a b′ ′ ′ ′= ，所以将两侧都写成上

述形式，有 ( ) ( ) '1 1n nm m p m m pn n n na b a b′ ′+ + + +′ ′+ += ，化简可得 nm p mn pa a′ ′= ，所以 ( )0 modnm mn p′ ′− ≡ ，由此式可

知群 1G 的中心 ( ) ( ){ }1
1 1, , , , , p pp kpZ G a a a −=   。下证 ( )1 10

p
ii

U G Z G
=

= −


，由于 ( )1 10

p
ii

U G Z G
=

⊆ −


，只

需证对任意 i jU U =∅ ， i j≠ ，对 0i = 时，这个结果是显然的，而对 0i ≠ 且 0j ≠ ，存在 
j j ji i i m p jn nm p in na b a b++ = 即 i jn n= ，( ) ( ) ( )20 modi j im m p i j n p− + − ≡ ，由于 ( )i jm m p− 和 ( )20 mod p 能被 p

整除，所以 ( ) ii j n− 被 p 整除，所以 i j= ，矛盾。由此可知两集合中的元素个数是一样的，即 

( ) ( )2
1 10

1p
ii

U G Z G p p
=

= − = −


，所以 ( )1 10

p
ii

U G Z G
=

= −


。然后证明对任意 , ix y U∈ ，有 xy yx= 成立，

当 0i = 时，结果是显然成立的，现考虑 0i ≠ ，令 i i im p in n
ix a b U+= ∈ ， i i ih p ik k

iy a b U+= ∈ ，由于 

( ) ( ) ( ) ( )0 modi i i i i i i i i im p in k h p ik n m k h n p p+ − + = − ≡ 所以交换，最后证明对任意 ix U∈ ， jy U∈ ，i j≠ ，

xy yx≠ ，当 0j = 时，令 i i im p in nx a b+= ， my a= ，则有 jp mn ，所以 ,x y 不交换，而当 0i ≠ 和 0j ≠ 时，

令 i i im p in nx a b+= ， j j jh p jk ky a b+= ，由于 ( ) ( ) ( ) ( )i i j j j i i j j i j im p in k h p jk n m k h n p i j k n+ − + = − + − 显然 

( ) j ii j k n− 不被 p 整除，所以 ,x y 不交换。 

引理 2.5 根据非交换图的定义可以将 ( )2GΓ 中的顶点集可以记为以下形式： ( )( )2 0

p
ii

V G U
=

Γ =


，其

中 { } { }1 1 1
0 1, , , , 1, , , ,m k p p k pU a c a c c c− − −= −    ，

( ){ }11 1, , , ,i i i i pn in ki p p
iU ba b a c b a c−− −=   ， 1 i p≤ ≤ ，

1 1in p≤ ≤ − ，0 1ik p≤ ≤ − 。并且对 iU 与 jU ，若 i j≠ ， iU 与 jU 中任意元素都不可交换，反之，都可交

换。 
证明：容易判断 2G 中的任意元素都可以写成如下形式： n m kb a c ，0 , , 1n m k p≤ ≤ − 。如果两个元素 n m kb a c

和 n m kb a c′ ′ ′ 可交换，类似地，得到 ( )0 modnm mn p′ ′− ≡ ，由此可知群 2G 的中心 ( ) { }12 1, , , pZ G c c −=  。下

证 ( )2 20

p
ii

U G Z G
=

= −


，由于 ( )2 20

p
ii

U G Z G
=

⊆ −


，只需证明对任意 i jU U =∅ ， i j≠ ，对 0i = 时，这

个结果是显然的，而对 0i ≠ 且 0j ≠ ，有 j j ji i i n jn kn in kb a c b a c= 得 ( ) ( )0 modi ji j n n p− ≡ ，所以 i j= ，矛盾。

由此可以得到 ( )2 20

p
ii

U G Z G
=

= −


，并且顶点个数为 

( ) ( )2
2 20

1p
ii

U G Z G p p
=

= − = −
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然后证明对任意 , ix y U∈ ，有 xy yx= 成立，当 0i = 时，结果显然成立，当 0i ≠ 时，令 

,i i i i i in in k h ih wx b a c y b a c= =  

由于 ( ) ( )0 modi i i ii n h h n p− ≡ ，所以 ,x y 是可交换的，最后证明对任意 ix U∈ ， jy U∈ ，i j≠ ，xy yx≠ ，

当 0j = 时，令 i i in in kx b a c= ， m ky a c= ，则有 ip mn ，所以不交换，当 0i ≠ 且 0j ≠ 时，令 i i in in kx b a c= ，
j j ih jh wy b a c= ，由于 ( ) i ip i j n h− ，所以 ,x y 不交换。 

3. 阶为 p3 的非交换群的非交换图的谱 

由引理 2.4 和引理 2.5 可知 1G 和 2G 的非交换图是同构的，所以只需求 1G 的谱。 
定理 3.1 设 1 ,G a b= ，其中

2
1pa = ； 1pb = ； 1 1 pb ab a− += ；p 为奇素数，则非交换图 ( )1GΓ 的邻接

谱为 

( ) ( ) ( )2

1 3

0 1 1
2 1 1A

p p p pSpec G
p p p

 − − −
Γ =  

− − 
。 

证明：由引理 2.4 和有限群的非交换图的定义，图的顶点集为 ( )( )1 0

p
ii

V G U
=

Γ =


。在同一个集合 iU
内的两元素是可交换的，而在不同集合 iU 和 jU 的两元素是不可交换的，因此只有在不同的 iU 内的两顶

点是相交的，从而，这个图的相邻矩阵是 ( )( )1A GΓ 是一个 ( )2 1p p − 阶方阵，具体形式如下： 

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

O J J
J O J

A G

J J O

− − −

− − −

− − −

 
 
 Γ =
 
 
 





   



， 

其中 ( )1p pO − 是 ( )1p p − 阶零矩阵， ( )1p pJ − 是一个所有元素都为 1 的 ( )1p p − 阶方阵。所以该邻接矩阵的特

征多项式为 

( )( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

det

p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

I J J
J I J

I A G

J J I

λ
λ

λ

λ

− − −

− − −

− − −

− −

− −
− Γ =

− −





   



， 

利用行列式的初等变换将上述的行列式变换成如下行列式： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

p p p p p p p p

p

p p p p p p p p
p p p p p p p p

p p p p p p p p

I J O O

I pJ I JO I J O

J pJ I pJ

λ

λ λλ

λ

− − − −

− − − −
− − − −

− − − −

+

= − ⋅ +
+

− − −



   





。 

又由引理 2.2 可知上述的行列式为 ( )( ) ( )( )3 2 1 21 1
pp p p p p pλ λ λ− − + − − − 。 

所以非交换图 ( )1GΓ 的邻接谱为 

( ) ( ) ( )2

1 3

0 1 1
2 1 1A

p p p pSpec G
p p p

 − − −
Γ =  

− − 
。 

定理 3.2 非交换图 ( )1GΓ 的拉普拉斯谱为 

( )( )
3 2 3

1 3

0
1 2 1L

p p p p
Spec G

p p p
 − −

Γ =  
− − 

。 
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证明：由定理 3.1 的证明，可知 ( )1GΓ 的度矩阵是如下的 ( )2 1p p − 阶对角矩阵： 

( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 1 , , 1D G diag p p p pΓ = − − 。 

所以这个非交换图的拉普拉斯矩阵为 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1

2
1 1 1

1

2
1 1 1

1

1

1

p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

p p I J J

J p p I J
L G

J J p p I

− − −

− − −

− − −

 − − −
 

− − − 
Γ =  

 
 − − − 





   



， 

其中 ( )1p pI − 是 ( )1p p − 阶单位矩阵， ( )1p pJ − 是一个所有元素都为 1 的 ( )1p p − 阶方阵。所以该矩阵的特征

多项式为 ( )( )( )1det I L Gλ − Γ ，具体形式为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1 1 1

2
1 1 1

2
1 1 1

1

1

1

p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

p p I J J

J p p I J

J J p p I

λ

λ

λ

− − −

− − −

− − −

− −

− −

− −





   



， 

利用行列式的初等变换将上述的行列式变换成如下的下三角的行列式： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

p p p p p p p p

p

p p p p p p p p
p p p p p p p p

p p p p p p p p

I J O O

I pJ I JO I J O
J pJ I pJ

λ

λ λλ
λ

− − − −

− − − −
− − − −

− − − −

′ −

′ ′= + ⋅ −′ −
′ +



   





 

其中 ( )2 1p pλ λ′ = − − ，所以又由引理 2.2 可知上述的行列式为 

( )( ) ( )( )
3 2 13 2 3p p p

p p p pλ λ λ
− −

− − − − ， 

所以非交换图 ( )1GΓ 的拉普拉斯谱为 

( )( )
3 2 3

1 3

0
1 2 1L

p p p pSpec G
p p p

 − −
Γ =  

− − 
。 

定理 3.3 非交换图 ( )1GΓ 的拟拉普拉斯谱为 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 3

1 1 2 1
2 1 1Q

p p p p p pSpec G
p p p

 − − −Γ =   − − 
。 

证明：由定理 3.1 的证明，可知 ( )1GΓ 的度矩阵是如下的 ( )2 1p p − 阶对角矩阵： 

( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 1 , , 1D G diag p p p pΓ = − − 。 

所以这个非交换图的拟拉普拉斯矩阵为 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1Q G A G D GΓ = Γ + Γ ，具体形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1

2
( 1)1 1

2
1 1 1

1

1

1

p p p p p p

p pp p p p

p p p p p p

p p I J J

J p p I J

J J p p I

− − −

−− −

− − −

 −
 

− 
 
 
 − 





   



， 
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其中 ( )1p pI − 是 ( )1p p − 阶单位矩阵， ( )1p pJ − 是一个所有元素都为 1 的 ( )1p p − 阶方阵。所以该矩阵的特征

多项式为 ( )( )( )1det I Q Gλ − Γ ，具体形式为： 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
( 1)1 1

2
1 1 1

2
1 1 1

1

1

1

p pp p p p

p p p p p p

p p p p p p

p p I J J

J p p I J

J J p p I

λ

λ

λ

−− −

− − −

− − −

− − − −

− − − −

− − − −





   



， 

利用行列式的初等变换将上述的行列式变换成如下的下三角的行列 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

p p p p p p p p

p

p p p p p p p p
p p p p p p p p

p p p p p p p p

I J O O

I pJ I JO I J O

J pJ I pJ

λ

λ λλ

λ

− − − −

− − − −
− − − −

− − − −

′ +

′ ′= − ⋅ +′ +

′− − −



   





 

其中 ( )2 1p pλ λ′ = − − ，所以又由引理 2.2 可知上述的行列式为 

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 2 1 22 22 1 1 1

pp p
p p p p p pλ λ λ

− −
− − − − − −  

所以非交换图 ( )1GΓ 的拟拉普拉斯谱为 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 3

1 1 2 1
2 1 1Q

p p p p p pSpec G
p p p

 − − −Γ =   − − 
。 

定理 3.4 非交换图 ( )1GΓ 的正规拉普拉斯谱为 

( )( )
3 2 3

1 3

0
1 2 1

p p p pSpec G
p p p

 − −
Γ =  

− − 
 。 

证明：由定理 3.1 的证明，可知其是一个正则图。其度为 ( )2 1q q − 。 
所以这个非交换图的正规拉普拉斯矩阵为 ( ) ( )ijΓ =  其中如果 i j= 且 0

ivd ≠ ；则 1ij = ；如果

( )i jv v E∈ Γ ；则 ( )( ) 12 1ij p p
−

= − − ，其他情况 0ij = ，具体形式如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

I kJ kJ

kJ I kJ

kJ kJ I

− − −

− − −

− − −

 
 
 
 
 
  
 





   



， 

其中 ( )1p pI − 是 ( )1p p − 阶单位矩阵， ( )1p pJ − 是一个所有元素都为 1 的 ( )1p p − 阶方阵， ( )( ) 12 1k p p
−

= − − 。

所以该矩阵的特征多项式为 ( )( )( )1det I Gλ − Γ ，具体形式为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1

1

1

p p p p p p

p p p p p p

p p p p p p

I kJ kJ

kJ I kJ

kJ kJ I

λ

λ

λ

− − −

− − −

− − −

− − −

− − −

− − −





   



， 

利用行列式的初等变换将上述的行列式变换成如下的下三角的行式 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

p p p p p p p p

p

p p p p p p p p
p p p p p p p p

p p p p p p p p

I kJ O O

I pkJ I kJO I kJ O

kJ pkJ I pkJ

λ

λ λλ

λ

− − − −

− − − −
− − − −

− − − −

′ +

′ ′= + ⋅ −′ +

′− − −



   





 

其中 1λ λ′ = − ，所以又由引理 2.2 可知上述的行列式为 ( ) ( )
3 21 1p p ppλ λ−− − 。 

所以非交换图 ( )1GΓ 的正规拉普拉斯谱为 

( )( )1 3

1 1
2

p
Spec G

p p p
 

Γ =  − 
 。 

推论 3.5 设 F 是一个非交换有限群，且群的阶 3
1F G p= = ，则非交换图满足 ( ) ( )1G FΓ ≅ Γ 同时

( ) ( )1A Aspec G spec FΓ = Γ 。 
定理 3.6 设 F 是一个非交换有限群，且群的非交换图的邻接谱 ( ) ( )1A Aspec F spec GΓ = Γ ，则对应的非

交换图满足 ( ) ( )1G FΓ ≅ Γ ， 1G F= 。 
证明 我们知道图 ( )1GΓ 的指标为 ( )2 1r p p= − ，由定理 3.1，我们知道 

( ) ( ) ( )( )2 23 4
2

1 1 1
1

p p p p r
p p

− + − =
−

 

所以通过定理 2.1，我们知道 ( )1GΓ 是一个度为 r 的一个正则图，取任意一个非中心元素 x F∈ ，由于

图的度为 ( )2 1r p p= − ，则除中心元素之外可与 x 交换的元素个数为 ( )1p p − ，故 

( ) ( ) ( )1FC x p p Z F= − + ，又因为 ( ) ( )FZ F C x F< < ， ( )Z F 只可能为 ( )1, , 1, 1p p p p− − 。同时顶点个

数为 ( ) ( )2 1F p p Z F= − + 。 
先考虑 p 为奇素数的情况： 
当 ( ) 1Z F = 时， 3 1F p p= − + ， ( ) 2 1FC x p p= − + ，显然 ( )FC x 不整除 F ，与 ( )FC x 是 F 的子

群矛盾。当 ( ) 1Z F p= − 时， 3 1F p= − ， 2( ) 1FC x p= − ，显然 ( )FC x 不整除 F ，与 ( )FC x 是 F 的子

群矛盾。当 ( ) ( )1Z F p p= − 时， ( )( )1 2F p p p= − + ， ( ) ( )2 1FC x p p= − ，由于 p 为奇素数，显然 ( )FC x
不整除 F ，与 ( )FC x 是 F 的子群矛盾。 

所以 ( )Z F p= ， 3F p=  
再考虑 2p = 的情况，该情形下 ( )Z F 只可能为 1，2。 
由于当 ( ) 1Z F = 时， 7F = ， ( ) 3FC x = ，显然 ( )FC x 不整除 F ，与 ( )FC x 是 F 的子群矛盾。 
所以 ( ) 2Z F = ， 32F = 。 
综上可知， 3F p= ，再由推论 2.5 可 ( ) ( )1G FΓ ≅ Γ 。 
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