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摘  要 

效用函数是养老基金管理过程中最直接最重要的影响因素之一。本文利用Heston提出的随机波动率模型

模拟金融市场，对基金代理人提供最低担保的混合养老金计划进行研究并给出最优投资策略问题，以最

大化终端财富过程的期望效用为目标函数。假设投资者对风险的偏好程度满足HARA效用函数的一般框

架，运用随机最优控制理论和静态鞅方法确定不同效用函数下的最优终端财富，并结合伊藤积分给出了

不同的最优投资策略的显式表达式。最后通过数值模拟说明在不同效用函数下的参数对最优财富的影响

不同，为决策者提供相应的参考。 
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Abstract 
Utility function is one of the most direct and important factors in the process of pension fund 
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management. This paper uses the stochastic volatility model proposed by Heston to simulate the 
financial market, studies the hybrid pension plan with minimum guarantee provided by the fund 
agent, and presents the optimal investment strategy problem, taking maximizing the expected 
utility of the terminal wealth process as the objective function. Assuming that the degree of inves-
tor's preference for risk meets the general framework of HARA utility function, the stochastic op-
timal control theory and static martingale method are used to determine the optimal terminal 
wealth under different utility functions, and the explicit expressions of different optimal invest-
ment strategies are given by combining ITO integral. Finally, numerical simulation is used to illu-
strate the different effects of parameters under different utility functions on the optimal wealth, 
which provides the corresponding reference for decision makers. 
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1. 引言 

目前，中国已进入深度老龄化社会。从第七次全国人口普查结果来看，中国 60 岁及以上人口占比达

18.7%，其中 65 岁及以上人口占比达到 13.5%，人口老龄化进程不断加快。2021 年，中共中央、国务院

通过了《中共中央、国务院关于加强新时代老龄工作的意见》，其中明确指出，要健全养老服务体系，

完善多层次养老保障体系，健全基本养老保险待遇调整机制，大力发展职业年金，促进和规范发展第三

支柱养老保险。 
养老产品是指人们在退休前将收入的一部分长期投资在养老金计划中，用来实现养老金账户的积累，

在计划到期时可以获得一次性或者持续性的给付，用以实现生活保障。目前最常见的 DB 型养老计划和

DC 型养老计划各有其特点，主要差异在于给付金额确定方式，DB 型是在计划开始时就确定了给付金额，

这个金额通常是按照一定规则来决定的，一般参考的是计划参与者的工作年限、工资水平以及缴费率等

等。DC 型是根据在计划期间的缴费积累作为计划参与者的个人账户金额，由计划参与者本人对账户金额

进行投资规划和管理，最终给付金额取决于个人账户的投资收益。可以看出 DB 型养老计划全由计划者

承担风险，DC 型养老计划全由计划参与者承担风险，目前具有 DB 和 DC 型特点的混合型养老金计划开

始大量出现[1]。这种混合养老金计划有效地克服了两种计划的缺点，其关键组成部分是通过提供最低限

度的保证(低于纯 DB 计划)来提供安全，同时，让员工参与到金融市场的投资中，相当于在计划者和计划

参与者之间建立了一个风险共享机制。这样既能有机会获得投资收益，又能获得最低保障，给予计划参

与者一个更好的选择。当参与成员委托基金经理进行集体投资时，如何达到一个最优投资是本文的研究

目标。 
最优投资最初是采用动态规划将原始随机优化控制问题转化为一个偏微分方程，即 HJB 方程。Zhang

等[2]考虑了固定缴款养老金计划在积累阶段的最佳资产配置问题，结合工资因素，在有限的时间范围内

最小化二次损失函数，通过 HJB 方程得到闭式最优投资策略；柴忠芃等[3]针对具有保费退还条款的 DC
型养老金个人账户最优投资策略进行研究，在均值–方差目标下，建立 HJB 方程，利用博弈论，最优控

制等方法，得到时间一致的最优投资策略和最优值函数。陈佳辰等[4]对带有死亡返还和意外返还条款的

DC 型养老金进行了研究。He 等[5]研究了 DC 养老金计划积累期的最优投资策略。在积累阶段，养老金
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成员贡献预定数额的货币作为溢价，养老金计划的管理层将溢价投资于股票和债券，以增加积累的价值，

文献[6]研究了在单一管理费计划和具有较低管理费以及额外业绩费的混合计划下，DC 养老基金经理的

最佳风险承担政策。Dong 等[7]研究了在损失规避和最低保障条件下，通过两种 DC 养老金管理报酬方案

对经理进行报酬时，DC养老金经理的投资组合问题。Cox 和Huang (1989)基于等价鞅测度和鞅表示定理，

由一个等价的静态规划取代动态规划来解决问题，即鞅方法。通过这种方法可以得到不同效用函数下最

优投资问题的显示解。李仲飞等[8]研究基于生命周期理论，探讨了在退休养老规划方案定制过程中目标

日期基金投资模式的合理性和可行性，在 Merton 金融市场下，利用鞅方法，求解出解析解。常浩等[9]
考虑通胀风险下基于 HARA 效用函数的 DC 型养老金计划，以最大化终端期望效用为目标，运用随机最

优控制理论和 Legendre 变换方法得到了最优投资策略的显式表达式。Wang 等[10]研究了连续时间框架下

考虑代际之间风险分担的集体混合型养老金计划，利用随机最优控制方法，分别研究了二次损失函数和

指数损失函数下养老金的最优控制问题。Deelstra 等[11]在假设市场是完备的情况下，使用鞅方法推出了

随机贡献率和最小保证金情形下的最优投资策略，文献[12]中研究了在终端财富必须大于最低保障的前提

下，在终端财富水平的效用最大化的情形下得出了养老金的最优投资策略。Chen 等[13]在集体管理的养

老基金中，在恒定波动和随机波动的金融市场环境下，利用静态鞅的方法在幂效用函数下考虑了池投资

者的最优集体投资问题。Andreas 等[14]在 Black-Scholes 金融市场框架和双曲绝对风险厌恶(HARA)效用

函数的情况下，计算了最佳消费和投资政策。黄多多等[15]通过鞅方法研究了在完备市场下的 HARA 效

用函数的最优终端财富及投资策略。 
综合以上有关养老金计划最优投资问题的研究文献，本文将双曲型绝对厌恶效用函数的几种转变形

式表达出来，在随机波动的金融市场环境下，针对集体管理的养老基金池，采用静态鞅的方法考虑了不

同效用函数下投资者的最优集体投资问题，求解出不同的最优终端财富水平和动态交易策略。相较于文

献[13]，本文有两个创新点：1) 探讨了在应用更加广泛的 HARA 效用函数下的最优投资策略。较之文献

[13]中的 CRRA 效用函数，HARA 效用函数可以转变为绝对风险厌恶函数和相对风险厌恶函数，包含了

各种风险偏好的情况；2) 本文给出了在平方效用、指数效用、幂效用、对数效用等具体情况下的最优投

资策略和最优值函数的显式表达式，对在指定效用下的投资问题提供了具体的指导。 

2. 集体效用函数构建 

首先假设每个人都要求有最低担保作为保证才有兴趣去投资，且其效用函数都建立在超过最低担保

的财富上，在此基础上模拟个人偏好。用 ( )1, ,iG i n=  表示第 i 个投资者的生存水平，也就是投资者𝑖𝑖从
现在开始有兴趣去投资的最低保证。结合上述，我们可以知道这里的每个投资者得到的效用都是来自于

最终总财富和担保之间的差值。 
对于一个公司或者更多投资者，我们设有 n 个投资者委托一个基金经理代表他们共同投资，他们的

总初始财富 1 ii
nx x
=

= ∑ 。此外，假定基金经理不收取任何额外费用，因此总财富𝑥𝑥将完全投资于金融资产。

基金经理的主要目标是提供个人担保，我们用 G 代表在 T 时刻，基金经理需要满足的集体担保值，即

1
i

i
nG G
=

= ∑ 。本文中包含了没有担保的情况，因为所有单独的担保总是可以设置为零，此刻的混合养老

金计划也可以表示为单独的确定性缴付养老金计划。 
在经济学中，考虑到人们对理财投资的惰性，故提出了效用函数。效用函数的主要目的是在不确定性

的情况下，帮助消费者做出最优的决策。Hara 效用函数，这类效用函数又称之为双曲型绝对厌恶效用函数，

是直接由它们的风险厌恶的度量 ( ) 1A x
d x γ

=
+

定义。Hara 效用函数的特殊在于，它可以转化成几种常见

的效用函数：令 d = ∞，得到 ( )U x x= ，此时的效用函数称为线性效用函数(又称风险中性效用函数)，且
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( ) 0A x = ，是一个常数绝对风险厌恶；若 1γ = − ； 1d a= ；得到 ( ) 21 1, 0, 0,
2

U x x ax a x
a

 = − > ∈  
，此时效

用函数为平方效用函数，且 ( )
1

aA x
ax

=
−

，它随着累积财富的增加而增加；令 γ = ∞； 1d a= ；得到

( ) e , 0axU x a−= − > ，此时效用函数为负指数效用函数，且 ( )A x a= ，也是一个常数绝对风险厌恶；当

0, 0d γ= > 且 1γ ≠ ，得到 ( ) 11
1

U x x γ

γ
−=

−
，其代表了幂效用函数，此时 ( )A x

x
γ

= ，而相对风险厌恶系数

( ) ( )
( )

U x
R x x

U x
γ

′′
= − =

′
，绝对风险厌恶系数随财富的增加而减少，相对风险厌恶系数则为常数，也是我们常

说的CRRA恒定相对风险厌恶；令 0, 1d γ= → ，得到 ( ) ( )logU x x= ，其代表了对数效用函数，此时 ( ) 1A x
x

= ， 

它随着累积财富的增加而减少。在此效果函数下，基金经理人针对具有不同偏好的投资者可以采取不同的

效用函数去提供适合他们的最有投资策略。对于存在最低担保的线性效用函数，由于其不存在逆边际效用

函数，故在此只考虑常见的平方效用函数、指数效用函数、幂效用函数以及对数效用函数构建模型。 
现假定基金经理使用以下集体效用函数，因为这几种效用函数都依赖于集体和个人的担保，故其可

以写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

1

, , 1, , ,
: , 0, , max n i

n
n

ii

B G B G i iiv G v

n

G i G
v v

U G v U v U vβ
=

=≥ ≥
=∑

∞ → ∞ = ∑


 ，                 (1) 

其中 ( )1, , nB β β=  是和为 1 的正数组成的向量，其控制着个体投资者在集体投资问题中的权重。其中

,B GU 是一个效用函数，其逆边际效用为： 

( ) ( ) ( )1
, , 1 ,

: .iB G B G i
n

i G
i

I U I
β

−

=

 ⋅′⋅ = ⋅ =  
 

∑                               (2) 

且它包含了对于所有个人担保为零的情况。 

3. 随机波动率下最优投资模型 

3.1. 随机波动率模型 

经典的 Black-Scholes 模型假设金融市场是恒定波动的情况，这种假设结果较好但是无法反映现实的

金融市场。Heston 模型是一种随机波动率模型，最早由 Heston 在 1993 年提出。在 Heston 模型中，标的

证券在风险中性测度下满足下面的随机微分方程。波动率(方差的平方根)不再被假定为常数，而是遵循一

个随机(CIR)过程，波动率数值不会偏离长期均值太远。另外，标的与波动率变化的相关性也能通过模型

参数来刻画。这意味着 Heston 模型既能刻画波动率均值回复的特性，又能表达金融资产的杠杆效应，更

深层次地考虑了资产价格与其波动性之间的关系。故本文将采用 Heston 提出的随机波动率模型来模拟更

现实的金融市场。假设无风险资产 B 赚取恒定的利率 r，即 

0d d , 1t tB rB t B= = ，                                  (3) 

进一步，设 ( ){ } [ ]
1

0,t t T
W

∈
和 ( ){ } [ ]

2

0,t t T
W

∈
是概率空间 ( ), ,Ω  中的两个独立布朗运动，然后假设风险资产

及其波动性遵循 Heston 模型： 
( )( )1d d dt t t t tS S t V Wµ= + ，                               (4) 

( ) ( ) ( )( )1 22d d d 1 dt t t t tV V V t V W Wκ δ ρ ρ= − + + − ，                     (5) 
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其中， tµ 和 tV 分别代表的是风险资产的漂移和波动性， ( )1,1ρ ∈ − 是相关系数， 0V > 是方差的长期均值，

0κ > 是均值回归的速度， 0δ > 是方差的波动率，且方差过程遵循平方根过程，假设 22 Vκ δ≥ 和 0 0V > 去

保证方差几乎在任何时候都是正的。完全负/正相关意味着方差风险可以通过标的资产交易完全对冲，在这

种情况下，我们回到一个完整的市场设置，这个问题的解决方案更类似于恒定波动的情况，见文献[9]。 
方差过程包含了风险来源，且这个风险不是在市场上交易的，也不能被对冲。因此，基础金融市场

是不完整的。故根据文献里常做的，可以在金融市场上加入一种针对风险资产的衍生品来达到这个金融

市场相对完整。我们首先假设： 

1
t

t
t

r V
V

µ
η

−
= ， 

并定义波动性风险溢价为 2 tVη ，当 1η 和 2η 为常数时。我们设置 
( ) ( )

0
di i

t t i
t

sW W V sη= + ∫ ， 

对于 1,2i = 。根据 Girsanov 定理， ( )1
tW 和 ( )2

tW 是概率测度 η 下的独立布朗运动， ( )1 2: ,η η η= ，定义： 

( ) ( )
2 2

1 2 1 2
1 20 0 0

d: exp d d d
d 2

t

t t
t s

t
s s s sV W V W V s

η η η
ξ η η

 +
= = − − − 

 
∫ ∫ ∫






，             (6) 

对于任意 [ ]0,t T∈ ，它是一种密度。在完全市场中，状态价格密度过程由以下随机微分方程唯一确定： 

( )d d dt t tr t Wξ ξ χ= − + ， 0 1ξ = ， .rµχ
σ
−

=                          (7) 

tξ 表示为在 t 时刻的经济状态：市场表现越好， tξ 越低，对于等效鞅测度 ( )η ，过程 

( )
( )de e

d
t

rt rt
t t

η
ηξ ξ− −= =






， [ ]0,t T∈ ， 

是相应的定价核或随机贴现过程。在完全市场中， ( )
t
ηξ 值与状态价格密度 tξ 有相似的解释： ( )

t
ηξ 值越

低，市场表现越好。下面我们将用 ( )
t
ηξ 来表达最优财富和投资策略，从而可以很容易地解释它们在随机

波动市场状态下的表现。在这个市场中，对于期限为 1T T≤ 的风险资产上的任何衍生品 O， 1t T≤ 时刻的

无套利价格现在由
( )

( )
1

1: T
t t

t

O OT
η

η

ξ

ξ

 
 
 

=


  给出。 

现在设 g 是一个光滑函数，使 ( ), ,t t tO g t S V= ({ } [ ]0,
,t t t T

S V
∈

是一个马尔可夫过程)。由于 e rt
tO− 是 ( )η 下

的鞅，伊藤公式得到 
( ) ( ) ( )( )1 1 22d d d d 1 dt t S t t t V t t tO rO t g S V W g V W Wδ ρ ρ= + + + − ，                  (8) 

其中， Sg 和 Vg 是 g 对风险资产和方差过程的一阶偏导数。 tπ 为投资于风险资产 S 的财富的比例， tφ 表

示投资于衍生品 O 的财富的比例。余数1 t tπ φ− − 表示投资于无风险资产。设{ } [ ]0,
,t t t T

π φ
∈

为自筹资金，这

就产生了集体财富过程{ } [ ]0,t t T
X

∈
的以下动态： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2

1 1 2 2

1 2 1 1 2 2
1 2

1
d d d d

d d d

d d d

VS t V
t t t t t t t t t

t t

t t t t t t t

t t t t t t t t t t t

gg S g
X X r t V W V W

O O

X r t V W V W

X r V V t V W V W

δ ρδρ
π φ φ

η η

   −+ = + + +    

= +Θ +Θ

= + Θ + Θ +Θ +Θ

 

 

 

            (9) 
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其中 0X x= ， ( )1
tΘ 为对冲需求， ( )2

tΘ 为投机需求，对冲性需求反映了基金经理在风险资产中可对冲的头

寸。投机性需求反映了基金经理的风险头寸，这种头寸不能通过交易风险资产来对冲。在优化问题中，

对冲性需求和投机性需求将被明确地确定。 
由于计算的复杂性，我们先用一些符号代表一些公式，如下所示： 

2
1 21:η ρη ρ η+ + −= ， 

2
1 2: 1η ρ η ρη− − −= ， 

1:i ia qη δ −
+= ， 

( )
2 2

1 1
2

:
2i i ib q qη η

η κδ − + −
+

 
+ + −


= 


 

假设： 

(2 2 2 2 212 0, 1, ,i
i

q i nκ η κδ η δ η δ
γ+ + −+ + + ≥ =  .                       (10) 

然后对于所有 1i = ，它拥有 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )e , , ,:

i

i i

q
rq T t a T tT

i t i i i t
V

t

k t T t a b V
η

η κ
η

ξ
ξ

− − + −
    = Ψ −   
 

=
 

   

( ) ( ) ( )( )( ), , , expi i i t i t i iT t a b V A s V B s aΨ − = − − − ， 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

2 2

2 e2 ln
e 1 e 1 e 1

i

i i i

s

i
i s s s

i i

A Vs
a

θ κ

θ θ θ

θκ
δ δ θ κ

+ 
 = −  − + + + − 
 

， 

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )2

e 2 e 1

e 1 e 1 e 1

i i

i i i

s s
i i i i

i s s s
i i

a b
B s

a

θ θ

θ θ θ

θ κ θ κ

δ θ κ

+ + − + −
=

− + + + −
， 

2 22 .i ibθ κ δ= +  

3.2. 集体优化问题 

基金经理人的职责就是要求在终端时刻达到一个最优的财富，故以最大化终端期望效用函数为目标

函数，结合集体效用函数，随机波动率下的集体优化问题可以表示为： 

( ) [ ]
( )

0, ,,max
t t t T B G TU Xπ φ ∈

   受限于式(9)。                            (11) 

在随机波动的市场中，针对于集体最优投资，动态规划不允许我们实现价值函数和投资策略的显式

解决方案，传统的 HJB 方程求解价值函数无法操作。因此，我们采用 Cox 和 Huang (1989)提出的鞅方法

来解决问题，鞅方法的核心思想是通过构造一个等价的概率测度，使得衍生品的价格在这个等价的概率

测度下是一个鞅过程。而鞅过程简单的说就是随着时间的变化，期望保持不变，以这样的方式简化，优

化问题就会得到一个显式的解。此外，通过额外添加对冲工具形成一个完备市场，此时的优化问题为： 

( ),max
TX B G TU X   受限于 ( )

T TX xηξ  =  .                            (12) 

为了继续研究集体效用最大化问题，我们需要检验下面两个式子的可积条件，以确保优化问题等价
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鞅的定义是明确的： 
( ) ( )( ),
n

T B G TI ηξ λξ  < ∞  ，                            (13) 

( )( )( ), ,B G B G TU I ηλξ  < ∞  
 ，                           (14) 

对于所有的 0λ > 。假设式(10)对于满足两个条件都是充分的：对于第一个不等式(13)，这是显而易

见的。为了验证第二个不等式，我们用(1)来求得 

( )( )( ) ( )
, , , ,

1
i i

n

B G B G T j Ti G i G
i i

U I U Iη ηλλξ β ξ
β=

     =            
∑   

这又导致式(14)。因此，简单地说，在 HJB 环境中需要的验证结果现在可以归结为鞅方法中的可积

假设。 

3.2.1. 平方效用函数下的投资策略 
优化问题(11)的解可由拉格朗日方法得到，不同的效用函数下有不同的解。结合平方效用函数，我们

可以观察到最优终端财富为： 

( )( ) ( ) ( )
, 1 1,

1 1
i

i
T B G T T t ti ii G

i i

n nX I I G
m m

η η ηλ λλξ ξ ξ
β β

∗
= =

   
= = = + −   

   
∑ ∑ ， 

其中 λ 由预算约束决定。 
对于 1n = ，将集体优化问题简化为个体优化问题(以初始财富为 ei rt

ix G −> 的个体 i 为例)，此时优化

问题表示为： 

( ),max i iT

i
i G TX

U X 
  受限于 ( ) i

T T iX xηξ  =  。 

个体 i 的个体最优解为： 
( ) ( )( ),

, i
i

T i Ti G
X I ηλ ξ∗ = ， 

其中 iλ 可以由预算约束显式确定，由不同的效用函数给出的预算约束不同，在平方效用函数下 iλ 的显式

表达为： 
( ) ( )

( )( )
0

2

i
T i

i

T

m x Gη

η

ξ
λ

ξ

  − − =
 
  




， 

结合所给符号公式，我们现在可以明确地给出优化问题在平方效用函数下的最优策略，如下： 
命题 1 考虑优化问题。利用上述的符号， [ )0,t T∈ 时刻的最优财富由 

( )( ) ( ) ( ) ( )* *
1

1 1, .n i
T T T t t t ii

i

X X V G k t
m m

η η ηλξ ξ
β=

 
= = + −  

 
∑  

此时 2iq = ，并给出了最优的对冲和投机需求 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1
* 1

1 i
t t ii

it

n H T t
k t

mX
η ηη δρ λ ξ

β
∗

=

− −  
Θ =   

  
∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, 2
* 1

11 i
t t

n
ii

i it

H T t
k t

X
η ηη δ ρ λ ξ

γ β
∗

=

 − − −   Θ =     
∑ ， 
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其中 ( ) ( ):i i iH s B s a= − 。特别地， [ ]0,t T∈ 时刻投资于衍生品和风险资产的财富的最优比例为 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1

*

2
*

1

1

i
t ii

i i

t

t
t

n

V

H T t
k t

g X
O

η ηη δ ρ λ ξ
γ β

φ
δ ρ

=

 − − −       =
−

∑
， 

( ) ( ) ( ) ( )1*
* 1

1 .i S t V
t t i ti

i tt

n H T t g S g
k t

m OX
η ηη δρ δρλπ ξ φ

β=

− −   +
= −  

  
∑  

证明：利用上述引出的符号，我们可以得到 

( )

( )
( )( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

*
,

1

1

1

1 1

tn
iiT T

t B G T t t t
it t

n
ni

t t i
i i

X I G
m

G k t
m m

η
η η

η
η η

η

λ ξ
βξ ξ

λξ
ξ ξ

λ ξ
β

=

=

   
−        = = +             

 
= + −  

 

∑

∑

  

 

接下来，我们计算投资于风险资产 *
tπ 和导数 *

tφ 的财富的最优比例。观察到 

( )
( ) ( )

*

1

1n
t

i
i it

X k t
m

η
η

λ
βξ =

 ∂
= −  

∂  
∑  

( ) ( ) ( ) ( )
*

1

1n
t

t i i
it i

X k t H T t
V m

η ηλ ξ
β=

 ∂
= − − ∂  
∑  

回想一下： 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

1 2d d d dt t t t t tr t V W V Wη ηξ ξ η η= − + +  

( ) ( ) ( )( )1 22d d d 1 dt t t t tV V tV V W Wκ δ ρ ρ= − + + −  

这将导致 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

*
1 2

1 2
1

1d d d d
n

nt
t t i t t t t

i it

X k t r t V W V W
m

η η
η

λξ ξ η η
βξ =

 ∂
= − + + 

∂  
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )*
1 22

1

1d d d 1 d
n

t
t t i i t t t t

it i

X V k t H T t V V t V W W
V m

η ηλ ξ κ δ ρ ρ
β=

 ∂
= − − − + + − ∂  
∑  

由此结合(9)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 11*
1d di

t t t t t i t ti
i

n H T t
X V W k t V W

m
η ηη δρ λ ξ

β
∗

=

− −  
Θ =   

  
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, 2 22*
1

1
d di

t t t t t i ti
i i

n
t

H T t
X V W k t V Wη ηη δ ρ λ ξ

γ β
∗

=

 − − −   Θ =     
∑  

再根据(9)可以得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1* *
1

iS t V
t t t t t t ii

t i

n H T tg S gX X k t
O m

η ηη δρδρ λπ φ ξ
β=

− −    +
Θ = + =     

    
∑  

( ) ( ) ( ) ( )1
* 1

1 i S t V
t t i ti

it

n

t

H T t g S gk t
m OX

η ηη δρ δρλπ ξ φ
β=

− −   +
⇔ = −  

  
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

2 2* *
1

11 n iV
t t t t t ii

t i i

H T tg
X X k t

O
η ηη δ ρδ ρ λφ ξ

γ β=

   − − −  −   Θ = =         
∑  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1

2
*

1

1

i
t ii

i i

t

V

t

n

t

H T t
k t

g X
O

η ηη δ ρ λ ξ
γ β

φ
δ ρ

=

 − − −       ⇔ =
−

∑
 

3.2.2. 指数效用函数下的投资策略 
结合指数效用函数，我们可以观察到最优终端财富为： 

( )( ) ( ) ( )*
, 1 1,

1 logi
n i

T B G T T t ti i G
i

n
i

i

X I I G
m

η η ηλ λλξ ξ ξ
β β= =

   
= = = −   

   
∑ ∑ ， 

其中 λ 由预算约束决定。对于 1n = 时的 iλ 则表示为： 

( )
( )

( )

0

e

i
i

T

m x G

i
T

ηξ

η
λ

ξ

− −

 
  

=
 
 




， 

结合上述公式，可以明确地给出优化问题在指数效用函数下的最优策略，如命题 2： 
命题 2 在指数效用函数下，考虑优化问题。利用上述的符号， [ )0,t T∈ 时刻的最优财富为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* *
1

1, log log .n i
T T T t t t i i ii

i

X X V G k t k t k t
m

η η η η ηλξ ξ
β=

 
= = − + 

 
∑  

此时 1iq = ，并给出了最优的对冲和投机需求 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1, 1
* 1

1 1 log

log

t i t i ii
it

i i

n

i i

k t k t H T t
m mX

k t H T t k t H T t

η η η

η η

η λδρ ξ
β

∗
=

  
Θ = − −    

+ − + −

∑
，               (15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2, 22
* 1

1 11 log

log

t i t i ii
it

i i i

n

i

k t k t H T t
m mX

k t H T t k t H T t

η η η

η η

η λδ ρ ξ
β

∗
=

  
Θ = − − −    

+ − + −

∑
，             (16) 

其中 ( ) ( ):i i iH s B s a= − 。特别地， [ ]0,t T∈ 时刻投资于衍生品和风险资产的财富的最优比例由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22
1

*

2
*

11 log log

1

i t i i i i i ii
i

t

V
t

t

n k t k t H T t k t H T t k t H T t
m m

gX
O

η η η η ηη λδ ρ ξ
β

φ
δ ρ

=

  
− − − + − + −    =

−

∑
， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

* 1
* 1

*

1 1 log

log

t i t i ii
it

S t V
i i i i t

t

n k t k t H T t
m mX

g S gk t H T t k t H T t
O

η η η

η η

η λπ δρ ξ
β

δρ
φ

=

  
= − −    

+
+ − + − −

∑
. 

3.2.3. 幂效用函数下的投资策略 
结合幂效用函数，我们可以观察到最优终端财富为： 

( )( ) ( ) ( )

1

*
, 1 1,

i

i
i

T B G T T
n

t Ti ii G
i i

nX I I G
γ

η η ηλ λλξ ξ ξ
β β

−

= =

   
= = = +   

   
∑ ∑ ， 

其中 λ 由预算约束决定。对于 1n = 时的 iλ 则表示为： 

( )( )
0

11

i

i

i
i

i

T

x G

γ

η γ

λ

ξ

−

−

 
 
 −

=         


， 

结合上述公式，可以明确地给出优化问题在指数效用函数下的最优策略，如命题 3： 
命题 3 在幂效用函数下，考虑优化问题。利用所给符号公式， [ )0,t T∈ 时刻的最优财富为 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

* *
1, .

ii
T T T t T

i

n
t iiX X V G k t

γ
η η ηλξ ξ

β

−

=

 
= = +  

 
∑  

这里的
11i

i

q
γ

= − ，给出了最优的对冲和投机需求 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1, 1
* 1

1 in
t i T ii

i it

n H T t k t
X

γ
ηη λδρ ξ

γ β

−
∗

=

  
Θ = − −  

  
∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2, 22
* 1

1 1
in

t i T ii
i it

n H T t k t
X

γ
ηη λδ ρ ξ

γ β

−
∗

=

  
Θ = − − −  

  
∑ ， 

其中 ( ) ( ):i i iH s B s a= − 。特别地， [ ]0,t T∈ 时刻投资于衍生品和风险资产的财富的最优比例由 

( ) ( ) ( ) ( )
1

22
1

*

2
*

1

1

i

i T ii
i i

t

V

n

t
t

H T t k t

gX
O

γ
η ηη λδ ρ ξ

γ β
φ

δ ρ

−

=

  
− − −  

  =
−

∑
， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

* *1
* 1

1 .
i S t V

t i T i ti
it

n

i t

g S g
H T t k t

OX

γ
η η δρη λπ δρ ξ φ

γ β

−

=

   +
= − − −  

  
∑  

3.2.4. 对数效用函数下的投资策略 
结合幂效用函数，我们可以观察到最优终端财富为： 

( )( ) ( ) ( )
1

*
, 1 1, i

i
T B G T T t ti ii G

i i

n nX I I Gη η ηλ λλξ ξ ξ
β β

−

= =

   
= = = +   

   
∑ ∑ ， 
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其中 λ 由预算约束决定。对于 1n = 时的 iλ 则表示为： 

0

1
i i

ix G
λ =

−
， 

结合上述公式，可以明确地给出优化问题在指数效用函数下的最优策略，如命题 4： 
命题 4 在对数效用函数下，考虑优化问题。利用上述的符号， [ )0,t T∈ 时刻的最优财富 

( )( ) ( )
1

* *
1, .n i

T T T t t ti
i

X X V Gη ηλξ ξ
β

−

=

 
= = +  

 
∑  

这里的 0iq = ，给出了最优的对冲和投机需求 

( ) ( )
1

1,
1* 1

1 n
t ti

itX
ηλη ξ

β

−
∗

=

 
Θ =  

 
∑ ， 

( ) ( )
1

2,
2* 1

1 n
t ti

itX
ηλη ξ

β

−
∗

=

 
Θ =  

 
∑ ， 

其中 ( ) ( ):i i iH s B s a= − 。特别地， [ ]0,t T∈ 时刻投资于衍生品和风险资产的财富的最优比例由 

( )
1

21
*

2
* 1

n
ti

i
t

V
t

t

gX
O

ηλη ξ
β

φ
δ ρ

−

=

 
 
 =

−

∑
， 

( )
1

* *
1* 1

1 .S t V
t t ti

i tt

n g S g
OX

η δρλπ η ξ φ
β

−

=

  +
= − 

 
∑  

4. 数值模拟 

假设波动性参数为 20.13V = 、 2
0 0.13V = 、 5κ = 、 0.25δ = ，风险溢价为 1 4η = 、 2 6η = − ，相关系

数设置为 0.4ρ = − ，无风险利率 0.02r = ，池子容量 30n = ，到期日 1T = ，初始财富 1, 1, ,ix i n= =  ，担

保 0.5iG = ，权重 1 1
1i i ii

nβ λ λ− −
=

= ∑ ，平方效用函数下的绝对风险规避 0.8m = ，指数效用函数下的绝对风

险规避为 100m = ，幂效用函数下的风险厌恶程度设置为
( )9.5 11

2 1i
i

n
γ

−
= +

−
。数值模拟得到在不同效用函

数下最优终端财富随参数而变化的三维图。 
从图 1(a)中可以看出在平方效用函数下，最优终端财富随着 tV 的变大而随之上升，且最优终端财富

随着 ( )
t
ηξ 的增大也随之增大，而 ( )

t
ηξ 代表值越小，市场表现越好，可以理解为此时的投资策略为风险越大，

投资回报越高，风险与机遇同存，符合投资者偏好风险的特点，基金经理人可以根据此类投资者的偏好

采取大胆地投资。 
从图 1(b)中可以看出在指数效用函数下，最优终端财富在 ( )

t
ηξ 减小的时候逐渐上升， tV 增加的时候

随之上升，此时的投资策略则显示为在市场表现良好时，风险越大，投资回报越好。投资者们表现出理

性投资的状态，在市场稳定的状态下追求高风险高回报。 
从图 1(c)中可以看出在幂效用函数下，终端财富水平呈现的变化和指数效用水平一致，在 ( )

t
ηξ 增加的

时候逐渐下降， tV 增加的时候随之上升，只是变化的幅度不一致，说明两者的厌恶风险程度不一致，可

以看出相对于指数效用下，投资者们表现出更加理性的投资状态，在市场更为稳定的时候下追求高风险

高回报。 
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(a) 平方效用函数下的 *

tX                              (b) 指数效用函数下的 *
tX  

 
(c) 幂效用函数下的 *

tX                                (d) 对数效用函数下的 *
tX  

Figure 1. Optimal terminal wealth at t = 1/2 under different utility functions 
图 1. 不同效用函数下 t = 1/2 时的最优终端财富 
 

从图 1(d)中可以看出在对数效用函数下，终端财富水平不受波动性的影响，只和市场状态的变化紧

密连接，当市场状态表现不好时，财富水平逐渐降低。此时的投资者偏好为一个固定的值，故其不受波

动性影响，而市场状态影响整个投资环境，故随之变化而变化。 
结合上图可以发现不同的效用函数有着不同的最优终端财富水平和不同的投资策略。投资者的风险

偏好决定了效用函数的选取，从而影响了最优终端财富水平，故针对效用函数的研究对于最大化终端财

富具有深刻意义。 

5. 结论 

本文采用 Heston 模型模拟金融市场，在 HARA 效用函数可以转换的几种形式，如平方效用函数、指

数效用函数、幂效用函数以及对数效用函数下，对基金经理提供最低担保的养老基金池进行研究，以最

大化终端财富过程的期望效用为目标函数，结合伊藤积分，采用鞅方法得到不同效用函数下的最优投资

策略的显式解。数值模拟发现在不同的效用函数下有着不同的最优终端财富水平和投资策略。投资者的

风险偏好决定了效用函数的选取，从而影响了最优终端财富水平。较之前期工作者更多的是研究在幂效

用函数下的最优投资，并没有针对各种偏好进行完整讨论，本文在一定程度上帮助基金经理人针对不同
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的效用偏好选择不同的投资策略，更好地做出决策；同时，目前还没有将不同效用函数和混合养老金计

划结合起来研究的，因此本文对于集体养老金池的研究具有一定的参考价值。 
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附  录 

命题 2 证明： 
利用上述引出的符号，我们可以得到 

( )

( )
( )( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

*
,

1

1

1 log

1 log log

n
iT T

t B G T t t t t
i it t

n
i
t t i i i

i i

X I G
m

G k t k t k t
m

η η
η η

η η

η η η η

ξ ξ λλξ ξ
βξ ξ

λ ξ
β

=

=

     
= = −              

 
= − + 

 

∑

∑

  

 

接下来，我们计算投资于风险资产 *
tπ 和导数 *

tφ 的财富的最优比例。观察到 

( )
( ) ( ) ( )

*

1

1 log
n

t
t i

i it

X k t
m

η η
η

λ ξ
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 ∂
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这将导致 
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随之可得： 
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命题 3 证明： 
利用上述引出的符号，我们可以得到 
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命题 4 证明： 
利用上述引出的符号，我们可以得到 
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接下来，我们计算投资于风险资产 *
tπ 和导数 *

tφ 的财富的最优比例。观察到 
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这将导致 
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