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摘  要 

本文针对二阶复合型非齐次线性微分方程的边值问题进行研究。相似构造法通常用于求解二阶齐次线性

微分方程的边值问题，本文将相似构造法应用于求解二阶复合型非齐次线性微分方程的边值问题。该方

法是求解一般复合型二阶线性微分方程边值问题的一种方便、有效、有创新性的方法。本文的研究扩充

了相似构造法的应用范围。 
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Abstract 
In this paper, the boundary value problem of second-order composite non-homogeneous linear 
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differential equation is studied. The similarity construction method is usually used to solve the 
boundary value problem of second-order homogeneous linear differential equations. In this paper, 
the similarity construction method is applied to solve the boundary value problem of second-order 
composite non-homogeneous linear differential equations. This method is a convenient, effective 
and innovative method for solving the boundary value problem of general second-order linear dif-
ferential equations. The research in this paper expands the application range of similar construc-
tion method. 
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1. 引言 

二阶复合型非齐次线性微分方程在应用数学、理论物理、工程学、控制理论和最优化理论等领域广

泛存在，其重要性体现在对各种物理、生物问题和工程问题的建模。在物理学中，这类微分方程被用于

描述振动系统、热传导、电路等现象。在生物学研究中，这类微分方程可描述生物体内的动力学过程，

例如药物分布和生态系统演变。在工程领域，它们则常被用于建模结构、材料性质和电路响应。因此，

二阶复合型非齐次线性微分方程的求解方法吸引了众多学者研究。 
Landahl 和 Hanson [1]利用微分法解决了两点边值问题。一些作者[2] [3] [4]利用格林函数法求解两点

边值问题。Coville 和 Dupaigne [5]利用粒子群优化算法研究了线性常微分方程两点边值问题。利用格林

函数方法研究微分方程边值问题是非常方便和容易的。基于文献[3]的研究，陆静[6]利用常数变易法研究

了二阶常微分方程的求解问题，并给出了格林函数法在不同常微分方程两点边界条件下的求解方法、解

的表达式及其性质。孙赫[7]利用常数变易法求得了一类二阶常微分方程周期边值问题的格林函数，并总

结出一类高阶常微分方程边值问题的格林函数的求法。刘丽环[8]利用格林函数方法讨论了一类二阶常微

分方程边值问题解的存在唯一性。该文献借助格林函数将边值问题等价于积分方程，并借助压缩映射不

动点定理证明解的存在唯一性。刘慧[9]应用文献[8]的方法研究了一类二阶常微分方程在不同边值条件下

的格林函数，从而研究积分方程解的存在性。田献珍[10]研究了二阶非齐次线性常微分方程在相同边界条

件下和不同情况下的格林函数。利用格林函数给出了非齐次线性边值问题唯一解的精确表达式。李培超

[11]利用通解和格林函数的方法给出了点源函数形式的二阶线性常微分方程(ODE)及其相应的非齐次项

边值问题的解。这些方法可以应用于求解线性常微分方程以及相关的带有一般非齐次项的定解问题。 
黄力[12]将二阶微分方程两点边值问题转化为弗雷德霍姆积分方程，利用泰勒矩阵方法得到了其近似

解，给出了未知函数的 n 阶泰勒展开式，并通过矩阵运算得到了泰勒展开式的系数。马翠[13]基于变分原

理提出了一个与二阶线性常微分方程问题等价的变分问题，并通过两点三次厄尔米特插值找到了一个近

似函数。然后，将二阶线性常微分方程问题转化为多变量单目标优化问题，并采用粒子群算法进行求解。

该解为二阶线性常微分方程的近似解。通过与瑞利–里兹法和有限元法的比较，该方法令人非常满意。 
陈铁军[14]利用差分法研究边值问题，提出了三种边界条件，再根据边界条件对线性常微分方程进行

求解。采用这种高精度差分法获得的结果具有较高精准度。刘杨[15]利用两种再生核方法求解线性常微分
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方程的初边值问题，并通过了一些数值实例比较了两种方法的精确度。黄佳玥[16]通过将一类边值问题转

化为含单未知参数的初值问题，再利用初值问题的数值解法和有效的迭代法给出边值问题的数值解。叶

康生[17]提出 p 型超收敛算法可应用于非线性常微分方程边值问题。泰勒展开可将非线性常微分方程边值

问题转化为线性常微分方程边值问题，避免了迭代运算，提高了效率。李明英[18]针对二阶线性常微分方

程两点边值问题，通过二阶导数的组合式近似构造了具有最高阶精度的等步长的五点差分格式，并将其

对多个算例进行编程计算，再将得到的结果与精确解作比较，可发现所构成的差分格式达到了最高的八

阶精度。该方法提高了计算精度。Riverafigueroa 等人[19]给出了求解非齐次二阶常系数线性微分方程的

一种直接方法。这种方法的优点是不要求初值问题解的唯一性和存在性定理。 
李顺初[20]在分析一类二阶复合线性齐次微分方程边值问题解的基础上，研究了相似核函数和解的相

似结构，提出了求解该类边值问题的新方法。王俊超[21]通过简化二阶线性齐次微分方程线性非齐次边值

问题的解析表达式，得到了解的形式相似性，并且利用简单边界条件，为构造具有复杂边界条件的方程

解提供了一种新的方法。彭春[22]基于二阶线性齐次常微分方程第三类边值问题的相关理论，给出了求解

二阶齐次常微分方程弹性边值问题的相似构造法，并将其应用于一些特殊方程的弹性边值问题中，得到

了解的相似结构。为后续发展奠定了坚实的理论基础。但现有的研究在特定问题或边界条件下的适用性、

精确性、计算效率等方面仍存在局限性。 
基于上述研究成果，本文研究了二阶复合型非齐次线性微分方程的边值问题，给出了此类边值问题

的求解方法——相似构造法[20]，总结了该方法的求解步骤。对于上述研究中的边值问题，传统的求解方

法格林函数法、泰勒矩阵方法、变分原理、差分法等计算过程复杂，而相似构造法简化了计算过程，通

过相对简单的数学运算将引解函数、相似核函数、内外边界和衔接条件系数组合即可得到边值问题的解。

本文的研究将相似构造法应用于非齐次情况，并对该方法进行了扩展。这有助于读者更好地理解本文研

究的独特性和贡献，同时扩充了微分方程边值问题的可解类。 

2. 复合二阶线性非齐次常微分方程边值问题的求解 

2.1. 复合二阶线性非齐次常微分方程边值问题 

基于以上研究，本文针对复合二阶线性非齐次微分方程边值问题进行如下研究： 
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其中： 1 2, , , , , ,D E F M N λ λ 是常数， 1 2 0λ λ ≠ ， 2 2 0M N+ ≠ ， ( ) [ ]1 ,ip x C a b∈ ， ( ) [ ]2 ,iq x C a b∈ ( )1,2i = 。 
2.2. 边值问题的求解 

利用叠加原理，边值问题(1)可以分解为以下两个边值问题： 
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定解方程 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1y p x y q x y f x′′ ′+ + = 的一般解为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1 12y x A y x B y x g x= + +                               (4) 

定解方程 ( ) ( )2 2 2 2 2 0y p x y q x y′′ ′+ + = 的一般解为： 

( ) ( ) ( )2 2 21 2 22y x A y x B y x= +                                 (5) 

定义引解函数如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 1 2 2 1, 1, 2i
i i i ix y x y y x y iϕ ξ ξ ξ= − =                         (6) 
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                  (7) 
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                 (9) 

方程(7)~(9)通过 ( )0,0 ,i xϕ ξ 对 x 和 ξ 求偏导得到，其中 1i = 表示内区 ( )a x b≤ ≤ ， 2i = 表示外区

( )b x c≤ ≤ 。 
定理 1：若边值问题(2)有唯一解，则内外区的解分别表示为[10] 
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其中 ( )2 xΦ ， ( )1 xΦ 分别称为外区和内区的相似核函数，表示为： 
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定理 2：若边值问题(3)有唯一解，则内外区的解分别表示为： 
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这里 ( )3 xΦ ， ( )4 xΦ 表示为： 
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证明：将(4)~(5)式代入内外区的边界条件和两个收敛条件，得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 11 1 12 12 11 1 1Ey a EF y a A Ey a EF y a B Eg a EF g a′ ′ ′+ + + + + = − − +               (18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 12 1 1 21 2 1 22 2y b A y b B y b A y b B g bλ λ+ − − = −                       (19) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 12 1 2 21 2 2 22 2y b A y b B y b A y b B g bλ λ′ ′ ′ ′ ′+ − − = −                       (20) 

( ) ( ) ( ) ( )21 21 2 22 22 2 0My c Ny c A My c Ny c B′ ′+ + + =                              (21) 

根据边值问题(3)解的存在唯一性，可以发现线性方程的系数行列式(方程(18)~(21))关于待定系数不

等于零，且 
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由克莱姆法则得到 1 1 2 2, , ,A B A B 的值如下： 
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将 1 1 2 2, , ,A B A B 的值代入方程(4)~(5)，并且利用相似核函数 ( )1 xΦ ， ( )2 xΦ ， ( )3 xΦ 和 ( )1 aΦ ， ( )2 bΦ ，

( )3 bΦ ， ( )4 bΦ 的值分别得到边值问题(3)的内区和外区的解，即方程(14)~(15)。 
定理 3：利用叠加原理，边值问题(1)的内外区的解为 
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( )

1 2
1 1 1

1

1 2 1 2 3

1
1

1

y x y x y x

E a EF

D Eg a EF g a x g b g b b x g x

a x b

λ λ

= +

=
Φ + +

′ ′× − − + Φ + − Φ Φ +      
≤ ≤

        (26) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2
2 2 2

1 1
1 1 2 1,1 2 1,0

1
0,1 3 4 2

1
1 , ,

1 ,

y x y x y x

D
E a EF b a b a b

Eg a EF g a b b g b b g b b x

b x c

λ ϕ λ ϕ

ϕ

= +

= ⋅
Φ + + Φ −

′ ′− + + − Φ + Φ Φ    
≤ ≤

           (27) 

3. 常微分方程边值问题的求解步骤 

根据上述求解(1)、(2)、(3)边值问题的过程，得到求解复合二阶线性非齐次微分方程边值问题的步骤。

具体步骤如下： 
Step 1. 求解定解方程 
得到边值问题(1)的每一个定解方程的一般解为(4)~(5)。 
Step 2. 构造引解函数 
利用 ( ) ( ) ( )1 2, 1,2i iy x y x i = 分别构造了内外区的引解函数 ( ) ( )0,0 , 1,2i x iϕ ξ = ，其它引解函数可以通过

( )0,0 ,i xϕ ξ 对 x 和ξ 求偏导得到。 
Step 3. 构建内、外区域相似核函数 
根据公式(12)、(13)、(16)和(17)，分别利用外区和内区的引解函数、齐次外边界条件的系数 M，N、

非齐次内边界条件的系数 E，F、内外区域两个衔接条件的系数 1λ ， 2λ 构造相似核函数。 
Step 4. 求边值问题的解 
根据公式(26)和(27)，边界问题(1)的内区和外区的解分别由非齐次内边界条件的系数 D，E，F、相似

核函数 ( )1 xΦ ， ( )2 xΦ ， ( )3 xΦ 、内外区引解函数的值 ( )1 aΦ ， ( )2 bΦ ， ( )3 bΦ ， ( )4 bΦ 和内外区域两

个衔接条件的系数 1λ ， 2λ 组合得到。 

4. 结论 

1) 本文解决了复合二阶线性非齐次常微分方程的边值问题。利用叠加原理，得到边值问题解的相似

结构。 
2) 根据上述方法的步骤，可以看出该方法是求解一般复合二阶线性微分方程边值问题的一种方便、

有效、有创新性的方法。 
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