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Abstract 
It is well known that curve regression is very important in many applications. However, since data 
collection procedures are disturbed by errors, traditional curve regression methods cannot play 
well in jump points. This paper proposes a jump-preserving curve fitting procedure, which is 
based on bilateral kernel estimation. Kernel functions are not only added to x-axis, but also added 
to y-axis. Then, we estimate given points from left side, right side and whole neighborhood. Weighted 
residual sums of squares are calculated to compare. The estimate with smaller weighted residual 
sums of squares is selected as the final estimate of the given point, so that we can achieve jump- 
preserving while not to detect jump points at first. Numerical simulation and real data analysis 
demonstrate the feasibility and efficiency of this method. 
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摘  要 

跳跃曲线回归在某些实际问题中非常重要，但是由于数据采集过程中受到噪声的干扰，传统的曲线回归

方法对于跳跃位置的保持效果欠佳。本文基于分段双边核估计提出了一个保持跳跃的曲线拟合过程。该

过程不仅在x方向上用核函数进行加权，亦在y方向上使用核函数。在目标点的邻域内，分别在左半邻域、

右半邻域和全邻域对函数进行估计，并计算加权残差平方和以进行比较，选取较小的加权残差平方和的

一个作为目标点的最终估计，以此来达到无需提前探测跳跃点的同时保持曲线跳跃特性的目的。数值模

拟和实际数据分析表明该方法的可行性和有效性。 
 
关键词 

曲线拟合，保持跳跃，双边核估计，加权残差平方和，不连续曲线 

 
 

1. 引言 

曲线回归，即找出两个变量间数量变化的函数关系，在实际问题中应用广泛。通过数据找出一个回

归函数会比直接分析原始数据更加简单、方便，因为原始数据通常数量巨大，且有噪声干扰，无法很好

的反应总体特征。在一些应用中，用带有跳跃的回归模型比光滑的回归模型对数据有更好的描述。比如，

尽管一个国家的人口随时间基本稳定增长，在发生大规模战争或者移民的情况下人口总数会有暴跌或者

激增。江河的流量是基本稳定的，但若上流有大坝蓄水，则在下游测量流量时，会大幅下降，而到蓄水

结束时，流量在短时间内有会大幅上升。在这些情况下，如果还用传统不带跳跃的模型拟合，则会产生

较大误差；带跳跃的曲线拟合会更好地处理数据不连续变化的情况。本文提出一个可行的、保持跳跃的

曲线拟合方法。 
众所周知，传统的局部线性核估计，在目标点的邻域中使用所有数值进行拟合，若待估点为连续点，

则有很好的保持光滑的性质。当目标点存在跳跃时，传统的局部线性核估计不再具有统计相合性。在文

献中，已有间接的方法来处理这个问题，即先探测出不连续的位置，再在其左右区间分别使用传统估计

方法进行估计。探测跳跃的方法有：单边常数核光滑 (Müller 1992 [1], Qiu et al. 1991 [2], Wu and Chu 1993 
[3])；单边线性核光滑(Loader 1996 [4])；局部最小二乘估计(Qiu and Yandell 1998 [5])；小波变换(Wang 1995 
[6])；半参模型(Eubank andSpeckman 1994 [7])和平滑样条建模(Koo 1997 [8], Shiau et al. 1986 [9])。与这些

间接方法对比，直接方法不需要先探测跳跃点的位置，在估计区间内，把每一点都当做可能的跳跃点，

用相同的方法进行估计。McDonald 和 Owen (1986) [10]提出了基于三个局部最小二乘估计的曲线回归方

法，分别对应一给定点的左边估计、右边估计和两边估计。他们通过对这三个估计加权平均，建立了“分
离线性拟合”，权重由各个估计的拟合优度决定。Qiu (2003) [11]提出了一个基于局部分段线性核估计的

保持跳跃的曲线拟合过程。对每个点 x，分别考虑两边的局部线性估计，并计算加权残差平方和以作比

较。将加权残差平方较小的估计作为 x 最后的估计，若两个值基本相等，则取平均作为 x 最后的估计。

此方法可以保持曲线的光滑性，并在跳跃处也有较好拟合效果。 

本文基于局部分段的双边核估计过程，提出一个用于保持跳跃的曲线拟合方法。该方法使用较少的
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迭代次数，自适应的保持跳跃的特征，并且在非跳跃处有较好的光滑性。本方法的特点是在估计的过程

中不但考虑自变量的加权函数，同时对因变量进行加权。把每个点都看作是可能的跳跃点，分别在左邻

域、右邻域和整个邻域内分别进行估计，选择加权残差平方和较小的估计作为估计处最终的估计。 

本文结构如下：第二部分介绍了跳跃回归模型；详细的算法在第三部分介绍；第四部分展示了数值

模拟结果和一个实例分析；最后，就本文的结果和存在的问题进行了讨论。 

2. 跳跃回归模型 

给定一组观测数据 ix ， 1, 2, ,i n=  带有跳跃的回归模型定义如下： 

( ) , 1, 2, ,i i iy f x i nε= + =                                   (1) 

其中， iε 是随机产生的、独立同分布的噪声，均值为 0，方差是 2σ 。不失一般性， 1 20 1nx x x< < < < <

是观测点， ( )f x 是回归函数，在[0,1]上连续， 1 20 1ms s s< < < < < 是跳跃点，跳跃的大小为 0jd ≠ ,
1, 2, ,j m=  。 
在文献中，已有几种对上述跳跃模型的保跳拟合过程。其中一个是 Fan, J.和 Gijbels, I. [12]在 1996 年

提出的最小化问题： 

( ){ }* *
0 1

2* *
0 1

, 1
min

n
i

i i
a a i n

x xy a a x x K
h=

 − − + −   
 

∑                       (2) 

其中， ( )K ⋅ 是定义在
1 1,
2 2

 −  
上的核函数， nh 是带宽参数。(2)式的解被定义为 ( )f x 的局部线性核估计。 

这个曲线拟合过程会在跳跃处表现出“模糊”，即跳跃无法保持的很好。因此，我们希望得到一个保持跳

跃的曲线拟合过程，同时有一个相对较高的收敛速度。 

3. 基于双边核的保跳曲线拟合过程 

基于在第二部分定义的模型，我们定义一个新的最小化过程： 

( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) }
,0 ,1 ,0 ,1

,0 ,1 ,0 ,0, , , 1

2

,1 ,1

min
l l r r

n

i l l i r l ia a a a i

i i
r l i i

nx ny

y a a x x a a I x x

x x y ya a x x I x x k k
h h

=

 − + − − − −  

  − −+ − − − ⋅        

∑
              (3) 

来拟合曲线。 
其中， ( )I ⋅ 是示性函数， nxh 是 x 方向的带宽， nyh 是 y 方向的带宽。 ( )k x 是核函数[13]，核函数是一

个非负的、实值可积分函数，有如下性质： 

1) ( )d 1k x x
∞

−∞
=∫ ； 

2) ( ) ( )k x k x= −
。

 

这里，我们介绍双边核函数。传统局部线性估计方法是用一个核函数在 x 邻域内进行加权。双边核 

不仅考虑 x 方向上的权重，也在 y 方向上用核函数对数据点加权。我们定义 i i

nx ny

x x y yK K
h h

  − −
⋅        

为双边

加权函数，即双边核函数。 
我们注意到最小化过程(3)等价于以下两个最小化过程的和： 
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( ){ }
,0 ,1

2
,0 ,1, 1

min
l l

n
i i

i l l i la a i nx ny

x x y yy a a x x k k
h h=

  − −
− − − ⋅        

∑                   (4) 

( )
( ) 1,     , 0

2

0,            
l

k x x
k x

  ∈ −   = 

 其他

 

和 

( ){ }
,0 ,1

2
,0 ,1, 1

min
r r

n
i i

i r r i ra a i nx ny

x x y yy a a x x k k
h h=

  − −
− − − ⋅        

∑                   (5) 

( )
( ) 1,     0,

2

0,          
r

k x x
k x

  ∈   = 

 其他

 

在本文的算法中，核函数形式的选取对结果的影响不明显，即不同的核函数不会影响建模和算法的

实际应用。在本文的数值模拟和实例中，我们在 x 方向和 y 方向上均使用 Epanechnikov 核函数 

( ) ( )23 1 ,    1 1
4
0,                  

u u
k u

 − − ≤ ≤= 
 其他

 

最小化过程(4)、(5)分别在
1 ,0
2

 −  
和

10,
2

 
  

上对 ( )f x 进行估计。为求解这两个问题，我们记： ( ),0ˆla x ， 

( ),1ˆla x ， ( ),0ˆra x ， ( ),1ˆra x ： 

( ) ( ),2 ,1
,0 2

1 ,0 ,2 ,1

ˆ
n

l l ii i
l i l

i nx ny l l l

W W x xx x y ya x y k k
h h W W W=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                  (6) 

( ) ( ),0 ,1
,1 2

1 ,0 ,2 ,1

ˆ
n

l i li i
l i l

i nx ny l l l

W x x Wx x y ya x y k k
h h W W W=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                  (7) 

( ) ( ),2 ,1
,0 2

1 ,0 ,2 ,1

ˆ
n

r r ii i
r i r

i nx ny r r r

W W x xx x y ya x y k k
h h W W W=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                  (8) 

( ) ( ),0 ,1
,1 2

1 ,0 ,2 ,1

ˆ
n

r i ri i
r i r

i nx ny r r r

W x x Wx x y ya x y k k
h h W W W=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                  (9) 

其中， 

( ),
1

     0,1, 2
n ji i

l j l i
i nx ny

x x y yW k k x x j
h h=

  − −
= ⋅ − =       
∑                   (10) 

( ),
1

     0,1, 2
n ji i

r j r i
i nx ny

x x y yW k k x x j
h h=

  − −
= ⋅ − =       
∑                   (11) 

这样，根据线性回归的定义，我们知道 ( )ˆla x∗ 和 ( )ˆra x∗ 是 ( )f x 的两个估计，分别记作： 
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( ) ( )0 1
2

1 0 2 1

ˆ
n

ii i
l i

i nx ny

W W x xx x y ya x y k k
h h W W W

∗

=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                    (12) 

( ) ( )0 1
2

1 0 2 1

ˆ
n

ii i
r i

i nx ny

W x x Wx x y ya x y k k
h h W W W

∗

=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                    (13) 

其中， 

( )
1

, 0,1, 2
n ji i

j i
i nx ny

x x y yW k k x x j
h h=

  − −
= ⋅ − =       
∑                      (14) 

和全邻域估计： 

( ) ( )2 1
0 2

1 0 2 1

ˆ
n

ii i
i

i nx ny

W W x xx x y ya x y k k
h h W W W=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                    (15) 

另，全邻域估计量： 

( ) ( )0 1
1 2

1 0 2 1

ˆ
n

ii i
i l

i nx ny

W x x Wx x y ya x y k k
h h W W W=

  − − − −
= ⋅      −   
∑                    (16) 

下一步，我们分别计算两边的加权残差平方和： 

( )
( ) ( ){ }2

,0 ,1ˆ ˆ
i

i

i i
i l l i

x x nx ny
l

i i

x x nx ny

x x y yy a a x x x k k
h h

WRSE x
x x y yk k
h h

<

<

  − −
− − − ⋅        =

  − −
⋅        

∑

∑
              (17) 

( )
( ) ( ){ }2

,0 ,1ˆ ˆ
i

i

i i
i r r i

x x nx ny
r

i i

x x nx ny

x x y yy a a x x x k k
h h

WRSE x
x x y yk k
h h

≥

≥

  − −
− − − ⋅        =

  − −
⋅        

∑

∑
              (18) 

( )
( ) ( ){ }2

0 1
1

1

ˆ ˆ
n

i i
i i

i nx ny

n
i i

i nx ny

x x y yy a a x x x k k
h h

WRSE x
x x y yk k
h h

=

=

  − −
− − − ⋅        =

  − −
⋅        

∑

∑
                 (19) 

并记： 

{ }min , ,l rSSE WRSE WRSE WRSE= ，                         (20) 

2 2l r
SSE SSEWRSE WRSE

op I I   ≤ ≤   
   

= ⋅ ,                                (21) 

I 为示性函数，下标条件成立时取值为 1；否则为 0。 
并定义： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

* *

ˆ ,   1ˆ
ˆ ˆ ,   0l r l r l r

a op
f x

a x I WRSE x WRSE x a x I WRSE x WRSE x op∗ ∗

==  − + − =
         (22) 
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作为 ( )f x 的估计， ( )*I a 是示性函数， ( )*

1,      0
1 ,    0
2
0,     0

a

I a a

a

>
= =


<

。 

另外，带宽的选取在非参数统计中是一个非常重要的问题。常用的带宽选取方法有大拇指准则、交

叉验证法等。Silverman[14]大拇指准则选取带宽的方法为 
1 5ˆ ˆROTh C nσ −=  

这里的 C 为常数，可供备选的常数有 1.06 或 3 或 5， σ̂ 为样本标准差的估计，n 为样本数。大拇指准则

选取带宽有简便实用的特点。交叉验证法选取带宽的方法为最小化下面的式子以获得最优带宽 

( ) ( )( )2

1

1 ˆ
n

n i i i
i

CV h y f x
n −

=

= −∑                             (23) 

这里 ( )ˆ
i if x− 指的是去掉第 i 组观测值后用本文方法在带宽 nh 下得到估计值。 

本文在双边核的保跳曲线拟合过程中加入迭代，以增强算法的有效性。适当的迭代可使拟合效果更

佳，而过多的迭代次数会使数据连续部分细节损失。根据每次迭代后加权残差平方和变化的大小设定一

个阈值，可有效控制迭代次数，得到更佳的拟合效果。 

4. 数值实验 

4.1. 仿真模拟 

在模拟仿真中，我们将比较包括局部分段线性双边核估计在内的四种方法的估计效果，通过对比说

明我们提出方法的有效性和优越性。模拟实验过程如下： 
等间隔的选取设计点 ix i n= ，从模型 ( )i i iy f x ε= + ， ( )2~ 0, , 1, 2, ,i N i nε σ =  中产生观测值 iy 。

其中 ( )f x 为真实的密度函数，我们将计算 NW 核估计、局部线性核估计、局部分段线性核估计和本文的

局部分段双边核估计。 
前两种估计为常见的传统非参数核估计方法，对于光滑的真实密度函数[15]有较好的估计效果，而在

跳跃点处不具有一致相合性。Qiu [16]提出的局部分段线性核估计有较好的保跳性质，它将作为我们主要

的对比对象。在下面的数值模拟中可以看出，本文提出的局部分段线性双边核估计较之有更好的效果。 
选定数据点数 n=100，噪声标准差为 0.1。大拇指准则选取 x 方向的带宽乘数为 1.06。为了减小结果

中随机性的影响，以下算得的 MSE 值均为重复 100 次取平均值的结果。“BK-rot”指大拇指准则选取带宽

下双边核算得的 MSE 值，“SK-rot”指大拇指准则选取带宽下单边核算得的 MSE 值，“LLR”指大拇指准则

选取带宽下传统局部线性方法算得的 MSE 值，“NW”指大拇指准则选取带宽下 NW 核估计算得的 MSE
值。这里的 LLR 和 NW 方法不参与迭代。 

选定真实密度函数为 

( ) 2
1

2

0, 0 0.3

3 0.93, 0.3 0.7

4 1.24, 0.7 1

x
f x x x

x x

≤ <


= + ≤ <
 + ≤ ≤

 

原始函数图像如图 1。 
大拇指准则中选取 y 方向的带宽乘数设为 3。给定迭代终止的阈值为 0.0005。如图 2 所示，红色实线

代表真实密度曲线，绿色实点表示观测值，黑色实线为局部分段线性双边核估计曲线，紫色点划线为局 
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Figure 1. Original image of f1(x)                                    

  
 

图 1. f1(x)的原始函数图像                                             

 

 
Figure 2. Comparison among different estimation methods of f1(x)                  
图 2. 对 f1(x)不同估计方法的比较                                      

 
部线性核估计曲线，点线表示 NW 核估计得到的曲线。图 3 中黑色实线表示局部分段线性双边核估计，

两条虚线分别代表 97.5%分位数曲线和 2.5%分位数曲线。

 

显然，NW 核估计和局部线性核估计不能保持真实密度函数在跳跃点处的跳跃特性。而局部分段线

性双边核估计能较好的保持真实密度函数的跳跃特征。下面从 MSE 数值的角度对局部分段线性双边核估

计和局部分段线性单边核估计的效果进行分析。可以看出给定迭代次数，双边核估计均优于单边核估计，

说明本文提出方法的有效性。 
表 1 和图 4 给出了不同迭代次数下局部分段线性双边核估计的 MSE 结果。从迭代次数与 MSE 值得

关系可以看出，适当的迭代的确会使估计效果更佳。值得注意的是，过多的迭代次数会使 MSE 值增大， 
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Figure 3. Confidence interval of f1(x)                                             
图 3. f1(x)置信区间                                                   

 

 
Figure 4. f1(x) MSE of local piecewise linear bilateral Kernel estimation under 
different iteration times                                             
图 4. f1(x)不同迭代次数下局部分段线性双边核估计的 MSE 值              

 
Table 1. MSE value for different estimation method of f1(x)                                                             
表 1. f1(x)不同估计方法对应的 MSE 值                                                                          

迭代次数 1 2 3 4 5 

BK-rot (×10−2) 0.2243 0.1822 0.1881 0.2052 0.2285 

SK-rot (×10−2) 0.2281 0.1863 0.1936 0.2131 0.2403 

迭代次数 6 7 8 9 10 

BK-rot (×10−2) 0.2566 0.2899 0.3292 0.3772 0.4366 

SK-rot (×10−2) 0.2741 0.3136 0.3615 0.4212 0.4970 

LLR (×10−2) 0.7142 NW (×10−2) 0.8783 
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这是因为数据连续部分细节损失造成的。 
下面，改变真实密度函数为 

( )
( )

( )
( )

2

2

2 2

2

4 , 0 0.2
4 0.4 , 0.2 0.4

e sin 2.5π 1, 0.4 0.8

e sin 2.5π , 0.8 1

x

x

x x
x x

f x
x x

x x

−

−

≤ ≤
 − < ≤=  − < ≤


< ≤

 

原始函数图像如图 5 所示。 
大拇指准则中选取 y 方向的带宽乘数设为 5。给定迭代终止的阈值为 0.0005。如图 6 所示，红色实线

代表真实密度曲线，绿色实点表示观测值，黑色实线表示局部分段线性双边核估计，紫色点划线表示局

部线性核估计，点线表示 NW 核估计得到的曲线。图 7 中黑色实线表示局部分段线性双边核估计，两条

虚线分别代表 97.5%分位数曲线和 2.5%分位数曲线。 
类似的，NW 核估计与局部线性核估计在跳跃点处的偏差较大。而局部分段线性双边核估计能较好

保持原始数据的跳跃特征。从表 2 中可以看出给定迭代次数，局部分段线性双边核估计的 MSE 值均小于

局部分段线性单边核估计的 MSE 值，说明本文提出的方法估计效果更佳。 
如图 8 所示，局部分段线性核估计中 MSE 值与迭代次数的关系与前例相似。 
综上所述：传统的核光滑回归估计方法对带有跳跃点的回归曲线估计效果较差。大拇指准则选取的

带宽下，相比于传统的局部分段单边核线性估计，双边核得到估计效果更佳。在迭代次数的选择问题上，

数值实验演示，2~5 次迭代的确可以改善估计效果，在实际应用中灵活选取。 

4.2. 数值实例 

下面，我们将本文提出的方法应用于一个股票数据。我们从 yahoo.finance [17]收集了中国东方航空公

司在纽约证券所从 2014 年 8 月 8 日至 2015 年 11 月 9 日连续 67 周股价的周末收盘价。图 9 中的红色实点

表示连续 67 周中国东方航空公司的周末收盘价。需要注意的是，我们将 67 个数据进行了标准化预处理。 
 

 
Figure 5. Original image of f2(x)                                            
图 5. f2(x)的原始函数图像                                                
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Figure 6. Comparison among different estimation methods of f2(x)                   
图 6. 对 f2(x)不同估计方法的比较                                          

 

 
Figure 7. Confidence Interval of f2(x)                                            
图 7. f2(x)置信区间                                                        

 
Table 2. MSE value for different estimation method of f2(x)                                                             
表 2. f2(x)不同估计方法对应的 MSE 值                                                                        

迭代次数 1 2 3 4 5 

BK-rot (×10−2) 03312 0.3229 0.4006 0.5161 0.6640 

SK-rot (×10−2) 0.3364 0.3412 0.4354 0.5717 0.7496 

迭代次数 6 7 8 9 10 

BK-rot (×10−2) 0.8456 1.0597 1.3049 1.5804 1.8792 

SK-rot (×10−2) 0.9664 1.2233 1.5198 1.8597 2.2513 

LLR (×10−2) 0.7051 NW (×10−2) 0.8595 
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Figure 8. f2(x) MSE of local piecewise linear bilateral Kernel estimation under 
different iteration times                                                  
图 8. f2(x)不同迭代次数下局部分段线性双边核估计的 MSE 值                     

 
图 9 中右图的黑色实线是本文局部分段线性双边核估计方法得到的回归曲线，红色实点表示中国东

方航空公司连续 67 周的周末收盘价。蓝色实线为周末收盘价的变化情况。黑色实线为局部分段线性双边

核估计得到的回归曲线，在该方法中进行了 4 次迭代。从图上可以看出，在第 35 个点和第 52 个点处发

生了跳跃，分别是 2015 年 8 月 24 日和 2015 年 4 月 6 号。关于 8 月的下跌(即跳跃)，2015 年 8 月 17 日

新闻报道中国东方航空 36.3 亿美元购 15 架 A330 飞机，然而 8 月人民币遭受了近 20 年来最大的贬值，

同时中国的经济指数暗示经济增长放缓，人们担心中国东方航空将会花费比预计更多的人民币来购买这

些新飞机，成为其股价下跌的可能因素。在 2015 年 4 月，美国达美航空与东航合作，在上海建立国际中

心，意欲打造国际枢纽；4 月 22 日，中国东方航空公布 2014 财年报告，这些都是利好消息，可能是其

股价激增的原因。综上，本文方法能够在去噪的同时保持曲线的跳跃特征，有利于更进一步的统计推断。 

5. 讨论 

5.1. 光滑性 

本文提出的算法在连续区间上可以保持光滑性。这是因为需拟合的函数连续时，给定点左邻域的估

计和右邻域的估计是近似相等的。由定义(19)可知，此时 ( )f x 的估计是左邻域估计和右邻域估计的平均，

因此保证了连续区间内的光滑性。 

5.2. 带宽选择 

在带宽的选取上，使用大拇指准则。大拇指准则是一种数据驱动的带宽选取方法，操作简便，不受

估计方法的影响。本文提出的方法的重要创新点在于保跳回归估计中加入因变量 y 的影响。显然，跳跃

点附近的 y 值变化剧烈，而引入了 y 的核函数后可以描述 y 值的性质。在回归函数的连续区域，y 值平稳变

化，y 方向的核函数与 x 方向的核函数相互配合，进行平滑的估计；而在跳跃点的左右两侧中一侧的 y 方向

的核函数对另一侧估计的权重很小，因此可以达到刻画函数跳跃性质的目的。这时涉及到 y 的带宽选取问

题, 我们建议采用乘数为 3 或 5 的大拇指准则来自适应的选取 y 的带宽，其值应根据具体样本选取，此问

题需进一步研究[18]。应当注意，原始函数的特点对估计效果有一定的影响。本文方法对原始函数是近 
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Figure 9. Real data image and its fitting result                                                
图 9. 数值实例图像及其拟合结果                                                          

 
似于含有第一类跳跃点的单调函数的估计效果更好。 

5.3. 迭代次数 

模拟仿真研究中，我们发现回归曲线的拟合受迭代次数的影响，适当的迭代可使拟合效果更佳。而

过多的迭代次数却会使拟合效果变差，原因在于过多的迭代使得回归函数在连续的地方退化成一条直线。

因此选取恰当的迭代次数在一定程度上会使保跳性得到更好的实现，同时保持连续区域的光滑性。最佳

的迭代次数还需要进一步的研究，推荐迭代次数为 2-5 次。如何使迭代发挥出最佳效果需要继续深入研

究。 
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