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Abstract 
In recent years, with the rapid development of science and application, cooperative control of 
multi-agent systems has become a hot research in the field of control. As the basis of the coordina-
tion problem for multi-agent systems, the consensus problem has attracted more and more atten-
tions. Aimed at nonlinear multi-agent systems, control algorithm has been designed, using Riccati 
equation, and some criteria for achieving the mean square consensus via the properties of Markov 
theory. Finally, some simulation examples are provided to illustrate the effectiveness of the theo-
retical results. 
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摘  要 

近年来，随着科学技术的迅速发展及应用的需要，多智能体系统的协调控制成为控制领域的一个研究热

点。一致性问题作为多智能体系统协调控制的基础，受到了各个领域的研究学者越来越多的关注。本文

针对非线性多智能体系统设计了相应的一致性控制算法，利用黎卡迪方程方法以及Markov的特性使非

线性系统达到均方一致性，最后通过仿真验证了结果的正确性和有效性。 
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1. 引言 

近年来，多智能体系统的协调控制发展的越来越快，应用也越来越广泛，比如无人机、编队控制、

群集、同步等等，引起了专家学者的广泛关注和深入研究。在多智能体系统的协调控制问题中，多智能

体一致性问题是智能体之间协调控制的基础。Vicsek，A.Jadbabaie，Olfati-Saber，Murry 和 Ren 等人[1] [2] 
[3] [4] [5]分别对一致性展开了研究，做出了理论分析。  

上述的文献主要研究的是固定拓扑下的多智能体系统一致性问题，但是在实际问题中，我们经常会

遇到很多随机因素的影响，许多系统的操作环境会带有不确定性，导致其通信拓扑结构可能会是随机切

换的。在 Olfati-Saber 和 Murry 研究一致性问题的影响下，Costa 在文献[6]中对带有干扰的连续时间马尔

科夫切换下的多智能体系统进行了分析，并使其达到均方一致。对于离散时间下的多智能体系统，Zhang
和 Mo [7] [8]也研究了马尔科夫切换拓扑下的均方一致性问题。Li 等人[9]分别对离散和连续时间随机切

换下的高阶多智能体系统的一致性问题展开了研究。Miao 等人[10]研究了带有领航者的马尔科夫切换拓

扑下的均方一致性问题。文献[11]基于采样控制研究了马尔科夫切换拓扑下二阶多智能体系统的均方一致

性问题。 
在上述文献中的多智能体系统的动力学为一阶、二阶或高阶的，但在实际生活中，一般的物理系统

都是非线性的，因此对非线性系统的研究有着重大的意义。文献[12]研究了有向拓扑结构下的具有非线性

系统模型的多智能体系统的同步问题，提出了有向拓扑有生成树可以使多智能体系统达到一致。[13]提出

对二阶非线性多智能体系统，其系统可以达到一致。[14]提出了分布式非线性控制协议使多智能体系统达

到一致。[15]讨论了有向网络下非线性多智能体系统的协调跟踪问题。 
注意到已有的非线性多智能体系统一致性结果其网络拓扑图一般是固定的，往往忽略了其操作环境

带来的不确定因素，使得文章的可行性不是很强。目前的文献主要是对于多智能体系统在随机切换下的

一致性问题和非线性多智能体系统一致性问题分别给出的，但是同时考虑了随机切换拓扑和非线性多智

能体系统下的文章并不多。本文研究了其均方一致性问题，首先假设其拓扑结构受到一个遍历的马氏链

驱动，然后运用黎卡迪方程方法和随机系统理论，给出了实现均方一致的条件。 

2. 问题描述 

2.1. 图论基础 

代数图论在多智能体系统中起着关键重要的作用， N 个智能体间的信息交互网络拓扑图记为
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( ),G V E= ，其中顶点的集合 { }1, ,V N= 
表示有 N 个智能体， E V V⊂ × 是图的边集。G 的边 ( ),i j 表示

智能体 i 和智能体 j 之间可以发生信息的交互。图G 的邻接矩阵 ijA a =  ，其中 0ija > 表示节点 i 和 j 之

间的连接权重，当节点 i 能从节点 j 得到其信息时 0ija > ，否则 0ija = 。图 G 的拉普拉斯矩阵定义为

L D A= − ，其中度矩阵 { }1 2, , , nD diag d d d= 
是对角元为 ( )degi ind i= ,其它元为零的对角矩阵。即有

ijL l =  ，
1

,

,

ij

Nij
ijj

a j i
l

a j i
=

− ≠= 
=∑

。对于无向图G ，其的拉普拉斯矩阵 L 为一个对称矩阵。本文中我们用用

顶点 0 表示领航者，信息在领航者和包含在领航者邻居集内的智能体之间交互，其拓扑图由图G 表示，

并且图G 由图G 、领航者 0 以及领航者与其邻居之间的边组成。 
考虑 s 个图 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,s sG V E G V E G V E= = =

的并图： 

1 1
,

s s

u k k
k k

G G V E
= =

 
= =  

 
 

 

设 , , 1,2, ,k kA L k s=  分别是 kG 的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵，若 uG 的邻接矩阵 1 2u sA A A A= + + + ，则

1 2u sL L L L= + + + 是 uG 的一个有效拉普拉斯矩阵。设 ( )10 20 0, , ,k k k
k ND diag a a a=  ，其中 0, 1, ,k

ia i N= 
是第

k 个图中第 i 个智能体与领航者之间的权值，若智能体与领航者互为邻居 0 1k
ia = ，否则 0 0k

ia = 。矩阵

n n
ijA a R × = ∈  ，若对所有 1, ,i n=  ，

1,

n

ii ij
j j i

a a
= ≠

≥ ∑ ，则称矩阵 A是对角占优的。设 , 1,2, ,k k kH L D k s= + =  ，

由 kL 是对角占优矩阵，可知 kH 也是对角占优矩阵。由 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 1 1 2

u u u s s

s s s

H L D L L L D D D

L D L D H H H

= + = + + + + + + +

= + + + + = + + +

 

 

 

可知 uH 也是对角占优矩阵。 

( )G t 在 s 个不同 的拓 扑上 ( ) { }1 2, , , sG t G G G∈   

 随 机切 换， ( ) kG t G=  当且 仅当 随 机变量

{ }1,2, ,k S s∈ = 
。切换过程 ( ){ }, 0t tσ ≥ 取决于时间齐次马尔科夫过程，这个马尔科夫过程的状态空间相

当于所有可能的拓扑。 

2.2. 系统模型 

考虑包含 N 个智能体和一个领航者的多智能体系统，智能体 i 和领航者的系统方程如下所示： 
( ) ( ) ( ) ( ), , 1, ,i i i ix t Ax t f t x Bu t i N= + + =


                         (2.1) 

( ) ( ) ( )0 0 0,x t Ax t f t x= +                                 (2.2) 

其中常数矩阵 n nA R ×∈ 表示为状态输入矩阵， n mB R ×∈ 表示控制输入矩阵， ( ) n
ix t R∈ 表示智能体 i 在 t 时

刻的状态， ( )0
nx t R∈ 表示领航者的状态， ( ) m

iu t R∈ 表示为控制输入， : , 1,2, ,n nf R R R i N× → = 
，是

一个连续的向量值函数，它表示网络中各个体的固有非线性动态。 
在随机切换拓扑 ( )G t 上，根据多智能体系统(2.1)~(2.2)的领航者跟随一致性问题，我们设计如下一致

性协议为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )0 0 , 1, ,i ij j i i i
j V t

u t K a t x t x t Ka t x t x t i N
∈

= − + − =∑                (2.3) 

其中 m nK R ×∈ 是控制增益。 
定义 1：对任意的 ( )0 , 1, ,ix i N= 

和 ( )0σ 的初始分布，若存在一致增益 K 使得： 

( ) ( ) 2
0lim 0, 1, 2, ,it

x t x t i N
→∞

 Ε − = =  
                         (2.4) 
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则称多智能体系统(2.1)~(2.2)在协议(2.3)下达到领航者跟随一致。 

若存在正数C 和 0t 使得： 

( ) ( ) ( )( )2
0 0 0exp ,ix t x t C a t t t t Ε − ≤ − − ∀ >    

则称以速度 0α > 达到连续时间领航者跟随一致。 
引理 2.1 [16]：若 uG 连通，则 uH 是一个正定矩阵。 

假设 2.1：图 uG 连通。 
在假设 2.1 的条件下 uH 是一个正定矩阵，则 uH 的所有特征值大于 0，设 uH 的最小特征值为 ( )min uHλ ，

最大特征值为 ( )max uHλ ，且存在正交矩阵 N NT R ×∈ ，使得 ( )T
1 2, , ,u NTH T M diag λ λ λ= =  ，其中

1 2, , , Nλ λ λ 是矩阵 uH 的特征值， 0, 1,2, ,i i Nλ > =  。 

引理 2.4 [17]：非线性函数 ( )f x 满足如下 Lipschitz 条件： 

( ) ( ), ,f t x f t y l x y− ≤ −                             (2.5) 

其中 ,x y R∈ ； 0l > 为正常数； ⋅ 为 Euclidean 范数。 
引理 2.5 [18]：任意两个向量 , nx y R∈ 和任意的正定对称矩阵 n nM R ×∈ ，有 

T T 1 T2x y x M x y My−≤ +                               (2.6) 

假设 2.2：连续时间马尔科夫过程具有遍历性。 

在假设 3.1 成立的条件下，马尔科夫过程容许唯一的不变分布
T

1 2, , ,c c c c
sπ π π π =   ，且马尔科夫过程

中的任一状态可以从状态空间中的任何其他状态达到。其中 { }0, 1,2, ,c
k k S sπ > ∀ ∈ =  。不失一般性，对

所有的 t R∈ ，马尔科夫过程 ( ){ }tσ 的分布由 cπ 给出。 

假设 2.3： ( ),A B 镇定。 
若 ( ),A B 可镇定，则如下黎卡迪(Riccati)方程存在正定解 0P > 使得 

T T2 0PA A P PBB P+ − <  

可找到α 使得 
T T2 0PA A P PBB P Pα+ − + <                               (2.7) 

若 uG 连通，增益矩阵设计为[19] 
TK B Pτ=  

其中系数 ( )( ) { }1
min , min , 1c c c

u k S kHτ ϕ π λ π π ϕ
−

∈≥ = > 。 

假设 2.4：存在一个α 使得： 

T T 2 212 0PA A P PBB P l P Pϕ α
α

+ − + + <                           (2.8) 

成立，其中 Rα ∈ 。 

3. 主要结论 
这部分研究多智能体系统(2.1)~(2.2)在协议(2.3)下的领航者跟随一致性问题。 
定理 3.1：考虑马尔科夫切换拓扑，假定假设 2.1、假设 2.2、假设 2.3、假设 2.4 成立，设 0P > 是(3.1)

的解， TK B Pτ= 。则对任意的初始条件，在控制协议(2.3)下，多智能体系统(2.1)~(2.2)可以速度 0α > 达
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到了领航者跟随一致。 
证明：智能体 i 和领航者之间的状态误差表示为 ( ) ( ) ( )0i it x t x tε = − ， iε 的动态为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0
1

, ,

, ,

, , , 1, ,

i i i i i

i ij j i i i i
j V t

N

i ij ij j i
j

t x t x t A t Bu t f t x f t x

A t BK a t t t BKa t t f t x f t x

A t BK l t d t t f t x f t x i N

ε ε

ε ε ε ε

ε ε

∈

=

= − = + + −

= + − − + −

= − + + − =

∑

∑

  



 

其中当 i j= 时， ( ) ( )0ij id t a t= ，当 i j≠ 时， ( ) 0ijd t = 。设 ( ) ( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2, , , Nt t t tε ε ε ε=   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )10 20 0, , ,ij NN N
D t d t diag a t a t a t

×
= =   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
TT T

1 0 0, , , , , , ,NF t x f t x f t x f t x f t x = − −  
  

( )L t 是 t 时刻的拉普拉斯矩阵，由此可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

,

N

N

t I A L t D t BK t F t x

I A H t BK t F t x

ε ε

ε

 = ⊗ − + ⊗ + 
= ⊗ − ⊗ +  



                    (3.3) 

其中 ( ) ( ) ( )H t L t D t= + 。 
考虑如下函数 ( )V t ，我们设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
1 2N sV t E t I P t V t V t V tε ε = ⊗ = + + +    

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
T 1 ,k N t kV t E t I P t k Sσε ε =

 = ⊗ ∀ ∈ 
。 

通过[20]中的引理 4.2 得 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )T T

1
d d 1 d 1 d d

s

k N N jk jt k t k
j

V E t I P t t I P t q V t t o tσ σε ε ε ε= =
=

 = ⊗ + ⊗ + +   ∑  

可知 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T

T T

d
2

d
, ,

N u

N N

V t
E t I PA A P H PBB P t

t
F t x I P t t I P F t x

ε τ ε

ε ε

≤ ⊗ + − ⊗

+ ⊗ + ⊗ 

 

又由引理 1.4 和引理 1.5 可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

1 0 0

T

1

, , , , , , ,

, ,

N

N

F t x f t x f t x f t x f t x

t t l tε ε ε

 = − − 

 ≤ = 





 

可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T

2T T

22 T T

, ,
1, ,

1

N N

N

N

F t x I P t t I P F t x

F t x F t x t I P t

l t t t I P t

ε ε

α ε ε
α

α ε ε ε ε
α

⊗ + ⊗

≤ + ⊗

≤ + ⊗

 

设 ( ) ( ) ( )nt T I tε ε= ⊗ ， ( )tσ 的分布由 cπ 给出，可得 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

T T T T T

2T T T 2 T T

2T T T 2 T T

1

T T T 2 T
min

1

2 , ,

12

12

2

N u N N

N u N

N

i i i N
i
N

i u i
i

t I PA A P H PBB P t F t x I P t t I P F t x

t I PA A P H PBB P t l t t t I P t

t PA A P PBB P t l t t t I P t

t PA A P H PBB P t l t t

ε τ ε ε ε

ε τ ε α ε ε ε ε
α

ε τλ ε α ε ε ε ε
α

ε τλ ε α ε ε

=

=

⊗ + − ⊗ + ⊗ + ⊗

≤ ⊗ + − ⊗ + + ⊗

= + − + + ⊗

≤ + − +

∑

∑

     

    ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2T

2minT T T 2 T T

1 min

T T T T T 2 2

1

1

2 1

12 2 1

N

N
u

i i Nc
i u

N

i i i i
i

t I P t

H
t PA A P PBB P t l t t t I P t

H

t PA A P PBB P t t PBB P l I P t

ε ε
α

λ
ε ϕ ε α ε ε ε ε

απ λ

ε ε ε ϕ α ε
α

=

=

+ ⊗

 
≤ + − + + ⊗  

 
 ≤ + − + − + +  

∑

∑

 

     

   

 

又由假设 3.2、假设 3.3 可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T

1

N

i i N N
i

t P t t I P t t I P tα ε ε αε ε αε ε
=

≤ − = − ⊗ = − ⊗∑      

可得
( ) ( )d

d
V t

V t
t

α≤ − ，即 ( ) ( ) ( )exp 0V t t Vα≤ − ， ( )V t 以速度α 收敛到 0，则在控制协议(2.3)下多智能体

系统(2.1)~(2.2)可以以速度α 达到领航者跟随一致。 
注 3.1：文章[9]证明了在连续系统切换拓扑是联合连通的情况下，系统会实现均方一致性。本文在该

基础上，以黎卡迪方程方法和随机系统理论方法，构造 V 函数，给出了实现均方一致的数值条件，具有

很大的实际意义，而且考虑的系统模型是非线性的，得到的结果也具有工程意义。 

4. 数值仿真 

这部分给出例子来证明上述理论的有效性。考虑如图 1 所示的网络拓扑图，通信拓扑在 1G ， 2G ， 3G

之间随机切换，图里 1G ， 2G ， 3G 所有边的权值都为 1，并图 uG 边的权值是 1G ， 2G ， 3G 对应边的权值

之和。 
考虑包含一个领航者和四个智能体的多智能体系统，如图 1，通信拓扑在 1G ， 2G ， 3G 之间随机切

换，假定系数矩阵 

0 1
1 0

A  
=  
 

，
1
1

B  
=  
 

 

容易验证出 ( ),A B 是可镇定的。由图 1 可知 1G ， 2G , 3G 是不连通的， 1 2 3uG G G G= ∪ ∪    是连通的。 
我们可以得出 

1

2 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

0 0 0 0

H

− 
 
 =
 −
 
 

, 2

0 0 0 0
0 2 0 1
0 0 0 0
0 1 0 1

H

 
 − =
 
 

− 

, 3

2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0

0 1 0 2

H

− 
 − =
 −
 

− 

 

继而 

1 2 3

4 0 2 0
0 4 0 2
2 0 3 0

0 2 0 3

uH H H H

− 
 − = + + =
 −
 

− 
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可得 ( )min 1.4384uHλ = 。设连续马尔科夫过程的初始分布
2 1,
3 3

cπ  =  
 

，假定我们以速度 0.1α = 达到

领航者跟随一致。当 0.1α = ， 1.1ϕ = 时，由(3.1)可得 

0.5 0.1
0.1 0.6

P  
=  
 

 

由 ( )( )
1

1

min
11.1 1.4384 2.2942
3

c
uHτ ϕ π λ

−
−  ≥ = × × = 

 
，取 3τ = ，可得 

( )T 1.8 2.1K B Pτ= =  

令 ( ) ( ), sini if t x x= ，在控制协议(1.3)下，状态误差轨迹如图 2 和图 3 所示，可知 4 个智能体全部与 
 

 

Figure 1. The network topology 1G , 2G , 3G  

图 1. 网络拓扑图： 1G ， 2G ， 3G  
 

 
Figure 2. xi (1) agent state trajectory 
图 2. xi (1)智能体的状态轨迹 
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Figure 3. xi (2) agent state trajectory 
图 3. xi (2)智能体的状态轨迹 

 
领航者达到一致。 

5. 结论 

本文主要研究了连续时间随机切换拓扑情况下的领航者跟随一致性问题，在拓扑图的并图连通的情

况下，设计了基于多智能体之间信息的控制协议，利用黎卡迪(Riccati)方程、马尔科夫理论分析得到了领

航者跟随的均方一致性，最后通过 Matlab 仿真验证了结果的正确性。 
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