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Abstract 
In order to find the optimal retention of insurance products with deductible under the stop-loss 
reinsurance treaty, first, under risk measures VaR and CTE, the paper introduces the optimal 
reinsurance model for the deductible loss of insurance products, and gives the optimal retention 
of the optimal reinsurance model. Then, it gives that each loss distribution obeys the exponential 
distribution, the specific form of the survival function for the total loss added to the deductible is 
given. Finally, the paper gives a specific numerical simulation. 
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摘  要 

为了寻找具有免赔额的保险产品在停止损失再保险协议下的最优自留额。首先，在风险度量VaR和CTE
下文章介绍保险产品加入免赔额的损失的最优再保险模型，并且给出了最优再保险模型的最优自留额。
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接着，在每次损失分布服从指数分布的情况下，给出了加入免赔额的总损失的生存函数的具体形式。最

后，文章给出了具体的数值模拟。 
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1. 引言 

免赔额是免赔的额度，它具体指由保险人和被保险人事先约定，损失额在规定数额之内，被保险人

自行承担损失，保险人不负责赔偿的额度。因为免赔额能消除许多小额索赔，损失理赔费用就大为减少，

从而可以降低保险公司的经营成本，同时降低被保险人要缴纳的保费。因此，免赔额条款在财产、健康

和汽车保险中得到广泛使用。再保险是一种风险管理方法，它可以转换保险人的风险到另一个保险承担

者或为保险者提供一个减少自己承担的风险的机会。然而，保险者为了分摊它的风险理所应当需要向再

保险者付一定的保险费。为了进行有效的风险管理和确保保险人的收入是稳定的，我们需要合理地处理

保险人保留的风险和再保险保费之间的关系。再保险一般包括：停止损失再保险，比例再保险和分层再

保险。保费原理包含：纯保费原理、最大损失原理、方差原理、期望值原理等被使用去得到合理的保费。

文献[1]通过方差最小模型来研究再保险，在期望保费原理下，通过保险人自留风险的方差最小得到停止

损失再保险是最优的。文献[2]研究了期望–效用模型最优再保险策略。文献[3]在考虑均值–方差保费原

理下推广了文献[1]的结果。文献[4] [5] [6]等通过最小化破产概率来研究再保险策略。文献[7] [8] [9]在风

险模型中首次引入风险度量 VaR 和 CTE。本文采用期望保费原理和停止损失再保险。我们知道：一方面，

当自留额比较小时，保险人保留的风险较小，但是需要承担较高的保费；另一方面，如果保险者增加自

留额，可以看出它虽然减少自己承担的再保险保费但是增加自己承担的风险。最近几年，VaR 和 CTE 风

险度量不但在学术界引起足够的重视而且在实际中得到了广泛的应用，银行、证券公司、投资基金等金

融机构进行投资风险度量与管理、资产配置、绩效评价等的重要工具(参考[10]和[11])。在 Cai，J 和 Tan，
K.S [7]的基础上，本文得到了具有免赔额的保险产品的最优自留额，为保险公司进行再保险提供合理的

理论支持。 

2. 理论准备 

Y 为保险公司在固定一段时间的总损失，则 Y 可以表达为： 

1 2 NY Y Y Y= + + +� , 

其中 N 表示保险公司的总损失次数， iY 表示每一次的损失金额且为连续性随机变量。 

iY 加入免赔额 u 后的损失用 iX 表示，则加入免赔额后保险公司的总损失 X 可以表示为： 

1 2 pN
X X X X= + + +� , 

其中 ( )
0,

,i
i

iN
i i

Y u
X Y u

Y u Y u +

≤
= = − − >

，1 i N≤ ≤ 。 
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假定 X 是非负的随机变量且它的生存函数为： 

( ) { }PrXS x X x= ≥ . 

IX 是保险公司自留的损失， RX 是再保险公司承担的损失，则在停止损失再保险下 X 同 IX 和 RX 的

关系为： 

,
,I

X X d
X X d

d X d
≤

= = Λ >
和 ( )

0,
,R

X d
X X d

X d X d +

≤
= = − − >

， 

其中 d 为自留额且 0d > ， { }min ,a b a bΛ = ， ( ) { }max ,0a a
+
= 。 

文章采用期望保费原理为： 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 1Rd E X E X dδ ρ ρ
+

= + = + − , 

其中 0p > 为风险负载因子。 
保险人承担的总风险我们用 T 表示，则 T 由两部分组成即保险人保留的损失和再保险保费，它相应

的表达式为： 

( )IT X dδ= + .                                     (1) 

定义 1：自变量 X 在置信水平1 α− 下的 VaR 的定义为： 

( ) { }{ }VaR inf : PrX x X xα α= > ≤ .                            (2) 

基于上述 ( )VaR X α 的定义，变量 X 在 ( )VaR X α 下的条件尾部期望 CTE 被定义为： 

( ) ( )CTE | VaRX XE X Xα α= ≥   .                            (3) 

文章选取的最优标准为： 

VaR 最优标准： ( ) ( )*

0
VaR , min VaR ,T Td

d dα α
>

= ，                    (4) 

CTE 最优标准： ( )
~

0
CTE , min CTE ,T Td

d dα α
>

  = 
 

。                    (5) 

3. 定理和引理 

上述最优模型(4)和(5)的最优再保险设计参考下面的引理 1。在本文中，记： * 1
1

p
p

=
+

。 

引理 1：i) 最优自留额 *d 在(4)中存在当且仅当 

( )* 0XSα ρ< < 且 ( ) ( ) [ ]1 1XS E Xα ρ− ≥ + ； 

ii) 如果最优自留额 *d 在(4)中存在，则 ( )* 1 *
Xd S ρ−= 且 ( ) ( )* * *VaR ,T d d dα δ= + ； 

iii) 最优自留额 d�在(5)中存在当且仅当 ( )*0 0XSα ρ< ≤ < ； 

iv) 如果最优自留额 d�在(5)中存在，则 ( )1 *
Xd S ρ−=� 且 ( ) ( )CTE ,T d d dα δ= +� � � 。 

证明：参考文献[7]的推论 2.1 和定理 3.1。 
定理 1：基础损失发生次数 N 的概率生成函数为 ( ) ( )1NP z B zθ= −  ，这里θ为参数，B 是独立于θ

的函数。个体的基础损失 iY 服从参数µ为指数分布，累积分布函数为 ( ) ( )1 e 0
i

y
YF y yµ−= − ≥ 。个体损失 iY  

加入免赔额 u 后， PN 表示加入限制条件后基于赔付的赔付次数， iX 表示加入限制条件后每次的赔付金

额，则在加入限制条件后总赔付额 X 和没有加入限制条件的总赔付额 Y 有相同形式的矩母函数，其中 iY
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和 iX 同分布， PN 和 N 具有相同的分布形式，但θ要换成 e uµθ − 。 
证明：加入免赔额 u 后，ν表示发生赔付的概率即： ( )1 e

i

u
YF u µν −= − = 。 

因为 ( ) ( )1P NN
P z P zν ν= − + 且 ( ) ( )1NP z B zθ= −  ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 e 1P
u

N
P z B z B z B zµθ ν ν θν θ − = − + − = − = −         . 

因为
,

,
i

i
i i

Y u
X

Y u Y u
≤

=  − >

未定义
，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

Pr | Pr |

Pr
Pr |

Pr

1 e 1 e 1 e
e

iX i i i i

i
i i

i

u x u
x

u

F x X x Y u Y u x Y u

u Y x u
Y x u Y u

Y u
µ µ

µ
µ

− + −
−

−

= ≤ > = − ≤ >

< ≤ +
= ≤ + > =

>

− − +
= = −

 

总损失 Y 和 X 的矩母函数为： 

( ) ( )
iY N YM z P M z =  和 ( ) ( )p iX XN

M z P M z =   。                     (6) 

通过 iY 与 iX 的分布函数和 PN 与 N 概率生成函数的对比，我们应用(6)得到加入限制条件下总赔付额

和没有加入限制条件的总赔付额有相同形式的矩母函数。 
引理 2 [12]：对整数α，有 

( )
1

0

e; 1
!

j x

j

xx
j

α

α
−−

=

Γ = −∑ .                                  (7) 

定理 2：任意损失程度独立同分布且服从均值为µ指数分布的复合模型 X 的生存函数为： 

( ) � ( )
0

e
!

j
x

X j
j

x
S x p

j
µ µ∞

−

=

= ∑ ,                                (8) 

其中 �
1

, 0,1, , 0j n
n j

p p j x
∞

= +

= = ≥∑ � 。 

证明：n 个独立的服从均值为µ的指数函数的随机变量之和的矩母函数为： 

( ) ( )
1 2

1
n

n
X X XM z zµ −
+ + + = −� . 

上面的矩母函数很明显可以看出，那是 gamma 分布的矩母函数，对应的累积分布函数为： 

( ) ;n
X

xF x n
µ

∗  
= Γ 

 
.                                   (9) 

X 的生存函数为： 

( ) ( )

( )

( )

0

0

1 Pr

1 Pr |

1
i

X

n
n

n
n X

n

S x X x

P X x N n

P F x

∞

=

∞
∗

=

= − ≤

= − ≤ =

= −

∑

∑

,                           (10) 

其中 0 0, 0
1, 0X

x
F

x
∗ <
=  ≥

且 ( ) ( ) ( )1 d , 1, 2,k k
X X XF x F x y F y k

+∞∗ ∗ −

−∞
= − =∫ �。 
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根据(7)，(9)和(10)式，则 

( ) ( )1

0
1 1 0

e
1 ,

!

j xn

X n n
n n j

xxS x P P n P
j

µµ
µ

−∞ ∞ −

= = =

 
= − − Γ = 

 
∑ ∑ ∑ . 

进而，改变求和顺序得： 

( ) ( ) � ( )
0 1 0

e e
! !

j j
x x

X n j
j n j j

x x
S x P P

j j
µ µµ µ∞ ∞ ∞

− −

= = + =

= =∑ ∑ ∑ , 

其中 �
1

, 0,1, , 0j n
n j

p p j x
∞

= +

= = ≥∑ � 。 

通过上面的定理 1 和定理 2，当保险产品的损失次数服从的概率生成函数为： ( )1NP B zθ= −  ，每

次损失金额 iY 独立同分布且服从均值µ的指数分布，则每次损失金额加入免赔额 u，保险公司在一段时间

的总损失 X 的生存函数为： 

( ) � ( )
0

e
!

j
x

X j
j

x
S x p

j
µ µ∞

−

=

= ∑ ,                               (11) 

其中： �
1

j n
n j

p p
∞

= +

= ∑ ，
( )( )( )

e

!

nu

n

B
p

n

µθ −−
= ， 0,1, , 0j x= ≥� 。 

4. 数值模拟 
假设保险公司的损失次数 N 服从参数为 10eβ = 的 poisson 分布， N 的概率生成函数

( ) ( )1NP z B zθ= −  对应的 ( ) e , 10exB x θ= = 。每次损失金额 iY 服从指数分布 ( ) 1 e
i

y
YF y µ−= − ，其中参数

为 0.01µ = 。保险人的风险承受能力 0.1α = ，再保险人的负载因子 0.2ρ = 。在给保险产品的每次损失金

额加入免赔额 100u = 后，加入免赔额相应的损失次数 pN 服从参数为 10γ = 的 poisson 分布， PN 的概率

生成函数 ( ) ( )e 1P
u

N
P z B zµθ − = − 对应的 ( ) e , e 10x uB x µθ −= = ，加入免赔额的每次损失金额 iX 服从分布

( ) 1 e
i

x
XF x µ−= − ，其中参数 0.01µ = 的指数分布。 

通过上面我们知道：在免赔额 100u = 下的保险产品的总损失 X 服从主分布为参数 10γ = 的 possion
分布，次分布服从均值为 1 100η µ= = 的指数分布。通过(11)和上面的数值假设，我们有： 

[ ] 1000E X γη= = , ( )0 0.9999546XS = , ( ) ( )1 1 0.1 1598.27X XS Sα− −= = , * 0.83p = , ( ) [ ]1 1200p E X+ = . 

通过上面的计算知： ( )*0.1 0.83 0 0.9999546Xp Sα= < = < =  

和 ( ) ( ) [ ]1 0.1 1598.27 1 1200XS p E X− = > + = 。 

利用引理 1，我们知 VaR 和 CTE 的最优自留额为： ( )1 * 569.54XS p− = 。 

5. 结论 

基于风险度量 VaR 和 CTE，本文得到了具有免赔额的保险产品在停止损失再保险下的最优自留额。

因为免赔额条款在健康、财产和汽车保险中广泛使用。因此，具有免赔额的保险产品在停止损失再保险

下的最优自留额在实际中具有广泛应用的价值。文章使用期望保原理，VaR 和 CTE，这个方法可能被应

用到较多的风险度量和保费原理中。 
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