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Abstract 
Traditional statistical analysis method in Euclidean space is not suitable for compositional data, 
due to its unit-sum constraint in Simplex space. A common solution is to firstly transform 
compositional data in Simplex space into data in Euclidean space and then perform statistical 
analysis on the transformed data. This paper proposes to compare three commonly used method, 
i.e., additive logratiotransformation (alr), centered logratio transformation (clr), and isometric 
logratio transformation (ilr). Based on Aitchison’s algebra, the comparison is carried out to 
examine whether a transformation method satisfies the properties of linearity and orthogonality. 
A real dataset, namely the rock data, is used to verify the comparison results. Three transformation 
methods are used to relax the unit-sum constraint of the rock data, respectively, and a discriminant 
model is then established on the transformed data. Comparison results from both theory and 
real-data studies indicate that isometric logratio transformation is superior to the other two 
transformation methods in two points. First, isometric logratio transformation does not change 
the geometry concepts, i.e., inner product and distance, which is inevitably caused by additive 
logratio transformation. Second, isometric logratio transformation successfully relaxes the 
unit-sum constraint and avoids multicolinearity, which cannot be solved by centered logratio 
transformation. 
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摘  要 

单形空间的定和约束使得传统统计分析方法对成分数据失效，通常需要采用适当的变换方法将成分数据

转化到欧氏空间后再进行统计分析。本文以非对称对数比变换、中心化对数比变化、等距对数比变换等

三种常用的变换方法为研究对象，基于成分数据代数体系，从能否实现单形空间到欧氏空间等价转换的

角度，比较研究了三种变换方法的合理性，为成分数据变换技术的选择提供理论依据。并选取岩石判别

分类问题，分别采用以上方法对原始成分数据进行变换后建立判别模型，比较判别结果的可靠性。实证

结果表明，等距对数比变换既克服了非对称对数比变换改变内积及距离等几何概念的缺陷，又避免了中

心化对数比变换导致的多重共线性给多元分析方法带来的影响，在保持样本空间形态不发生变化的前提

下解除了定和约束，是一种合理的变换方法。 
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1. 引言 

成分数据是指任意非负的 D 元向量 [ ]1 2,  , , Dx x x=x � ，且满足约束条件 

1
1,  0 1

D

i i
i

x x
=

= ≤ ≤∑                                       (1) 

式(1)被称为定和约束，是成分数据的基本性质。D 元成分数据 x 中的每一个元 ( )1, ,ix i n= � 代表相对

信息，表示该部分在整体中所占比重。与普通数据相比，一方面，从原始绝对数据计算得到的比例结构，

能够更进一步揭示绝对数据背后的相对信息；另一方面，成分数据更适合分析整体的各部分比例关系。

成分数据作为一种十分重要的数据类型，在经济学、管理学、环境科学、医学等诸多领域都有广泛的应

用[1] [2] [3] [4]。 
D 元成分数据所张成的向量空间称为单形空间，单形空间中的成分数据需要满足定和约束，给后续

的分析工作带来了很大的困难，针对普通数据的传统统计分析方法对于成分数据不再适用，主要表现在

以下三个方面：1)单形空间内观察到的直观形态不能按照欧氏空间直角坐标系内的方式来解释；2)由于定

和约束，按照传统统计方法计算得到的成分数据协方差矩阵是奇异矩阵，具有明显的负偏性，与普通数

据协方差矩阵的内涵截然不同[5]；3)适用于普通数据的统计分析工具基本上都建立在“数据总体服从多元

正态分布”的假设之上，而单形空间上的成分数据却缺乏一个适当的参数分布，使得在对数据的变异模式

进行分析时存在参数建模的困难。实践证明，不带限制条件的普通数据分析方法对成分数据是失效的。 
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为了解决成分数据的建模困难，已有文献主要通过某种变换方法将成分数据降维，消除冗余度，转

换为欧氏空间上的普通数据，再进行统计建模分析，从而发展了一系列有关成分数据的方法与模型。这

些变换方法主要包括非对称对数比变换法、中心化对数比变换法和等距对数比变换法。Aitchison [6]研究

了一元成分数据的降维技术，提出基于中心化对数比协方差的对数衬度主成分分析，克服了基于原始成

分数据协方差阵的主成分不能准确反映变异最大方向的问题。在成分数据的不同分布假设下，张尧庭[7]
采用中心化对数变换方法解约束后，讨论了自变量或因变量为一个成分数据的回归分析方法。王惠文等

[8]首次提出用每一个成分数据表示一个主题含义，采用中心化对数变换，利用偏最小二乘路径模型，建

立一元成分数据关于多元成分数据的回归模型。李春轩等[9]提出基于等距对数比变换的成分数据空间插

值法，与基于另外两种变换方法的插值结果进行对比研究。Wang 等[10]基于成分数据的 Aitchison 代数体

系以及对数比变换，研究了多元成分数据的主成分分析方法。Pawlowsky-Glahn et al. [11]在单形空间中建

立了因变量为一元成分数据，自变量为若干个普通变量的回归模型，创新之处在于回归系数均为成分数

据，推导了基于等距对数比变换的等价模型，并给出参数估计的普通最小二乘解及参数的解释含义。将

成分数据进行等距对数比变换后，PETRA et al. [12]采用向量自回归模型建立了一元成分数据的时间序列

分析模型，讨论了参数估计及性质等问题。 
以上研究成果都是将成分数据从单形空间变换到欧氏空间后再开展建模分析，主要着眼于如何对变

换后的数据创新模型，解决建模问题，而对于所选择的成分数据变换方法却鲜有深入研究。事实上，基

于某种变换方法的模型是否准确合理，首先取决于所采用的变换方法是否保持空间的等价性，即是否构

成正交变换，使得变换前后数据的代数性质及几何性质保持不变。郭丽娟等[13]提出基于等距对数比变换

的成分数据判别分析模型，并在实证研究中发现，基于等距对数比变换的判别结果优于使用其他变换方

法所得到的判别模型。然而，目前为止，有关几种常用变换方法的等价性分析尚缺乏理论依据及比较研

究。因此，本文将系统地对非对称对数比变换、中心化对数比变换和等距对数比变换等三种方法进行比

较分析，引入单形空间代数体系，基于能否构成单形空间到欧氏空间上正交变换的角度，从理论上证明

三种变换方法的合理性，以期为成分数据变换方法的选择问题提供理论依据。作为实证分析，选取地质

学中岩石分类问题，分别采用以上方法对原始成分数据进行变换后，再建立 Fisher 判别模型，比较研究

基于不同变换方法的判别模型可靠性。 

2. 成分数据变换方法的理论比较 

Aitchison 等在对成分数据统计方法的研究中发现，研究比值的对数统计量可以克服成分数据的定和

约束，从而将成分数据转换到普通的欧氏空间。以下对应用比较广泛的三种成分数据变换方法做简要介

绍，包括非对称对数比变换、中心化对数比变换和等距对数比变换。 

2.1. 非对称对数比变换 

记单形空间为 

[ ]1
1

, , 0, 1, , ; 1
D

D
D i i

i
S x x x i D x

=

 = = > = = 
 

∑x � �  

对任意 D 元成分数据 DS∈x ，非对称变换比变换(additive logratio transformation，简称 alr)定义为一

个将 DS 映射到 1DR − 的函数 

( ) ( )1 1, , Dalr u u −= =x u � , 

其中 
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ln , 1, , 1j
j

D

x
u j D

x
 

= = − 
 

�                               (2) 

选用 ln j
j

D

x
u

x
 

=  
 

作为分析变量有许多便利之处。首先，在式(2)的变换中，成分数据从原来的 D 维 

空间被降低到 D − 1 维空间，原来的 D 个线性相关的变量 ( )1, ,ix i D= � 被转换成 D − 1 个线性无关的变

量 ( )1, , 1ju j D= −� ，消除了原成分数据中的冗余维度；其次，由于 ju 在 ( ),−∞ +∞ 内取值，在后续的分

析中可以更为灵活地选择模型；再次，由于进行了对数变化，有可能把非线性问题线性化；第四，根据

Aitchison 的研究，如果成分数据 x 遵从加法逻辑正态分布，则变换后数据 u 服从正态分布，便可以运用

基于正态分布假设的传统统计方法进行分析。 

2.2. 中心化对数比变换 

由于式(2)中的非对称变换使得变量的物理含义发生较大变化，故而模型的解释意义被削弱了。为了

实现对成分数据的对称处理，Aitchison [6]又提出了中心化对数比变换(centered logratio transformation，简

称 clr)，即 

( ) ( )1, , Dclr v v= =x v � , 

其中 

1

ln , 1, ,j
j DD

ji

x
v j D

x
=

= =
∏

� . 

采用中心化对数比变换方法，变换后的各分量 ( )1, ,jv j D= � 仍保持对称性，所建模型的可解释性就

更强。但是，很容易验证，变换后各分量之和由“单位和”转化为“零和”，即 1 0D
jj v

=
=∑ 。换言之，定和约

束没有从本质上被克服，各分量间仍然存在完全相关性，后续的统计建模仍然存在困难。 

2.3. 等距对数比变换 

为了从本质上认识单形空间及成分数据的性质特征，Aitchison 等[14]经过不断努力，提出了一套完

整的单形空间代数体系，被称为 Aitchison 代数体系。 
定义 1 对于任意 D 元正实数向量 [ ]1, , D

nz z R+= ∈z � ，定义关于 z 的闭合运算为 

( ) 1 2

1 1 1

, , , D
D D D

i i ii i i

z z zC
z z z

= = =

 
 =
  ∑ ∑ ∑

z � . 

任意正实数向量 +
DR∈z 都可以通过闭合运算转化成 DS 上的成分数据。Aitchison 代数体系建立在闭合

运算的基础之上。 
定义 2 对任意成分数据 [ ] [ ]1 11 12 1 2 21 22 2, , , , , , , D

D Dx x x x x x S= = ∈x x� � ,以及任意 Rα ∈ ，定义单形空

间中的加法、数乘和内积分别为 

( )1 2 11 21 12 22 1 2, , , D DC x x x x x x⊕ =x x �  

( )1 11 12 1, , , DC x x xα α αα ⊗ =x �  

1 2
1 2

1 1 1 2

1, ln ln
2

D D
i i

i j j j

x x
D x xα

= =

= ∑∑x x . 
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容易证明，基于 Aitchison 代数体系的单形空间是一个希尔伯特空间，有非常好的数学性质。 
基于该代数体系，Egozcue 等[15]构建了从单形空间 DS 到欧氏空间 1DR − 上的形如式(3)所示的映射方

式，称为等距对数比变换方法(isometric logratio transformation，简称 ilr) 

( ) ( )1 2 1x , , , , , , Dilr
α α α−= x e x e x e�                            (3) 

其中， ( )1, , 1i i D= −e � 为单形空间的一组标准正交基，选用不同的标准正交基，可获得不同的变换结果，

若选用如式(4)的标准正交基 

( ) ( )
elements

1 1exp , , , ,0, ,0
1 1 1i

i

iC
i i i i i

  
  
  = −
  + + +
  

  

e � �
�����������

                      (4) 

则式(3)可进一步简化为： ( ) ( )1 2 1, , , Dilr y y y −= =x y � ，其中 

( )1

1

, ,
ln , 1, , 1

1
j

j
j

g x xjy j D
j x +

 
 = = −

+   

�
�

 

这里， ( )1, , jg x x� 表示 1, , jx x� 的几何均值。等距对数比变换将单形空间上的成分数据 

[ ]1 2, , , Dx x x=x � 变换为欧氏空间 1DR − 上的普通向量 ( )1 2 1, , , Dy y y −=y � 。 
Egozcue 等[15]同时还给出了等距对数比变换的逆变，即 

( ) ( )
1

1

1

D

i i
i

ilr y
−

−

=
= = ⊗⊕x y e                                     (5) 

2.4. 变换方法的比较 

不论采用何种变换方法对成分数据进行预处理，目的都是为了在变换后的空间中找到合适的统计分

析方法对成分数开展建模分析。从这个角度来看，三种对数变换法都将成分数据转换到普通的欧氏空间

中，适用于普通数据的统计分析方法都可以被有效地应用。然而，评价一种变换方法时，更为重要的衡

量标准是能否构成正交变换，即变换前后是否保持数学性质以及几何特征不发生变化。如果不具有这样

的性质，那么在变换后的样本空间中得到的统计分析结论，就不能代表原始变量空间和样本空间的特征。 

对于任意成分数据 1 2, DS∈x x 以及任意实数 Rα ∈ ，以下定理不难证明。  
定理 1 等距对数比变换 (ilr)是从 DS 到 1DR − 上的正交变换，不仅保持加法和数乘运算，而且保持内

积不发生变化，即 
1) ( ) ( ) ( )1 2 1 2ilr ilr ilr⊕ = +x x x x                                                        (6) 

2) ( ) ( )1 1ilr ilrα α⊗ = ⋅x x                                                              (7) 

3) ( ) ( )1 2 1 2, ,a ilr ilr=x x x x                                                          (8) 

证明：由于基于 Aitchison 代数体系的单形空间是一个希尔伯特空间，因而容易证明 

( )
( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1

1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1

1 2

, , ,

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

D

D D

D D

ilr

ilr ilr

α α α

α α α α α α

α α α α α α

−

− −

− −

⊕

= ⊕ ⊕ ⊕

= + + +

= +

= +

x x

x x e x x e x x e

x e x e x e x e x e x e
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以下证明公式(8)。设在单形空间 DS 上，成分数据 1x 与 2x 经过 ilr 变换，分别得到欧氏空间 1DR − 上

的向量 ( )1 1ilr=y x 和 ( )2 2ilr=y x 。由公式(5)所示的逆变换公式，可得 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2 1 2
1 1

1 2
1 1

1 2
1 1

1 2 1 2
1

, ,

,

,

,

D D

i i j j
i j

D D

i i j j
i j

D D

i j i j
i j

D

i i
i

y y

y y

y y

y y ilr ilr

α
α

α

α

− −

= =

= =

= =

=

= ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗

=

= =

⊕ ⊕

∑∑

∑∑

∑

x x e e

e e

e e

x x

 

定理 2 非对称对数比变换(alr)保持加法和数乘运算，但不能保持内积不变，即 
1) ( ) ( ) ( )1 2 1 2alr alr alr⊕ = +x x x x ,  

2) ( ) ( )1 1alr alrα α⊗ = ⋅x x , 

3) ( ) ( )1 2 1 2, ,a alr alr≠x x x x . 

定理 3 中心化对数比变换(clr)是从 DS 到 1DR − 上的正交变换，保持加法和数乘运算，同时保持内积

不发生变化，即 
1) ( ) ( ) ( )1 2 1 2clr clr clr⊕ = +x x x x  

2) ( ) ( )1 1clr clrα α⊗ = ⋅x x  

3) ( ) ( )1 2 1 2, ,a clr clr=x x x x  

定理 2 和定理 3 的证明与定理 1 相似，本文不再赘述。由以上定理可知： 
1) 非对称对数比变换只构成单形空间 DS 到欧氏空间 1DR − 上的线性变换，而非正交变换。由于不保

持内积，变换前后由内积诱导的点点距离、模长以及向量间夹角等几何概念不具有等价性。有可能导致

变换后的样本空间形态发生变化。因此，基于该变换的统计分析方法不能从根本上保证结论的合理性和

准确性。 
2) 中心化对数比变换虽然是一个正交变换，但是该变换不能消除冗余度，经过中心化对数变换后的

变量之间仍然存在“和为零”的约束，这种变量之间的完全共线性导致了协方差矩阵不满秩，使得基于协

方差结构的统计方法完全失效；此外，完全共线性给多元统计分析方法带来了建模和模型解释上的诸多

困难。因此，在实际应用中，应当避免使用中心化对数比变换对成分数据进行预处理。 
3) 等距对数比变换不仅消除了成分数据的定和约束，消除了冗余维度，而且构造了单形空间到欧氏

空间上的正交变换，不仅能够保持向量的加法运算与数乘运算，还能够保持内积运算，从而保持了向量

的模长、夹角以及点点距离不变等良好性质，实现了从单形空间 DS 到欧氏空间 1DR − 的等价变换，确保在

变换后的欧氏空间中应用传统统计分析方法建模的合理性。 
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3. 实证结果——基于 Fisher 判别模型的比较分析 

为验证上述比较研究的实效性，本文选取岩石标本判别分类问题，分别采用不同的变换方法将成分

数据转化为普通数据，再利用判别分析模型对标本进行判别归类，并比较不同方法下判别的效率。由于

中心化对数比变换仍然无法消除定和约束，变换后变量间的完全共线性可能使判别模型失效，因此本文

只采用非对称对数比变换和等距对数比变换两种方法进行数据预处理。 

3.1. 数据 

选取 20 个岩石标本，其中 10 个属于 A 类岩石，10 个属于 B 类岩石。每个岩石标本所含五种矿物质的

百分比与该岩石的类型有着密切的联系，以五种矿物质占比为判别变量对 20个标本建立 Fisher判别模型。

数据来源于文献[16]。 

3.2. 建模与比较 

由于含五种矿物质的百分比构成成分数据 [ ]1 2 3 4 5, , , ,x x x x x=x ，变量之间受到“定和约束”的限制，适

用于普通数据的 Fisher 判别方法对成分数据不再有效。因此，首先对原始数据进行等距对数比变换，原

变量空间转化为 4 维欧氏空间，以变换后的 4 个变量 ( )1 2 3 4, , ,y y y y=y 作为判别变量、20 个岩石标本作

为样本，建立 Fisher 判别模型。 
根据数据，求得 λ−Β Ε 的最大特征值为 1 3.427λ = ，对应的特征向量为 

( )1 0.739, 0.253, 20.711,16.162= − − −w ，从而 Fisher 线性判别函数为 

( ) 1 2 3 40.739 0.253 20.711 16.162y y y yµ = − − + +y 计算两类总体的均值向量并代入判别函数，求出阈值

23.015µ = 。据此得到判别规则为：对于任意岩石标本 [ ]1 2 3 4 5, , , ,x x x x x=x ，经过等距对数比变换得到向

量 ( )1 2 3 4, , ,y y y y=y ，代入判别函数，求得 ( )µ y 。当 ( )µ µ>y 时，属于 A 类岩石，当 ( )µ µ<y 时，属于

B 类岩石； ( )µ µ=y 时，待判。 
利用所求的 Fisher 判别模型对训练样本进行样本内的拟合结果见表 1，只有一个岩石样品被错判，

准确率为 95%。 
接下来，对原始数据进行非对称对数比变换，再利用变换后的数据表建立 Fisher 判别模型，将训练

样本回代得到的判别结果如表 2 所示，准确率只有 65%。 
 
Table 1. Results of discriminant analysis based on isometric logratio transformation 
表 1. 基于等距对数比变换判别模型的判别结果 

实际类别 
预测结果 

合计 
A 岩石 B 岩石 

A 岩石 9 1 10 

B 岩石 0 10 10 

 
Table 2. Results of discriminant analysis based on additive logratio transformation 
表 2. 基于非对称对数比变换判别模型的判别结果 

实际类别 
预测结果 

合计 
A 岩石 B 岩石 

A 岩石 6 4 10 

B 岩石 3 7 10 
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从模型的比较结果来看，基于非对称对数变换的判别模型发生误判的可能性较高，其原因在于，非

对称对数比变换不构成正交变换，使用该方法对数据进行变换改变了原有样本点距离的空间特征，而

Fisher 判别模型是一种基于距离进行判别归类的分类方法，因而在变换后的空间中建立判别模型未能准

确地将样本点判别归类。而基于等距对数比变换的模型保证了变换前后样本空间的等价性，在变换后的

空间中，样本点特征并未发生任何改变，建立判别模型与在原单形空间中判别归类是等价的，能够客观

准确地将未知类对象进行归类。 

4. 结论 

本文针对三种常见的成分数据变换方法进行比较研究，从理论上分明证明了三种变换方法能否实现

单形空间到欧氏空间的等价转换，并选取岩石判别分类问题，比较基于不同变换方法的判别结果。结论

表明，基于 Aitchison 代数体系提出的等距对数比变换是一个正交变换，不仅实现了从单形空间到普通欧

氏空间的转化，还保持了代数运算、内积以及由内积诱导的几何概念不发生任何变化；等距对数比变换

既克服了非对称对数比变换改变内积及距离等几何概念的缺陷，又避免了中心化对数比变换导致的多重

共线性给多元分析方法带来的影响。 
因此，在经过等距对数比变换后的欧氏空间中讨论成分数据与直接在单形空间中基于 Aitchison 代数体系

的研究是完全等价的，该变换方法很好地解决了成分数据统计建模中遇到的困难，具有非常重要的应用价值。 
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